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Aufgabe 45 (Stetigkeit)
(a) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass f : R — R definiert durch
1—-2x—2% <0,
€Tr) =
/@) {c(w —2)2, x> 0.
stetig ist.

(b) Untersuchen Sie, in welchen Punkten die folgenden Funktionen stetig sind.
i) f:R—=R, f(z) = [z] =max{k € Z: k < x},

1 IpeNig=1"2
i) g [0.1] =R, g(z)=14" 0
(i) g2 [0,1] 9(x) {Q v € [0,1\{2L | n e N}.

Aufgabe 46 (K) (e-9-Kriterium, Stetigkeit)

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des e-6-Kriteriums, dass die Funktion f: (0,00) — R, f(z) = &%
stetig ist.

(b) Es sei
x, falls x € QN 1|0, 1],
f:10,1] —[0,1], f(x):= 0,1]
1 -z, fallsz e (R\Q)NJ0,1].
Bestimmen Sie alle Punkte z € [0, 1], in denen f stetig ist.

Aufgabe 47 (Stetigkeit und dichte Teilmengen, gleichmifige Stetigkeit)

(a) Es seien f,g: R — R stetig und f(q) = g(q) fiir alle ¢ € Q. Zeigen Sie, dass dann f =g
gilt, d.h., dass f(x) = g(z) fiir alle x € R gilt.

(b) Es sei f:[0,00) — R stetig und der Grenzwert lim, ,,, f(x) existiere in R. Zeigen Sie,
dass dann f gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 48 (K) (Stetigkeit, gleichméfRige Stetigkeit)

(a) Eine stetige Funktion f: R — R erfiille die Funktionalgleichung f(s +t) = f(s) + f(t)
fiir alle s, € R. Zeigen Sie, dass f linear ist, d.h., dass es ein a € R gibt mit f(z) = ax
fiir alle x € R.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst f(q) = aq fir ein a € R und alle ¢ € Q und nutzen Sie
dann Aufgabenteil 47 (a).
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(b) Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und gleichméfige Stetigkeit.

T

() 1+ [0,00) » R, f(a) = .

m1n{|x - CLn|a |ZL‘ - an+1|}

(ii) g: (0,1] = R, g(z) = , falls z € (apt1,a,) fir ein n € N,

’a'n-l—l - an’
wobei (a,)nen C (0, 00) eine strikt fallende Nullfolge mit a; = 1 sei.

Hinweis zu (i): Aufgabe 47 (b) kénnte niitzlich sein.

Aufgabe 49 (Monotone Funktionen)
(Diese Aufgabe wird u.a. in der Ubung diskutiert.)
Sei f: R — R wachsend, d.h., fiir alle 2,y € R mit 2 < y gilt f(z) < f(y). Sei weiterhin zo € R.

(a) Zeigen Sie, dass die links- und rechtsseitigen Grenzwerte lim, ., f(z) und lim, .+ f(x)
existieren.

(b) Zeigen Sie lim, ., f(z) < f(zo) < lim,_q+ f(2).
(c) Zeigen Sie: f ist stetig in zg <= lim, .4 f(2) = lim, ., f(2).
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