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Aufgabe 50 (Zwischenwertsatz, Satz vom Minimum)
(a) Seien a,b € R mit a < b. Seien ferner f,g: [a,b] — R stetig mit f(a) < g(a) und
f(b) > g(b). Zeigen Sie, dass es ein ¢ € [a, b] gibt mit f(c) = g(c).
(b) Zeigen Sie, dass jedes reelle Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in R besitzt.

(c) Seien f,g:[0,1] — R stetig und f(x) < g(z) fiir alle x € [0, 1]. Zeigen Sie, dass es ein
9 > 0 gibt mit f(z) + 0 < g(z) fiir alle z € [0, 1].

Aufgabe 51 (K) (Stetigkeit der Umkehrfunktion, Zwischenwertsatz)
(a) Der Sinus hyperbolicus ist definiert durch sinh: R — R, sinh(z) = 1(e” — ™).

(i) Zeigen Sie sinh(z) < sinh(y) fiir z < y und lim sinh(z) = oo, lim sinh(z) = —oc0
T—00 T—r—00
(ii) Zeigen Sie, dass sinh bijektiv und sinh ™' stetig ist.
(b) Sei f: R — R stetig und beschriankt. Dann besitzt f einen Fixpunkt, d.h., es existiert ein
r € R mit f(z) =z.

Aufgabe 52 (Punktweise und gleichmifiige Konvergenz)

(a) Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen (f,) auf punktweise und gleichméfige
Konvergenz. Berechnen Sie gegebenenfalls auch die Grenzfunktion.

(i) fn [07 1] = R; fulz) =na(l—2)",
(i) ¢gn:la,1] =2 R; gu(z) =nz(1 —2x)", wobeia € (0,1) sei.

Hinweis: Fir q € [0,1) ist (ng"), eine Nullfolge (dies folgt z.B. daraus, dass die Reihe
> nsonq" nach dem Wurzelkriterium konvergiert.)

(b) Sei (f,) eine Funktionenfolge mit f, : [0,00) — C, die gleichmifig gegen eine Funktion
f:]0,00) — C konvergiert.
Zeigen Sie: Gilt f,(x) — 0 (x — o00) fiir jedes n € N, so gilt auch f(x) — 0 (x — o0).

Aufgabe 53 (K) (Punktweise und gleichmifiige Konvergenz, Satz vom Maximum)

(a) Untersuchen Sie folgende Funktionenfolgen (f,) auf punktweise und gleichméfige Kon-
vergenz.

2

O fu:l0,00) =R ful) =%, (1) fu:R= R fole) = 7o

(b) Sei f: R — R stetig. Gelten f(x) > 0 fiir alle z € R und f(x) — 0 fiir x — —oo und fiir
x — 00, S0 besitzt f ein Maximum.
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