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14. Ubungsblatt
Abgabe bis 11.02.2022, 12:00 Uhr

Aufgabe 59 (Extrema, Ungleichungen)

(a) Bestimmen Sie, falls existent, lokale und globale Extrema der folgenden Funktionen.

(i) f:[0,00) >R, f(x)=2a"e® mitn eN fest,
_ logx

0.00) S R, gla) = 2%,

g:
(i) h:[-1,1] =R, h(z)=1+2)/]|z|.

(b) Zeigen Sie die folgenden Ungleichungen.

1
i) 1—-=-<logz<ax—1 firz>1,
T

(i) vz > logz fiir 2 > e,

Aufgabe 60 (K) (Ungleichungen, Mittelwertsatz)
(a) Zeigen Sie die Ungleichung
arcsine < 5 4+ 2xv1 — 22 fiir v € [-1,1].
Untersuchen Sie dazu die Extremalstellen der Funktion f : [-1,1] — R gegeben durch
f(z) = arcsin(z) — 2zv1 — 2.
Hinweis: Es gilt sin(+%) = £3.

(b) Es sei f:[—1,1] — R differenzierbar mit f(0) = 0 und es existiere ein ¢ > 0 und ein
o > 0 mit |f/(z)] < clg|® fir alle 2 € [—1,1]. Zeigen Sie, dass die Reihe Y ., f(%)
absolut konvergiert. -

Aufgabe 61 (Konvexe Funktionen, Ungleichung vom geometrischen und arithme-
tischen Mittel)

(a) Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine konvexe Funktion. Zeigen Sie:

(i) Fir beliebige n € N und z1,...,2, € I sowie Ay,..., A\, € [0,1] mit Y, A, = 1 liegt
die sogenannte Konvexkombination 22:1 Ay ebenfalls in 1.

(i) Sind 1, ..., 2, und Aq,..., A\, wie oben, dann gilt die Jensensche Ungleichung

fazr 4+ .o+ Nxn) < A f(x) + .00+ A f(zn).
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(b) Seien n € N und z1, s, ..., 2, > 0. Zeigen Sie

1
/o1y, < = (21 A A ).

S

Hinweis: Fiihren Sie einen Induktionsbeweis und nutzen Sie fiir den Induktionsschritt die
Youngsche Ungleichung.

Aufgabe 62 (K) (Extrema, ,,Zwischenwertsatz fiir Ableitungen‘)

(a) Eine unbekannte Grofe € R wird n-mal gemessen. Es ergeben sich Messwerte ay, . .., a, €
R. Der mittlere quadratische Fehler ist durch

n

FROR, fz)= %Z(z—ak)Q

k=1
gegeben. Fiir welches x € R wird dieser Fehler minimal? Begriinden Sie Thre Antwort.

(b) Seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] — R differenzierbar mit f'(a) < f'(b). Zeigen Sie:
Fiir jedes m € (f'(a), f'(b)) existiert ein x¢ € (a,b) mit f'(zg) = m.

Hinweis zu (b): Betrachten Sie die Hilfsfunktion h: [a,b] — R, h(z) = f(z) — mx und
zeigen Sie, dass die Stelle ihres Minimums in (a,b) liegt. Nutzen Sie dann das notwendige
Kritertum fir lokale Extrema.

Aufgabe 63 (Punktweise und gleichmifige Konvergenz)
Diese Aufgabe wird w.a. in der Ubung besprochen.
Es sei f: R — R differenzierbar und fiir n € N sei

fo: R=R, fu(z):=n (f(a:—l— %) — f(a;’)) )
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) fn, — f' punktweise fiir n — oo,

(b) Ist f’ gleichméfig stetig, so konvergiert (f,),>1 sogar gleichméfig gegen f'.

Erinnerung: Anmeldung fiir den Ubungsschein

Denken Sie bitte daran, dass Sie sich im Campus Management System (https://campus.
studium.kit.edu/) fiir den Ubungsschein angemeldet haben miissen, damit wir Ihnen (bei
Erfiillen der Kriterien) den Ubungsschein verbuchen kénnen. Die Anmeldefrist fiir den Ubungs-
schein lduft bis zum 13.02.2022, 23:59 Uhr. Nach dieser Frist ist eine Anmeldung nicht

mehr moglich.
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