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Analysis 1
15. Ubungsblatt

— keine Abgabe, keine Korrektur —
Die Losungen dieses Ubungsblatts werden in der letzten Ubung besprochen.

Aufgabe 64 (L’Hospitalsche Regel)

Berechnen Sie folgende Grenzwerte.

(a) i S2(22) (b) nm(l— ! )

z—0 e¥ — 1 z=0 \x  sin(z)

: a\® . sinh(x)

1 (1 —>, 4 1 ,
(c) Jim {142 I Y )

wobei a € R in Aufgabenteil (c) sei.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 64

(a) Seien f: R — R, f(z) = sin(2z) und g: R — R, g(z) = ¢* — 1. Dann sind f und g
differenzierbar und es gilt f'(z) = 2cos(2x) und ¢'(z) = €* fiir alle x € R. Da f’ und ¢
stetig sind, gilt

f'(x) = f(0) =2cos(0) =2 und ¢'(z) = ¢(0) =€’ =1 fiirz — 0,
und daher mit Satz 5.6 (ii)

f'z) 2
- =2 .
7 () =7 (x = 0)
Aus der L’Hospitalschen Regel folgern wir nun
: !
i GO NS ACO B MO Y

=0 e — 1 z—0 g(x) z—0 g’(x)
(b) Wir wollen die L'Hospitalsche Regel anwenden. Fiir z € (=5, 5)\{0} ist

11 sinfe)—z  f

_ f()
r  sin(z) rsin(z)  g(z)’

wobei wir f: (=3,3) — R, f(z) = sin(z) — 2z und g: (-5,5) = R, g(x) = zsin(z)

definiert haben. Es sind f, g (unendlich oft) differenzierbar und es gilt
f'(x) =cos(x) —1 und g¢'(z) =sin(z) + x cos(x)

fiir alle z € (=7, %). Aus der Stetigkeit von f’ und g’ folgt lim, o f'(z) = f'(0) = 0 und
lim,_0 ¢'(z) = ¢'(0) = 0, sodass nicht klar ist, ob lim,_o L2 existiert. Also leiten wir

g (z)
nochmal ab und erhalten fiir alle z € (=7, )

f"(x) = —sin(z) und ¢'(z) = cos(z) + cos(z) — zsin(z) = 2 cos(z) — x sin(z).
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Aus der Stetigkeit von f” und ¢” folgt nun lim, o f”(z) = f”(0) = 0 und lim,_,o ¢"(x) =
¢"(0) = 2, sodass mit Satz 5.6 (ii) lim, 0% @) 0 = 0 folgt. Somit folgt aus der

9" (x)
L’Hospitalschen Regel, dass lim, . 8 tatsachhch ex1st1ert und dass lim,_.g _f; Eg =

lim,_o L ,,Ex) = 0 ist. Eine nochmalige Anwendung der L’Hospitalschen Regel zeigt nun,

dass lim,_,o 5 gz)) existiert und dass lim,_, L& (( ;= hmx_m x) = (0. Wir erhalten also

lim(l— ! ):hmMZO

x  sin(z) =0 g(x)

(c) Sei a € R fest. Ist @ = 0, so ist (1 4+ 2)* = 1 = ¢° fiir alle € R, also insbesondere
lim, ,o0(1 4+ 2)* = €. Daher nehmen wir im Folgenden a # 0 an. Dann ist (1 + )" =
eos0+2)7 fiir £ > —a definiert. Fiir x — oo gilt 2 — 0 und aus der Differenzierbarkeit

von log in 1 folgt

x log (l + 2) = alog (1 + ;) — log(1)

T —alog'(1) =a fiir r — oo

(alternativ kann man wieder die I’Hospitalsche Regel anwenden:

a 1
) a . log(1+ %) T2 TtE

wobei wieder die Gleichungskette von rechts nach links zu lesen ist). Also folgt aus der
Stetigkeit der Exponentialfunktion
a x

(1 + —> — DT 50 (1 — 00).
T

(d) Hier fiihrt die Regel von de L'Hospital nicht zum Ziel, da sinh’ = cosh und cosh’ = sinh
gilt! Fiir x — oo haben wir aber

sinh(x)

cosh(x)

(e —e™™) 1—e™ 1—0_1

(e* +e2)  1+e2 1+0

N[N =

Damit ist
sinh(x)

=1.
z—o0 cosh(x)

Aufgabe 65 (Satz von Taylor)

(a) Bestimmen Sie die Taylorreihe T'(f,z¢) von f: R — R, f(x) = e* im Entwicklungspunkt
xo := 1. Konvergiert T'(f, z) punktweise gegen f?7

(b) Berechnen Sie tan(1/10) ndherungsweise mit Hilfe des Taylorpolynoms T3(tan, 0). Zeigen
Sie auch, dass der Fehler nicht gréfer als 10741

Losungsvorschlag zu Aufgabe 65
(a) Sei f: R — R, f(x) = e”. Per Induktion folgern wir

f(”)(l) = f(1)=e fiir alle n € Ny.
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Also ist die Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt zy = 1 gegeben durch

(n) e
T(f,xo)(x) =) / n!(l)(x —)" =Y —(z-1)", zeR

Fiir x € R konvergiert T'(f, xo)(z) gegen f(z), da
— (z—1)" *
e =1 —eler 1 W er = f(x),

n!
n=0

wobei wir in (x) das Exponentialgesetz verwendet haben. Also konvergiert T'(f, z) punkt-
weise gegen f.

(b) Nach der Produkt- und Kettenregel gelten
tan® = 1 + tan?,
tan® = 2tan - tan’ = 2tan (1 + tan®) = 2tan +2 tan’,
tan®® = 2tan’ 46 tan’ tan’ = 2(1 4 tan?) + 6 tan?(1 + tan?) = 6 tan* +8 tan’® +2,
tan® = 24 tan® tan’ +16 tan tan’ = 24 tan®(1 + tan®) 4+ 16 tan(1 + tan?)
= 24 tan® +40 tan® +16 tan .

Da tan(0) = 0 ist, folgt aus obigen Gleichungen tan(0) = 1, tan® = 0, tan®(0) = 2.
Somit ist T3(tan, 0) gegeben durch

3
tan(") 1
Ts(tan,0)(x) = Z M =g+ gazg

fir x € R.
n!

n=0

Insbesondere ist T3(tan, 0)(15) = 15+ 3005 = - Fiir die Fehlerabschétzung benutzen wir

die Lagrange Restglieddarstellung. Aus dieser folgt, dass es fiir z € (0, 5) ein & € (0,7)
gibt mit

| Ry(tan, 0)(2)| = | tan(z) — Ty(tan, 0)(z)| = %y tan®@(&,)] 2t < Supye[wjut Wl
(1)
Nun gilt |tan®(y)| = tan™®(y) < 80 fiir y € [0, Z], da
tan® (y) = 24 tan®(y) + 40 tan®(y) + 16 tan(y) < 24-1+40-1+16-1 = 80,

wobei wir ausgenutzt haben, dass tan wachsend ist und daher 0 = tan(0) < tan(y) =
tan(%) = 1 fiir alle y € [0, 7] gilt. Nutzen wir dies in (?7), erhalten wir

4
SUDyc[0,a] |tan( )(y)|$4 < @gfl
41 - 4l
Insbesondere folgt |Rs(tan,0)(1/10)] < - 107

1
|Rs(tan, 0)(z)| < = 50334 fiir alle x € [0, ﬂ :

Aufgabe 66 (Differenzieren von Potenzreihen)
(a) Sei x € (—1,1). Berechnen Sie den Reihenwert von »_ -, nz

(b) Zeigen Sie

n—1

(D" ok
arctan(z) = E 2 fiir alle x € (—1,1).
2ok +1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 66

(a) Sei

o0

(=11 =R, fz)=) a"

n=0

wobei wir fiir die zweite Gleichung Beispiel 3.2 b) genutzt haben (Reihenwert der geometri-

schen Reihe). Offensichtlich ist f differenzierbar und es gilt f'(z) = ﬁ firz € (—1,1).

Andererseits konnen wir Korollar 5.31 verwenden und erhalten fiir die Ableitung
= an"’l fir alle x € (—1,1).

Somit folgern wir, dass > ., na""! konvergiert und fiir den Reihenwert gilt

1
an’ = 1_—37)2 fir alle z € (—]., 1)

+)1 ?*1 fiir alle z € (—1,1). Die Potenzreihe hat

Konvergenzradius p = 1. Also ist die Funktion

(b) Wir betrachten die Potenzreihe Zkzo —(221 -

f(=1L1) =R, f(z Ooz(k 2
k=0

wohldefiniert. Da Potenzreihen im Inneren ihrer Konvergenzscheibe differenzierbar sind,
erhalten wir fiir z € (—1,1)

=D o 2]{; =) ()T =) (e —(—a?) 1+a% arctarl(z).

k=0 k=0 k=0

Also gilt fiir g :== f — arctan, dass ¢’ = 0 ist. Damit ist g konstant, d.h., g(x) = ¢(0) =
f(0) — arctan(0) = 0 fiir alle z € (—1,1). Hieraus folgt die Behauptung.
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