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Analysis 2 — Friihjahr 2018
Aufgabe 1 Sei g: [0,00) = R eine Funktion und es existiere @ = gir% g(t). Weiter sei
—

Sz, y) = xg(Vx? +y?) fiir (z,y) € B2
Zeigen Sie, dass f in (0,0) differenzierbar ist und F'(0,0) = (a,0) gilt.
Lésung. Fiir ¢ # 0 gelten

[{,0) - £(0,0) _ ig(it))
t

7 =

=g(jt)) »a firt—0

und
F0.0 - £0,0) _
; .
Also ist f in (0,0) partiell differenzierbar und es gilt f2(0,0) = a und f£,(0,0) = 0. Fiir
(z.9) # 0,0) gilt

= @) = f(0,0) — 2/.(0,0) — yf,(0,0)]

q(z,y) Ty
o /TR el
T e et -
<ol i) —al.
Somit gilt 0 < g(z,1) < [g(il{z, v ~ o] = 0 fiir (z,y) — (0,0) wie behauptet. O

Aufgabe 2 Die Funktion f:R2 - R sei definiert durch
flz,y) = 22° + 3e* — GzeV.

a) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f.
bj Ist f nach unten beschriinkt?
¢) Ist f nach oben beschrinkt?

Lésung. a) Die Funktion f ist zweimal stetig differenzierbar und es gilt

'z, y) = (62% — 6e?,6e% — Gze?)
sowie

12z ~Be¥

Hy(wy) = (—6654 12% — Gxey>
fiir alle (z,y) € B2 Es gilt f'(z,y) = (0,0) genau dann wenn 2% = ¢¥ und z = e¥ gils.
Also ist notwendigerweise 2% = z und somit £ = 0 oder z = 1. Da es fiir ¥ = 0 keine
Losung gibt, ist die einzige kritische Stelle bei (1,0). Die obige Rechnung zeigt

Hy(1,0) = (fé ‘;56)

Es gilt (Hf(l,()))” =12 > 0 und det H;(1,0) = 12-6 —6-6 > 0, also ist H;(1,0) positiv
definit. Daher liegt in (1, 0) ein lokales Minimum vor.

b), ¢) Bs gilt f(z,0) = 22% + 3 ~ 62 = oo fiir z — =o0. Also ist [ weder nach unten
noch nach oben beschrinkt. 4
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Aufgabe3  Sei K C R? kompakt, K° # 0, f : R? — R differenzierbar und e,y #0
fiir alle (z,y) € B2

Zeigen Sie, dass es (xg,y0) € 8K mit f(zg,0) # 0 gibt.

Lésung. Angenommen es gelte f(z,y) = 0 fiir alle {(z,y) € 8K. Da K kompakt ist,
existieren a,b € K mit

fla) € flz,y) < f(b) fiir alle (z,y) € K. _ 0

Wegen f'(x,y) # 0 fiir alle (z,y) € R? hat f keine lokalen Extremstellen und es folgt
a.b € 8K. Nun giit nach Annahme f(a) = 0 = f(b) und damit folgt mit (%), dass
flz,y) = 0 fir alle (z,y) € K gilt. Insbesondere gilt f'(z,y) = 0 fiir alle (z,y) € K°, ein
Widerspruch zur Annahme. Also ist die Annahme falsch und es folgt die Behauptung. O
Aufgabe 4 Sei f: R — R stetig differenzierbar mit fQ)=0und f/()=2.
Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung von (1,1) und eine stetig differenzierbare Funk-
tion g : U — R mit

gL, I)y=1 und glz,y) ==z +yf(glz,y)) firalle (z,y) € U.
Berechnen Sie ¢'(1,1).

Lésung. Definiere F : RY — R durch F(z,y,2) = 1 + yf(z) — z. Dann ist F stetig
differenzierbar und es gilt F(1,1,1) = 0 sowie Fi(z,1,2) = yf'(z) - 1, also F(1,1,1) =
2~ 1= 14 0. Der Satz iiber implizit definierte Funktionen liefert nun eine Umgebung
U und eine Funktion g : U — R wie behauptet.

Es gilt nun g(z, y) = = + yf (9(z.y)) fir alle (z,7) € U. Es folgt

9=(2,9) = 1+ yf (g(z, ¥)) 9= (2, y)

und
9@ ¥} = flo(z,9)) +vf (9(=, 9)) gy (=, v).

Also gilt insbesondere
g=(1, 1) =1+ f/(1)g(1,1) =1+ 2¢-(1, 1)

und
g,(1,1) = 29,(1,1).
Aus diesen Gleichungen folgt schliefilich ¢/(1,1) = (—1,0). [m]
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Aufgabe 5 Fiir f € C[0, 1] definiere
x
(Tfi(z) := 2+ sin{x) / VEf(t)dt,  fir alle © € [0, 1).
[
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
a) Fiir jedes f € C[0,1} gilt T'f € C[0,1).
b) Es gibt genau ein fo € C[0,1] mit Tfy = fo.
Lésung. a) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die Abbildung
o = f7VEf(t) dt fiir z € [0,1] eine stetige Funktion. Da Summe und Produkte von
stetigen Funktionen wieder stetig sind, gilt Tf € Clo,1].
b) Seien f,g € C[0,1] und z € [0, 1]. Es gilt
z
175(2) = To@)| = sin(e) [ VA(0) - o(0)
L
< binta)] [ VAL ~ o)t
0
SIF - gl [ VEdl
’ 1
<=l [ Via
0

=217 gl

Bildet man nun das Supremum iiber z € [0, 1], so sieht man ||T'f ~ Tgll, < %‘[f = Ofloor
d.h., T ist eine Kontraktion. Nach a) ist T zudem eine Selbstabbildung des vollstandigen
Raumes C{0, 1]. Die Behauptung folgt somit aus dem Fixpunktsatz von Banach. 0

Aufgabe 6  Der Weg v : [-7/2,7/2] — R sei gegeben durch
‘ ¥(t) = (e*sin{t), e’ cos(t)).
a) Berechnen Sie die Wegliinge L().

ds.

. 7
b) Berechnen Sie 5
~y Ty
Lisung. Der Weg « ist stetig differenzierbar und es gilt

¥ (2) = ¢ {cos(t) ~ sin(t), sin(t) + cos(t))

2

sowie
()]} = e (cos(t)? — 2cos(t) sin(t) + sin(t)? +sin(t)2 + 2sin(t) cos(t) + cos(t)?) = v/2¢!

fiir alle ¢ € {—7/2,%/2].
a) Also gilt

=/2 )
L(%) =/ V26! dt = V2(e™? ~ e%/?),
—x/2
b) Ferner gilt

w/2 t x/2
/L ds =/ _eeoslt) g ﬂ/ cos(t) dt = 2v3. O
. - P

2+ y? /2 €2 (cos(1)? + sin(t)?)
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Aufgabe 7 Sei yo € R und 5 # 0. Bestimmen Sie die Lésung des Anfangswertpro-
blems
Y@ =yt y(0) =

und bestimmen Sie das maximale Existenzintervall dieser Lésung.

Lésung. Bs ist y'(z) = g(z)h(y(z)), y(0) = yo, wobei 9(s) = s%, h(y) = y* und h{yg) # 0
ist. Da h stetig differenzierbar und somit lokal Lipschitz stetig ist, existiert nach dem
Satz von Picard-Lindel8f eine eindeutige lokale Ldsung des Anfangswertproblems. Der
Satz iiber die Trennung der Variablen besagt ebenfalls, dass das Anfangswertproblem
eine eindeutige lokale Lésung besitzt und er erlaubt zudem sie zu berechnen. Die Losung
y erfiillt fiir alle z im maximalen Existenzintervall die Gleichung

y(z) z
/ if‘ = / 5% ds.
w T [

3 1 3
3T TR =

-3 -
Yo A

1
y(x) = I
3/;g 3

Falls yg > 0, so ist das maximale Existenzintervall (-oo, 913) und falls ¥y < 0, so ist das

Man erhilt also

]

und somit

maximale Existenzintervall (515, oo) . 3




