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Aufgabe 1: .
Es seien 17 := (—m,7) x R und A := {(z,y) € D: = = 0}, sowie f: D — R definiert durch

By e e
e fe e rre il
L (z,y) € A

Bestimmen Sie samtliche (z,y) € D in denen f stetig ist.

Lisungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Behauptung: f ist aufl D stetig.

Beweis: D\ A ist offen und f auf D\ A als Verkettung stetiger Funktionen stetig. Es bleibt die Ht::l;igke'ft
in Punkten (0,y) € A zu priifen. Sei dazu (0,y) € A und (zk,yxken eine Folge in DY {(0, y}}mtmt
(zx, yx) — (0, y) fiir (k = oo). Nach den Regeln von de I"'Hospital existiert lim; ¢ ]Enlﬁjiﬂ also ist i

fiir (zx,ye) ¢ A beschriinkt durch eine Konstante C > 0. Fiir (zi, ) ¢ A gilt somit

22y 2|enml T T}
- = < — T — < C |z
0 < |f(ze i) = S(O,y)] (2 + yi)sin(zi) | ~ z2 4+ y? |sin(zg)] ~ |sin(zx)|
"n—.‘,.—n‘
<1
Somit gilt insgesamt fiir alle k € M (Beachte: Ist (T4, uc) € A, so gilt flze, ) =0):
0 < |flzk,yx) — FIO,H)] < Clax| =0 (k- 00),
d.h. f ist stetig in (0, y). O

Aufgabe 2:
Die Funktion f: R® — R sei definiert durch

f(z,3) = (22 —y?)e =) fiir alle (z,y) € R%

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f und entscheiden Sie, ob es sich jeweils um ein lokales Minimum
oder ein lokales Maximum handelt.

Lisungsvorschlag zu Aufgabe 2: ,
Behauptung: f hat in (0,1) und (0, =1) lokale Minima, sowie in (1,0) und (-1, 0) lokale Maxima.

Beweis: f ist zweimal stetig partiell differenzierbar, also gilt f € C*(R?, R). Die notwendige Bedingung
fiir lokale Extrema in (x,y) € R? lautet

0 = _,I"*{:rTy] = {h{l -z* + y2]1 _Ey{l +2° - yz:]}e—{_t?-ﬂl'a] y(l+ 2 - UQ} = 0.

{:{1 — 2% +¢%) =0,
Dies liefert die stationdren Punkte (0,0), (0,1), (0,-1}, (1,0) und (—1,0).
Fiir (x,y) € R* gilt

2(1 — 522 + 1* + 22 — 2x%y%) dxy(z* — v*)
Hy(z,y) = ( dxy(z? — y?) 21 -5 + 22 + 2 - 9324%) €

~(=*+3")_

2
o (0,0): Hier gilt H;(0,0) = (ﬂ o

Nach Satz 8.2 hat f in (0,0) also kein lokales Extremum.

und somit det{H;(0,0)) = —4 < 0, d.h. Hy(0,0) ist indefinit.

4

D) und somit det{H(0,1)) = det(H (0, -1)) =

e (0,%£1): Hier gilt HJ’{[I:]] = H;{0,-1) = ([:I %

16 ~ 0 und (H;(0,1))1 = (Hg(0,=1))nn = ¢, dh. Hg(0,1) und H (0, 1) sind positiv definit.
Nach Satz 8.2 hat f in (0,1) und (0, —1) also ein lokales Minimum.

u

4
e (+1,0): Hier gilt Hy(1,0) = Hy(-1,0) = ( 0 -4

%E > 0 und (H;(1,0))1y = (Hy(-1,0))11 = —:—T d.h. H;(1,0) und Hy(-1,0) sind negativ definit.
Nach Satz 8.2 hat f in (1,0) und (—1,0) also ein lokales Maximum.

g ) und somit det(H(1,0)) = det(H;(—1,0)) =

O

Aufgabe 3: r
(i) Es seien n € N und D C R" offen, D # 0. Formulieren Sie fiir f: D — R den Satz von Taylor.

(i) Es sei f: (~=1,00) x R? = R, f(z,p,2) = zsin(ypvr + 1). Berechnen Sie das Taylorpolynom 2.
Ordnung im Nullpunkt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(i) Der Satz von Taylor besagt: -
Seik € N, f € C¥*V(D,R), zp € D, h € R™ und S[xp, o+h] € D. Dann existiert ein § € Slzg, zo+h]

mit:
k ' k+1
(h- VP flzo) | (h-V)*F(E)
.“Iu-i"h}:_z" it + TES
J:
(ii) Behauptung: Es gilt Ta((x, v, 2);(0,0,0)) = y=.
Beweis: Da alle Komponentenfunktionen von f mehrfach stetig partiell differenzierbar auf D sind
gilt f € C*(D,R). Fiir (z,y,2) € D erhalten wir
yz cos(yv'z + 1)

felz, u, z) = Em

fulz,y,2) = 2v/2 +1 cos(yvx + 1),

f:(x,y, 2) = sin(yv/z + 1),

yzeos(yvz + 1)  yizsin(yvz +1)

fi-’:l:{mi . z} =

4z + 1}3 4(x + 1) 5
zeos({yyvT +1)  yzsin(yvz +1)
f:u{I': Y. E:I' - —W - 2 = .lr:[,I'-'E{I! y,z},
” yEDE'l:yw_f"'I+ 1)

Je:{z, 0, z) = 2\-"'&"'_1 = fezlx, 9, 2),
foplE, 4, 2) = —2(z + 1) sin(yvz + 1),

.ryz{:nuy'f z)=+vz+1 cos(yvzr+1)= _f:y{ﬂ-'r!!:. i-":]':-
faz(z, 9, 2) =0.

Damit erhilt man

TEH:L i, I]; {ﬂl{]i ﬂ” = f{ﬂ':ﬂq []} + _f'f{ﬂ., D:D}I ' {I+ u, .E} + %{I,% z)in H}! 0, D:I'Hx:-!-’*r EJT :

1 g 0 0 x
=0+ (0,0,0) - (z, 1, 2) + -E-I{I‘y*z}- 00 1} y]|=y=
0 1 0 z



Aufgabe 4:
Es seien D =R x (-3, 3) und f: D — R? definiert durch

f(x,y) := (z tan(y) + sin(xx), Ty® + €?),

Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung von (2,0) gibt, die durch f bijektiv auf eine offene Umgebung
von (0, 1) abgebildet wird. Berechnen Sie auferdem die Ableitung der Umkehrfunktion von f im Punkt
(0, 1).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Behauptung: Es gibt eine offene Umgebung von (2,0), die durch f bijektiv auf eine offene Umgebung von
(0,1) abgebildet wird.

Beweis: Da alle Komponentenfunktionen von f stetig partiell differenzierbar sind, gilt f € C'(D,R?) mit

; tan(y) + meos(my) z(1 + tan®(y))
f{$1H}= ( E;Q_E_yﬂmy EIy+IEIF )

n 2
0 32
0.1 existieren offene Umgebungen U von (2,0), baw. V von (0, 1), sodass fl;r bijektiv ist. .

fiir alle (x,y) € D und somit f'(2,0) = ( ). d.h. es gilt det f'(2,0) = 27 # 0. Nach dem Umkehrsatz

Behauptung: Es gilt {f|ﬁ]}jm+1] = il; (g -,TE)

Beweis: Der Umkehrsatz liefert dic Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion und die Ableitung im Punkt
(0, 1) lautet

(Y en=wen =35 7)

m

Aufgabe 5:
Es seien D := [-1,1])* und f: D — R? definiert durch

1 [sin(r) + cos?(y)
fz,y) = 3 (:mﬂ[:c] +c{:?ﬂ|::]) ‘

(i) Zeigen Sie, dass [ auf D eine Kontraktion beziiglich der euklidischen Norm ist.

(ii) Beweisen Sie, dass f genau einen Fixpunkt in D besitzt.

Lisungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Behauptung: f ist eine Kontraktion beziiglich der euklidischen Norm.

Beweis: Nach dem eindimensionalen Mittelwertsatz erhalten wir fiir z, £ € [—1, 1] die Abschiitzungen

| sin(z) — sin(Z)] = | cos(&z,: )|z — 2| < |2 — ],

!H}Hz{;} - EGEEEE" = | — 2sin(£; ;) cos(§: 2)l|z — 2| = | - sin(2€; :)||z — 2| < |z - Z|.

Damit erhalten wir fir (z,y), (z,5) € D:

I1f(z.9) = S(&8)1* = % [(sin(z) + cos?(y) — sin(%) — cos?())? + (cos*(x) + sin(y) — cos? (F) — sin(§))’]
< 5 [z = 2l + Iy — 41 + (o = 7+ Iy~ 5)°)
< 2 WAVIE TP TP < gliey) - @ DI,

d.h. [ ist Lipschitz-stetig mit Konstante L := % < 1 und daher eine Kontraktion. L]

Behauptung: f besitzt genau einen Fixpunkt in D).

Reweis: D ist per Definition abgeschlossen. Auberdem gilt fiar (x,y) € D

fi(z,9) = ~{sin(z) + cos?(y)) € [-1, 2] € [-1,1],

— el

falz,y) = 5(cos®(z) +sin(y)) € [-3, 3] € [-1,1],

==

d.h. es gilt f(D) C D. Auerdem ist f nach Teil (i) eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunkt-
satz existiert somit ein eindeutiger Fixpunkt (z*,y") € D mit f =*.9*)=(z=".%") .

Aufgabe 6: .
Es scien n € N und 7: [0,1] = R™ ein stetig differenzierbarer Weg mit ~(0) = y(1).
(i) Zeigen Sie, dass fiir jedes v € R™ gilt:
f v-dz =1{.
3

(ii) Weiter sei f: R™ — R" Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante M > 0. Beweisen Sie:

Lftx}-dx

Lasungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(i) Behauptung: Fiir jedes v € R" gilt [ v-dz =0.

< L{y)M sup {|lv(t)ll: t € [0,1]}.

Beweis: Nach Definition des Wegintegrals gilt

Tl n 1 n
. — : S iy : — il Vi S = (.
Lyﬁ_gﬂu.ﬁ, ; fuﬂﬂdt ;vhil}l 7:(0))

O
(ii) Behauptung: Es gilt |f-, flx) .:!'.:r| < L{v)M sup {|lv(t)]]: t € [0,1]}.
Beweis: Da f(0) € R™ gilt L fl0) - d;l: = () nach Teil (i). Damit erhalt man
l dt
3 -~ _ . - F(0)) - t
fT o) <t = f (@) - £(0)) dz‘ < [ 1160) - 1070
I 1
< ] 1£((0) = SOV (Ol dt < M f () ()] e
n* e — ]
< M|y ()0
1
< Msup{Ih(®)]: t € [0,1]} fu ()] de.
: “=Liv) i
O

Aufgabe T:
Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems

i',l'” i ;;y" + 2= 20 cos(2x), y['ii]' =2, y'{ﬂ] =-L

Lisungsvorschlag zu Aufgabe T:
Behauptung: Die Lisung des Anfangswertproblems ist gegeben durch

y(z) = e* + 26" — cos(2z) — 3sin(2x) (z € R).



Beweis: Das charakteristische Polynom der zugehérigen homogenen Differentialgleichung lautet X —3A+
2= (A~ 1)(A — 2). Damit ist
yn(z) = Ae® + Be** (A,B€R)

die allgemeine Lisung der homogenen Differentialgleichung. Um nun eine spezielle Losung der inhomoge-
nen Gleichung zu finden, verwendet man den Ansatz y,(z) = acos(2x) + bsin(2x) mit a,b € R. Einsetzen
in die Differentialgleichung liefert

(6a — 2b) sin(2z) — (2a + 6b) cos(2x) = 20 cos(2z).

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man schlieBlich die gesuchten Konstanten a = —1 und b = —3. Die
allgemeine Lisung der Differentialgleichung lautet schlieklich

y(z) = ynlx) + ypl(z) = Ae® + Be** — cos(2z) — 3sin(2x) (r€ R, A,BER).
Einsetzen der Anfangswerte ergibt A = 1 und B = 2 und somit

y(z) = e* + 2e** — cos(2x) — 3sin{2z) (r € R).



