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Analysis 3 — Herbst 2017

Aufgabe 1  Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

) 1 L2y )=7In2, wobei B = B(0,1) C R?
a) lim Bl+:1:2+y2 d(z,y) =mwIn2, wobei B= B(0,1) C R?,

1-—*5
T}g}goz:/ dz =1In2.

Lésung. a) Betrachte f, : B = R, fu(z,y) = % fiir n € N. Die Funktionen f,, sind
stetig und somit messbar. Fiir alle (z,y) € B gilt insbesondere |z] < 1 und |y| < 1 und

somit
1

1+ 22+ 92"
Auferdem gilt |fn(z,y)| < ﬁ;%;[_—?jg < 2 fiir alle n € N und (z,y) € B. Da X(B) < o0

ist, ist die konstante Funktion 2 eine integrierbare Majorante. Der Satz von Lebesgue
und eine Rechnung in Polarkoordinaten zeigen nun

Jim fu(z,y) =

. 1 + mnyﬂ- .
Jim Bmd($>y) nlg{.lofon(m,y
1

d(e,) = [ lim fole,y) de,y)
1 9
= [ ————d@my) = | ——d
/131+m2+y2d(T’y) "hoTre

ool
=xln(l+7r )}0 =7in2.

b) Fiir alle z € (0,1) gilt

"af(l-z) 1-az g, 1-z 1—gntl ] gt

i 1tz Ltz = 1+z 1-=z 1+z
Betrachte also f, : (0,1) = R, fu(z) = + sind stetig und somit
messbar. Es gilt fiir alle z € (0,1)
lim f -
0 Ful®) = T

Auflerdem gilt |fn(z)] < —1—%5 <2 fiir alle n € Nund z € (0,1). Da A((0,1)) < oo ist, ist
die konstante Funktion 2 eine integrierbare Majorante. Der Satz von Lebesgue zeigt nun

: k(1 -2) L | 1
7}2&2/ T2 dfcmhm/f,,ﬂ )dva/O 1+zd:1:~111rc‘0—«1n2. O

Aufgabe 2
a) Sei X eine Menge, B eine o-Algebra auf X und f: X — X eine Abbildung. Definiere

A:{AgX‘A:f“(B) fm-einBeB}.

Zeigen Sie, dass A eine o-Algebra auf X ist.
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b) Seien f, : R — [0, 00) Borel-messbare Funktionen fiir n € N. Definiere

]\/Iz{mEIR if_”éﬁ<1}
n=1 ’

Zeigen Sie, dass M ein Borelmenge ist.

Lésung. a) Nach Definition gilt A C P(X). Da B eine o-Algebra ist, liegt X in B. Es gilt
S7HX) = X und somit folgt X € A. Sei 4 € A. Dann gibt es B € B mit A = f~1(B).
Da B eine o-Algebra ist, liegt auch B¢ in B. Auflerdem gilt

A= (74B)) =X \{zeX|f(z) e B} ={z € X|f(z) ¢ B} = f{(B) € A.

Seien schliefllich 4, € A, n € N. Dann existieren B, € B, n € N mit A, = f~1(B,). Da
B eine o-Algebra ist, liegt auch {J,ey Bn in B. Somit erhalten wir

U= ' Ba) =" (U Bn) eB.

neN neN neEN

Insgesamt erfiillt A alle Eigenschaften einer o-Algebra.
b) Definiere g : R = [0, 00], g{z) = Y00, —f%ﬁ Die Funktion g ist messbar als punkt-
weiser Grenzwert messbarer Funktionen. Da [0, 1) eine Borelmenge ist, ist auch

M =g7'([0, 1))
eine Borelmenge. O

Aufgabe 3  Sei f: R — R integrierbar. Definiere

t+1
g:R=R, g()= f(z)dz.
t

a) Zeigen Sie, dass g stetig ist.
b) Zeigen Sie, dass tl_iglog(t) = ( gilt.

Lésung. a) Betrachte h : R x R = R, h(t,z) = Ly q0y(2) f(z). Fiir jedes t € R ist
z — h(t,x) messbar, da h(t,-) das Produkt einer einfachen messbaren Funktion und der
messbaren Funktion f ist. Es gilt (¢, z)| < |f(2)] fir alle ¢,z € R und die Funktion | f|
ist nach Voraussetzung integrierbar. Seien fy, z € R beliebig gewdhlt. Es gilt

f(z)a me(tﬂ,t()'i"l)y

= h(tg, ),
0, z ¢ (to,to + 1) (to,)

}jﬁ}) h(t,z) = }_1310 1 ey (2) f(2) = {
d.h. (-, z) ist stetig. Da g(t) = [g h(t,z) dz fiir alle ¢ € R gilt, folgt die Behauptung nun
aus dem Stetigkeitssatz.

b) Fiir jedes = € R gilt
th——glo Lt i1y () f(z) = 0.
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Auflerdem gilt
L ey @) f(@)] < 1)

fir alle £,z € R. Also ist | f| eine integrierbare Majorante und der Satz von Lebesgue
liefert

Jim o) = Jim [ 1gp@f@de= [ lim Lo f@de=0. O

Aufgabe 4
a) Gegeben sei die Fliche

M; = {(rcosp,rsing,¢)|0<r<1,0< ¢ <27}

FiRE SR, f(z,y,2) =/1+22 + 2.

Berechnen Sie [y, fdo.
b) Gegeben sei die Fliche

und die Funktion

My = {(m,1,z) (—:IR3‘Z2:m2—y2,O<z,O<y< Ly<z< 1}.
Berechnen Sie das Oberflichenmaf o(My).

Lésung. a) Betrachte G : (0,1) x (0,27) — R3, G(r,¢) = (rcos ¢, rsing,p). Die Fli-
che M; wird von der stetig differenzierbaren Funktion G parametrisiert. Die Gramsche
Determinante lautet

Cos sing 0

. sin T COS
—rsing rcosy 1 ¥ ¢

) cosy —rsing
0 1

ga(r, o) = det G'(r, @) TG (r, ) = det (

! 0 _ 9
—dct,<0 T2+1)~1+r.

Es folgt

1 2w 8
d=/ (G(r, o))/ ,d,://1+2dd:~‘
/le o (O’l)x(o’%)f( (ry NV 9a(r, @) d(r, ) A ridrdp = g

b) Seien A = {(z,y) e R?|0<y<ly<z <1} und h: A = R, h(z,y) = V22 ~ 32
Dann ist h stetig differenzierbar mit

T
Vh(z,y) = ( v ffw)
[ 32
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fir alle (z,y) € A und M ist der Graph von h. Folglich ist My eine C'-Fliche und es
gilt

o(My) = /A 1+ [Vh(z, )2 d(z, y)

1 r1 72 U2
://\/1+ 5 5+ 2‘/ 5 dzdy
0 Jy 8-y i -y
1

1 /1
:\/5/ ———x————dmdv =
a0 Jy \/.’Ei——yE =Y
1 w/2
=\/§/ 1——y2dy=\/§/ /1 —sin®ycosy dy
0 0

w/2
= \/5/ cosgydy = \/Tgvr. 0
0 4

22 — o2

Aufgabe 5
a) Sei D = [0,1] x [1,2]. Berechnen Sie

= Y ey,

y3

1,1
/ / /¥ dy dz.
0 Ja

Lésung. a) Betrachte f: D — R, f(z,y) = y~%¢*/¥. Die Funktion f ist stetig und somit
messbar sowie positiv. Nach dem Satz von Tonelli gilt

b) Berechnen Sie

=Ody:/1 = — =5 dy

oT/Y 2 1l o/y 2 o/¥ |z
D DY 1 Jo 1y e

2 2 1
— 1/y —

= —e =e— e — —.
1yl \/- 2

b) Setze D = {(z,y)|0 <z < 1,z <y < 1}. Betrachte f : D — R, f(z,y) = ¢*/¥. Die
Funktion f ist stetig und somit messbar und positiv. Fiir alle y € (0,1) gilt D, =
{r|0<z<l,z<y<1}=(0,y) und D, =0 fir alley € R\ (0,1). Fiir alle z € (0,1)
gilt D" ={y|0<z <1,z <y<1}=(z,1) und D* =0 fiir alle z € R\ (0,1). Der Satz
von Tonelli liefert

1 T=yY
/ flz,y)d(z,y) / / r/ydyd'c-/ / eV dzdy = / ye™/v Ody
0 o=
—/ (e — Dydy = ; O
Aufgabe 6  Seie € (0,1) und D, = B((1,0),2) \ B(0,¢) € R?. Sei
FiRIA{0} 2 R, f(@) = 5.
|3
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Zeigen Sie
/ div f(z)dz =0
D,

und

/c;B((l,O)Q) (flv) do = 2m,

wobei v die duflere Einheitsnormale an B ((1,0),2) ist.

Lésung. Fiir alle z € D, gilt

. Ty T2
d z) =01 { s & | ——s
v f(=) ! <1%+T%) * 2("0%4—@)
1 22} 1 223 2 2z} + )

= o - -+ — = — foened
vi+ad  (ef+a3)?  af+al (el +ed)? ol+ad (2} +a3)?

Die Menge D hat den Cj-Rand 8D, = dB((1,0),2) U 8 (R*\ B(0,¢)), die Funktion f
liegt in C1(Dg,R?) N Cy(De, R?). Nach dem Satz von GauB gilt

0= [ divfdx = /m (flv) do = /aB((wm) (fv) do —/ (f|) do.

8B(0,¢)
Wir berechnen mit v(z) = ﬁ; fiir alle z € 9B(0, ¢) das Integral
1 1
/ (flv) da:/ —= (z|1) daz—/ l1do = 2n.
B8B(0) 8B(0,e) |5 € JaB(0,)
Daraus folgt die Behauptung. O

Aufgabe 7 Selen m € Nund B = B(0,1) CR™. Seien p € (1,00), 0 < a < m(1 — %)
und f € LP(B). Sei

f@) e By {03},

Imla 2

0, z = (.

g:B-R, g(z)=

Zeigen Sie, dass g in L1(B) liegt.

Lésung. Wible p' € (1,00) mit ;1; + pi, = 1. Nach Voraussetzung gilt m — ap’ > 0.
Betrachte h : B = R, h(z) = |z|™° fiir z € B\ {0} und A(0) = 0. Die Funktion A ist
messbar und eine Rechnung mit Polarkcordinaten zeigt

7 ' ' ]
R = / (@) dz = / 12|~ dz = w, / e A=l g < oo,
P B B 0

da —ap’ +m — 1 > —1 ist. Die Funktion g ist als Produkt messbarer Funktionen auch
messbar und die Holdersche Ungleichung zeigt nun

[, lo@ldz = lglh < 1,1l < oo,

d.h. die Funktion g ist integrierbar. a



