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Aufgabe 1

a) Seien X C B? cine Menge mit endlich v:eien E}lementen und K = {{3:} [zeX } die Menge aller
- einelementigen. Tellmengen von X Zeigen Sie, dass clann X € B(Rd) und a(iC) B(X) =
gelten. . . : : =

_b). Gegeben sei dle a—Algebra (N; P(N)) Welt.er deﬁmeren wir d1e Abbﬂdung

( A) o_o falls | Al. unendhch
p‘ 9 falls | Al endhch

fur A€ 'P(N Hlerbex be7e1clmet |AE die Anzahl o‘.er Eiemente einer Menge Ae ’P(N) Deﬁmert_ .
pein MaR auf P(N}’f‘ Begriinden Sie Ihre Antwaort.’

Aufgabe 2 R : .
a) Selen X Y mchtleere Mengen A eine J—Algebra. auf X, sowie B eine a—Aloebra au.f Y. Welter
sel f X =Y eme F‘unktlon Wann heifft f .A~B-messba17 _

b) Formtﬂleren Sle den Sat,z von Beppo Lev1 (Satz von der monotonen Konvergenz)

c) Formuheren Sle den Sa.tz von Fublm

Aufgabe 3 _ _ . _ v .
a) Seig: R R messbar mlt esssupmeﬁ, lg(z)| = i{q][m < 00, Welter seien £ € R und (tn)n eine’
Folgein R mlL tn = £, 7 —».00. SchlieRlich sei f € L¥ (R) fiir ein p € [1 oo) Wir setzen
oele) = ), gle) = () :
_ ful zeRundrie N Beweisen. Sie dxe Konvergenz Hgn g”Lp@.% 0; .n '~—>.oo,_
b) Besmmmen Sze den Grenzwelt Pt :

1 2 2.2
cos\n e n-“xr
___(.___)j____dq;

lim’
nmo Jo- Va2 4k
Aufgabe 4

Essel f:R— R.i_nt.egrierbar und.-
FiR— }R, tH-f _e“_(t""»"”) Fz).de.

. a). PFor muheren Sle den le‘ferenzlerbarkeltssaﬁz fiir Para.metermtegraie

b) Zeigen Sxe dass F dxﬁewnmelbar lSt und berechnen Sie die Ablelhung_.- '
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Aufgabe 5 | e | :

Seien v = (v, ..., vs) € R* mit vp.> 0und K = {x G'R3 “13”2 <.r} die 3—d1men31onale Kugel mit
. Radlus 7 > 0. Hierbei ist || “2 die euklidische Norm in R3. Weiter bezeichne

' ~{(1—s)(0y)+sveﬁe4[yef< sE[Ol]}

den 4-dimensionalen Kegel mxt Spitze v

. a} Begrunden Sie, dass c messbar ist (dés heiBt. C € B(R*) ist). B
b) Beweisen SJe die Gle:chung )\4(0) = S-a3(K ) Hierbei bezelchnot Ad das ci dlmensmnale Lebes— o
" guemaB. . . - "
Aufgabe 6 L o
: Gegeben sei die F‘unki.zon g: R3 \ ({(O 0 1} x IR J= R mxt

: (x ) (224 y?) 267l fiir () < 22 +y2<1
5] 7y! (m +y2)—-3/2 ~|z|. furm +y >1

Berechnen Sie fR3\({(0 0)}xR)g(r Y, z) d(:c,y, )

Aufgabe 7

Sl X € B(RY). Geoeben selen eine i"olge ( fn)n in LQ(X R) und eine Funktlon f 6 LQ(X R) derart
_dass dze Konvergenz

/fngadm—-}/fgod:c 3 ﬁ—-)oo

fux alle p g LZ(X R) gilt. Folgern Sie die Abschatzung lim mfn.;oo I fallzz = Hf![Lz
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Musterlosung

. Losungsvorschlag Aufgabe 1

a) Zunichst ist jede exnelementlge Menge abgeschlossen und darmt auch X als endhche Verezmgnng
einelementiger (abgeschlossener) Mengen: Also ist X € B(R?): Die Inklusion B(X) € P(X) ist -
. Kklar,da P(X) = {A| A C X} die feinste o-Algebra fiber X ist. Es bleibt P(X) € o(K) zu zeigen.
- Dann folgt nidmlich o(K) € B(X) € P(X) € ¢(K), da K nach obiger Argumentation ebenfalls
“Teilmenge von B(X).ist und ¢ (K): die kleinste o-Algebra ist, die K enthalt. Sei also A € P(X ).
Dann ist A= Uzealz} € o(K), da die einelementige Menge {m} In: K- enthalten ist. fiir Jedes.
z.€ 4, die Veremlgung abzahlbar ist und o(K) eine o-Algebra, ist. Also folgb P(X ) < cr(/C) '

b) Zunichst ist ,u(A) >.0 fiic alle 4 € ’P(N} Weiter gilt ,u(@): =0,da endlxch ist. Also ist (Ml)
- erfiill. Sei nun Aj 1= {j} fiir j € N. Dann ist (4;); eine disjunkte Folge in P(N) und es gllt;
( J) =0 fur j € N da Aj emelementlg ist. Allerdings gxlt auch d1e Unglelchung :

#(U 45) H(N)“OO>0“Z#

yem S Sl jel

Also ist 1w kein Maf auf P(N).

Losungsvorschlag Aufgabe 2

.a) Die Abbiidung f helfét gena.u dann A B—messbar, wenn fiir Jede Menge B E B che Bez1ehung
1(B) € Agilt. .

: b) Selen X € B(R%) und (fn)n eine Folge messbarer E\mkmonen fn X - [0 +oo} Weatel gelte
Jo £ fayy auf X fiir alle n € Nound es exxstxere f(a:) = hmn_,\oo fn(:c) fiir alle E X. Dann 1sL
die Funktxon f messbar und es giit : : . -

hm f fn(:c dm;/ lim j"n dz:_-/ f(a:) dz, ..

c) Seien k,1 € N, 4= lc 4.1 und f iRd -+ R mtcgncrbm Wextm seien g EE IRll und xg e IR{'° e
Deﬁmere _ . .

fyalz) = f(?if.ya) firz e IR’“
' ':f-xn(?/) te= f(rco’y) fir ye Ré

Dann exisbieren solche Nullmengen M - R" und NC IRZ dass dle f‘unktlonen fE lR - Iﬂi filr . - .
alle z.e R°\ M upd fy R" - }R fiir alle y € R \ N mtegmerbax smd Weiter sind auch dxe S

Funlctlonen :
m) {fmef y)dy mew\M
: zEM, :
(J) = fRKfy(m) d:l: 'QER[\N
_0 ' CYEN,

mtegr)erbar und

ff(z)dz—f F:c)d:z:——/ G’(y)dy
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Losungsvorschlag Aufgabe 3

a) Da die Exponentialfunktion stetig ist, sind die Funktionen g, und g Verkettungen und Produkte :
messbarer. Funktionen und damit wieder messhar. Weiter existiert so eine Nullmenge M € B(R)
und X € [0,00), dass |g(z)} < K fiiralle z € R\ M gilt. Da die Folge (t,)n konvergiers, existiert
auferdem eine Zahl T m1t [tnf < T fiir n € N. Somit folgt die Abscha.tzung :

lon(@) = 1 | £(2)] < 7 |7(2)]

_ fir alle z.€ R\ M und n e N Mit der Stetxgkejt der E\cponentxalfunktmn gilt weiter die- .-
' _‘Konvergenz

on(z) =50 f(2) -5 £ )
X (@) = €R\M,

fiir alle z.€ R\ M. Da h(m} = e M.
z , -

" eine Funktion in £P(R) ist, liefert der
Satz ven Lebesgue die Behaupt;ung '

, .
b) Definiere fn(z) 1= gﬂ%j fir z € 0, 1] und n, € N. Da £, als Komposxtlon stetiger -
: E\lnktlonen stemg ist, xst es msbesondere messbar Zuerst erhalten wir dxe Konvergenz

—0
e cos(nzg:z)
- cos(n®z?) +n

fn(ﬂ:)’_’ m = \/r ‘+$ 7‘ n OO..
' = +1 ' a

: Welter scha.tzen wir ab '

4n?? 1 L - '
lfn(x ﬁi"-—+$2<l+zz2=:g(m) zE[O-l]'nE‘N.
n’ _

Da die E‘Unkmon g als stetige Funktion auf dem Kompaktum [0,1] beschrankt ist, ist 51e dort
auch Lebesgue-integrierbar. Wir erhalten erneut mit dem Satz von Lebesgue :

—_ 2 — =
,li?éo/ Jnle) dz = fmm'ém*a”

3

Losungsvorsuhlag Aufgabe 4
a) Seien U C Rk offen, X € B(R%), £ : U x X — R eine Funktion, g : X — o, +oo} mtegnerbar '
und N C X eine Nullmenge mit den folgenden Eigenschaften. - - .
(i) Eir festes ¢ € U ist die Abbildung z = f(2, z) mbegnerbar'. _
(i) st z € X \ N, s0ist U 3t~ h(¢,z) partiell differenzierbar.
(i) Die Abschétzung : ' -
' [ (t z)| < g{e)
ist fur jedeste U,z e X\ N und j€ {} .., K} erfills.
Dann ist. die Funktlon H:U-R, ¢ —+ Sx h(t ) d partiell differenzierbar mit

aH . . B LT
.5?;(@ =/ & (t z) d:v, tE‘U, JE {1,...,‘/»}.
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b) Sei z € R, Dann gelten die Abschétzungen

: ' g2 3
r@is [ e s Il <co;
oo dmeet <l S
da f integrierbar ist.
Wir priifen im Folgenden die Varaussetzungen des Diﬁ’erenzxerbarkextssataes nach. Dazu setzen
wir
At z) = e’ p(1) tze IR _
was als Produkt messbarer Funktionen wieder messbar 1st Obige Unglelchung zesgt dess A(t, )
fiir jedes t € R integrierbar ist, also gilt (i). SRS :
Weiter ist die Exponentialfunktion beliebig oft stetig dlﬁelenmerbar und damlt auch h(:,z) fir
" jedes feste z.€ R. Wir erhalten - - : :

2051 = e -2 )

fiir alle (¢, 'c) € R?, also gﬁt (u)
Firye IR_ gilt

el }i/l <2,

¥ = —y* y!—J

‘wobei wir die Ungleichung I + ly[ < elyl verwenden, Damit ergibt sich

1562 <21 (w)

fir alle £,z € R. Da f integrierbar ist, ist auch (iif) erfiillt, Wir schliefen mit dem Differenzier-
: barkeztssahz ful Pa1 ameterintegrale, da,ss F dxffctenzlexbar ist mit

w0 [ - "'zf.;ﬁ B ?)a“‘f‘”gf(m)-dw:'

Losungsvorschlag Aufcrabe 5

a) Der Kegel C ist messbar da er abgeschlossen 1st Das 31eht man wie folgt ein. Sei (mn)ﬂ eine
Folge in C, die gegen einz e R4 konverglerb Dann exxstieren Folgen (sn)n m [a, 1] und (Yndpin
_K Thit: R _ ey
Tn = (1 - 52)(0, yn) +snv neN.

IInsbesondere konvergxert die Folge der ersten Komponencen (x1)n, also 2k = snvl > ml Da :
vr > 0 und: [0, 1] abgeschlossen sind, schliefen wir, dass die Folge (s,). gegen ein.s.€ [0,1]
konvergiert. Also konvergiert auch die Folge mit den Gliedern. (1~ 5,,)(0,4n)- Ist letztere Folge -
 eine Nullfolge, so ist z = su € C. Ist sie keine Nullfolge, so kann (s, ), nicht gegen 1 konvergieren,
da (Yn)n beschrinkt ist. Also konvergiert auch die. Folge (yn)n, und zwar gegen ein y € X da K. L
abgeschlossen ist. In jedem Fall hegt‘. z.€ C' : : . '

b) Mit Teil 2) ist das Prinzip von  Cavelieri anwendbar. Schreibe z = (37:1i S x4) € R4 f{i_r e R
Fiir zl g_f [0,v1] ist der Schnitt C* = {v € R3} (z1,0) € C} leer. Fiir 2y € [0,01] setze -~

5:= & £0,1] unci es folgt . _
- ' Cz‘“{(l—syﬂ(vz, - 0a) EyeK}

Also gﬂt mit der Translamonsmvamanz des Lebesguemafées dem Transforma.monssatz und dem'»'
Satz von: Tenelll : R :

’ g r{1~9) - r(l=s) o
/\3(()31 ,\3({(1 —s)ylye K= / / / #sind dp a0 dF = 471'/ -_ r% P
8 SRR
4 _ : : ‘ o
= —w(r(l 3P =3alr (1 )
Mxt dem Prmzxp von Cavalieri folgt

M(0) f x(e) dzl-——ﬂ'f ((1“-)) =%2\3{K)!.:
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- Losungsvorschlag Aufgabe 6

Die Menge A= {{z,y,2).€ ]R3 | z? + e 1} ist; messbar, da sie oﬁen ist. Weiter ist dle Menge
B = {{z,y,2) eR¥ |0 <z +y2 < 1} =R¥\ (AU ({(O 0)} x R)) ebenfalls in B(Rs) enthalten
Insgesemt ist . e : SR

9.y, 2) = (xz +y2>*1/2 “z'x.e(m y;z) + (22 +y2>"3”e-"*m(w 9,2)

auf B3\ ({(0, 0)} x R) messbaz als Komposmon messbarer Funktionen. Ihelbez stehen xA und xg fiie -
die charakteristischen Funktionen der Mengen A und B. ‘
- Wir verwenden thnderkomdma,ten ® und erhalten dle Darstdlungen A <I>(K1) sowie B = @(Kg)
mit
: Kl-(loo)x{02vr]xR Kgm(()l]x[ozvr]xll@

Weiter ist @ auf den offenen Mengen. K¢ und K3 mgek(nv Da g posmv ist, erhalten wir mit dem
Tra.nsfounatlonssatz und dem Satz von Tonelli

f S smu) d(z, v,2) = ,/9('c %2) d(m,y,z)+fg(z 9 d )
RO({(0,0)} %®) o

,—_f goQ)[deth'i d(r, 0,2 +f gocz>|det®’l d(r, ?:2 )'-
Ky

27:
f / / r3g [zl'r drdtpdz
2
f f f rle Mr dr dcp dz

w27r/ i"d:e:+27rf e” lzldz—-87r<oo
Y ) -0 ) .

: Losungsvorschlag Aufgabe T

Tst || fllz = 0, so ist die behauptete Ungiexchung Klar. Sei also I£llz2 > 0, -Wir wihlen @ = fe i
© L3(X,R) in der vor ausgeselzten Konvergenzaussage. Dann erhalten wir rmt der. Cauchy—Schwaxz Un--
gielchung dJe Abschat.zung :

Hfﬂ,;z = lim f f'rz.f cm=hmmff fuf dm<lzmmfi§fnﬁ[lz [f[

' Dmsxon dulch lif”[ﬁ erg:bt nun die Beha.uptung
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