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Aufgabe 1:
Fs seien X :={1,2,3,4} und £ := {{1,3},{2,3,4}}.

. (1) Geben Sie die von £ erzeugte o-Algebra (&) an. Ein Bewels ist nicht erforderlich.
(ii) Entscheiden Sie (mlt BSWEIS) ob dle folgenden Funktlonen I X -~ R Jewe1ls 0(5) 28;-messbar

~ sind: _ : .
(a) f(:n) (z ~ ?..)2 - (b)) fla) =32 - 227 + B
- Aufgabe 2: - _ Ny _ n
- (i) Berechnen Sie =~ ; lim (1 + —I—) e ¥ dg. .
e n—co fy n

Hinweis: Kenntnisse aus Analysis I diirfen ohne Beweis benutzt werden.

(ii) Es seien M. > 0 und f: [1,00) - R messbar mit |f(z)| < M fiir alle z € [1,00). Zeigen Sie:
C . C .' o0 qarctan{Z} roo f(z) o

lim —mz——f{w)dmzf] —w—2d:c

.ﬂ—)'OO. 1 .

- Aufgabe 3:

Begriinden Sie, dass A := {(m,y,z) € ]R3 z? +y +22 < 5 z +y2 > 1} messbar (d h. A € %3) ist, und
berechnen Sie Ag(A).

Aufgabe 4: '
(i) Es sei A das Dreieck mit den Eckpunkten (—1,0), (1,0), (0,1). Berechnen Sie das Integral

/ |z|e! Y d{z, y).
A

{ii) Es sei B := [0, 1]% und der Weg <y durchlaufe den Rand 8B einmal in positiver Richtung. Berechnen
Sie das Integral

f [(yz — =° + sin(y)) dy + (arctan(z) — 22%y) dz] .

Aufgabe 5 © .
Es sei F: R — R definiert durch F(z) = f e”" cos(zt)dt
-0
Zeigen Sie, dass F wohldefiniert und differenzierbar ist, sowie fiir alle z ¢ R gilt:
zF(z) + 2F'(z) = 0.

Aufgabe 6:

Es seien p € {1,00), f € LP([1,00)}, & > gp;—l und
[z )
Ga* R? \UL{0) = R, golz,y) = W.

Hierbei bezeichnet | - | die euklidische Norm und U3(0) := {(z,y) € R?: |(z,y)}| < 1}.
Zeigen Sie, dass g, € LI(R?\ U1(0)) fiir alle ¢ € [1, p) gilt.

Aufgabe 7:
Essei f: [0,2q] - R, f(z) = %7,
(&) Bestlmmen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten von f
(i) Zeigen Sie: S i 1 mcosh{nr) 1
' < 1+k*  2sinh(m) 2

Hinweis: Sie diirfen || fﬁ% = 2sinh(m) cosh(r) ohne Beweis verwenden.
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Musterlosung

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
i) Behauptung: a(£) = {6,{1},{3},{1,3},{2,4} . {1,2, 4} {2 3,4},{1,2,3, 4}}
(ii) (a) Behouptung: f ist nicht o¢(£)-B;-messbar.

Beweis: Es ist {0} = [0,0] € B;. Wire f o(£)-B;-messbar, so miisste gelten:
{2} = 171({0}) € 0 8).
Dies ist nicht der Fall, also ist f nicht ¢(£)-9)-messbar. . ' ]
(b} Behauptung: f ist_cr(é')—fBl—_messbar.

'_-_B_eweis: Es gilt _ '
R =1 f@)=0, f(3)=-1, und f(4)=0.
" Damit erhalt man fiir beliebiges a € R:

R beo(f), a<—1,
Ly {3y ea(e), ~1<a<0,
'f_'(_.( °°"7D 1{2,3,4} €a(£), O0<a<l,
{1234}60(5}, 1< a.
Da {(—o0,a]: a € R} ein Erzeuger von ‘Bl 1st ist f also o{&)- EBl-messbar B o

Lisungsvorschlag zu Aufgabe
(1) Behauptung: Es gilt impy 0 fo (1+2) e ?dz=1.

Beweis: Zun € N definiert man f,: R — R, fo(z) = (14 2)" e 215 (). Dann sind alle f,, als
stiickweise stetige Funktionen messbar. Weiter gilt 1 — z> () fiir alle z € |0, n} und somit insgesamt
fn(z) > 0 fiir alle 2 € R und alle n € N. Nach Analysis I ist die Folge ((1 + )nEN fm' Jedes feste
x> -1 monoton wachsend Daher gilt fiir alle z ¢ I[{

_ ., . a1 o
B f,,(a:).t—- (1 + f_l) 8_2.‘11150'.,1](32) S (1 + ?) e”¥ ] o n+1}(33) Fraa(z)

fiir alle n. € N sowie
—2x 23 ~—T
fn(:c) ( ) Lo (@) = €1, 00)(2:} =< I, o) () (1 = 00).

Mit dem Satz von Beppo-Levi folgt
n

lim (I-J—E)ne“%dwm li)m /fn(a:)da:m/ lim fn(a:)d:z:=f e Fdr=1.
X n—oo Jp Rk RHCo )

n-co Jg

(i) Behauptung Es g]lt limy, 400 f > e“mn( d £ 2 flz)dz = [ -;(f—ld:z:.

nrctnB( )

Beweis: Zun € N definiert man gy, : {1, oo) 2 R, gn(z) = " f (:c) Dann sind alle g,, messbar
und es gilt

rctan

Ionlell = S ) < < S < Me L =i y(a)

+ fiir alle » € N und alle z € [1, 00). Da nach der Vorlesung fl —; dr < oo gilt, ist g eme integrierbare
_Majorante Weiter gilt fiir festes € [L, 00)
. earc!.an( ) )
gn("":_).'"__" ——f(z) > —~ 2 {n — co).

Nach dem Satz von Lebesgu_e erhilt man schlieﬂ_li_ch

arctan(£) oo oo
lim v ——fl{z)dr = hm / ‘n m) dz = / lim gp(z)dz = / :f_(:;_) dr
1 n—)oo. 1 x .

=00 1
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‘Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Behuuptung: A _ist messbar u_nd es gilt Ag(A) =32y

Beweis: A ist als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen abgeschlossen und daher messbar. Mit Hilfe der
stetig differenzierbaren Transformation (Zylinderkoordinaten) .
. ¢ 0, oo) x{0,2m) xR =+ R%, (1,0, 2) (rcos(i), rsin(p), 2)

erhdlt man

4= {(reos(p),rsin(p), 2): 1 <r < VE,0< p < 2m, o] < VB 7).

Definiert man [ := {{r,¢,2): 1 <r < V5,0 < ¢ < 2m, |2| < V5 — 72} (dann gilt ¢() = A) so liefert der

Transformationssatz zusammen mit dem Satz von Fubini

As(A) =f ldz—/idetqb(r e, z)ld(r,p,z) = f fzwf rdzdpdr

N
32
r-27r/ 2r\/5—r2dr—27r{——(5—7') ] e
1 1

3

o

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(i) Behauptung: Es gilt [, |zle'~Vd(z,y) =e - 2.

Beweis: Es gilt A = {(z,y) €R?: ~1<z<1,0<y<1~|z|}. Da Akompaktistund f: 4 - R,
Fflz,y) = |x|e! ¥ stetig ist, ist f integrierbar. Nach dem Satz von Fubini und mit Hilfe partieller
Integration erhdlt man somit

1

1—[=] ' 1|z
flﬁ?la1 vd(z,y) f f |zfel~ ydyd;,;—-f |:c|[——e y} dxzf tzi(e—elzl) dr
-1
1 1 1
_2/ (ze—ze"”') dr = [emz] —Z[we] +2f e® dx
0 0 0 0

=e¢-2e+2e—1)=e—-2. O

(i) Behauptung: Es gilt [ [(yz — 2 + sin(y)) dy + (arctan(z) — 2z%y) dz} = §.

Beweis: Die Funktion
FiR2 5 R, f(z,y) = (fule,y), fa(a,y)) == (yz — &° +sin(y), 20% — arctan(z))

ist stetig partiell differenzierbar und B ist zulidssig. Der Satz von Gauf liefert somit
/ [(yz ~ 2 + sin(y)) dy + (arctan(z) — 22%y) dz] = f (f1(z,v) dy — fa(z,y) da]
v ¥

- [ div f(z,y) d(z, 5)-
B

Es gilt div f(z,y) = ¥ — 322 + 22% = y — 22 fiir alle (z,y) € R% Da B kompakt ist und div f stetig
ist, ist div f integrierbar und der Satz von Fubini liefert
1

/ div f(z,y) d(z,y) = f / y—z?)ydzdy —/ [ym - émaL:(de

1

1) [1 ., 1 } 1

= y—g | dy= |3y -y} = o

/0 ( 3 2 37y 6 O
Lésungsvorschlag zu Aufgabe 5:

Behauptung: F ist wohldefiniert, differenzierbar und es gilt F(z) + 2F'(z) = 0 fur alle z € R.

Beweis: Nach der Vorlesung gilt fjooo e~t" dt = /7 < co. Wegen |¢a"¢2 cos(zt)| < et fir alle z € R ist
= e~ cos(zt) di fiir alle 2 € R konvergent, d.h. F' ist wohldefiniert.

Definiere nun f: R x R — R, f(z,8) = e~*" cos(zt). Dann gilt |f(z,t)| < e~ fiir alle z € R, d.h. die
Abbildung ¢ «— f(z,t) ist fiir jedes x € R integrierbar Ferner ist fiir t € R die Abbildung z — f(z,t)

partiell differenzierbar mit partieller Ableltung 8 (x,8) = te™* sin(zt). AuRerdem gilt fir alle (z,t) €
R x R:
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%(11 B = l_te“tz sin(zt)| < Jtle™ =: g(t).

Da g integrierbar ist, liefert der Differenzierbarkeitssatz die Differenzierbarkeit von F' und es giit
Qo [o o]
Flz) = f g(:ﬂ,t) dt = -/ te™"" sin(zt) dt
_ oo OF oo
fir alle z € R.

Partielle Integration liefert fiir alle z € R

' 1 -2 ” Tl tdt=0—~1—F($)
F'(z) = 3¢ sin{xt) - 5¢ z cos(zt) 5%

—oG

und somit gilt zF(x) + 2F'(x} = 0 fir alle z € R.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Behauptung: Es gilt g, € LY(R*\ U;(0)) fiir alle g € [1,p).

. . . 9p—1 .
Beweis: Alle auftretenden Funktion sind offensichtlich messbar. Fiir alle g € [1, p) gilt wegen o > —Pp—l.
2p—1 ) p__atp-2pg'3g—p

p
1—ag) b < (1-
( q)p_q (
| —

p P4 p-q T p—¢
>0
‘Nach der Vorlesung gilt daher fl PO dr < oo, d.h. es gilt P € L3755 ([1,00}). Da nach Voraus-
: setzung f e £r(1, oo)) gilt, liefert die Holdersche Ungleichung mit )\ = p und )\’ 22 (dann gilt

+e=1 sHEL= q, vgl. Aufgabe 49 Ubungsblatt 13)

([ o )ﬂdr) W ([ —a—_'*“dr)'“ﬂ;

‘sowie f roe e L ([1 co}). M1tte]s Polarkeordinaten erhilt man unter Verwendung des Transformatlons- _
satzes und des Satzes von Tonelli fir alle g € [1,p):

: i S N
. /Rz\ (o )lga(ﬂ:,y)fqd(z,y) f / !f T)i d. dr:21r£ !f(r)Iqu—uq:éT_

- Insgesamt folgt also g, € LY(R?\ U1(0)) fir alle g € [1,p).
“Bemerkung: Der Beweis kann analog mit der normalen Holderschen Ungiexchung gefuhrt werden. Hierbei
miissen Iedlghch die Exponenten angepasst werden, . _ o . : g

Losungsvorsch]ag zu Aufgabe 7 :
6 Behauptung: Es gllt e = \/—(1 —ry smh(ar) fiir alle k € Z.

" Beweis: f ist als stuckwexse stetlge Funktlon messhar und wegen ihrer Beschrankthelt auch in
Lz({021r)Furk€Zgﬂt o .

Gk = <f , bk) = % A f(:n)e‘i""“ dz f—u.ﬁ jﬂ efl—_ik)a:—ﬂ da
= "'"_"““""—"‘— (-ik)z—r = 1 2ika4r _ -1
- \/_(1 k) {e | L \/—"(1 — e
L e T} = \/_ . '_ . . |
\/_(1 —w &) ) AT o
. —2smh(1r) . . )
ar cosh(w 1 : .

. u) Behauptung Es gllt Zk-"l -H—kg Zsoh(n) 3

" Beweis: Mlt der. Paxsevalschen G]eachung erhalt man

2. c = - 217 —-s iy . !
||f]|2_£ick|. .. ;c?]2+z (fexl” + "‘lz) smh (m) + 111112( )Z({lw WP |1+ e )

o fento () - oo n k).

Mlt dem Hmwexs 113 =2 31nh(7r) cosh(:'r) folgt somit

cosh(ar) — 1 - cosh(m) 1
2 =1 T L
1+ g__; 1+E2 Smh(:rr) ; 1+ k% 2sinh(x) 27
_ IR I ' 0
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