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Aufgabe 1

Sei (X, A) = (N,P(N)) und fiir n € Nsei 4, ={1,2,...,n} CN.
(a) Essei & :={A,: n € N}. Bestimmen Sie ¢(&).

S|

(b) Zeigen Sie, dass es kein endliches MaB p auf (X, A) geben kann mit p(Agn+1) > p(Agn) +
fiir alle n € N.
Aufgabe 2

(a) Sei (X,.A) ein messbarer Raum und fiir n € N seien f,,: X — R sowie f: X - R A—B(R)-

messbare Funktionen. Zeigen Sie, dass
A={zre X | lim f,(x) = f(z)}.
n—oo
messbar ist, d.h., dass A € A.

(b) Berechnen Sie

1
Trn

d\(z).

lim
n—oo (0700) 1 + ZL’2

Aufgabe 3
Fiir ¢t > 0 betrachten wir

T

—x _ n—tz
F(t) = / T ().
(0,00)

Zeigen Sie, dass F' differenzierbar ist und dass F'(t) = log(t) fiir alle ¢ > 0.
Aufgabe 4

Es sel K == {(z,y,z) € R%: 1 <4a® + y* + 2% < 2, z > 0}. Bestimmen Sie

/ 23dN3(z,y, 2).
K
Aufgabe 5
(a) Sei B = {(z,y,2) € R*: 0 < max{|z], |y} < V1 — 22}. Berechnen Sie A\3(B).

/o1 (/ o (glogy(w)> dx) W

Seien M = {(z,y,2) e R3: 0< 2 <1, 22 +¢y* =2} und f: R® = R?, f(x,y,2) = (zz,yz,22%).
(a) Berechnen Sie [,,(f,v)do direkt.

(b) Bestimmen Sie

Aufgabe 6

(b) Berechnen Sie das Integral aus a) mit Hilfe des Integralsatzes von Gaufi.
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Aufgabe 7
(a) Seien d € N, p € [1,00) und B := Bga(0,1)\{0}. Bestimmen Sie o, € R so, dass die

Funktion )

2 llg (@ = flzll2)?

fiBoR, fx)
in LP(B) liegt.
(b) Seien n,d € N und p € (1, co] mit n > d(l — 1—1)) Sei ferner f: R* — R so, dass die Funktion

g: RY 5 R, g(z) = (1 + ||z]|2)"f(x) in LP(R?) liegt. Zeigen Sie, dass dann f € L£!(R?).
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Musterlosung

Aufgabe 1
Loésungsvorschlag:
(a) Behauptung: Es gilt o(€) = P(N).

Beweis. ,,C“: Per Definition ist 0(€) eine o-Algebra und als solche eine Teilmenge von P(N).

Also ist die Inklusion ,,C“ trivial.

,2“ Sei n € N. Dann ist {n} € o(€) fiir alle n € N: Denn ist n = 1, so folgt {1} = A4; €
E C o(€). Ist dagegen n > 1, so ist {n} = A,\A,—-1 = A, NAS_ | € 0(&), da o(€) als
o-Algebra durchschnitts- und komplementstabil ist und £ enthélt. Ist nun A C N, so ist A
als Teilmenge der abzéhlbaren Menge N ebenfalls abzdhlbar. Somit folgt aus der Stabilitéat
unter abzahlbarer Vereinigung, dass A = J,,.,{n} in o(€) liegen muss. Dies zeigt , 2 und
damit insgesamt (&) = P(N). O

(b) Behauptung: Es gibt kein endliches Maf p auf (X, A) mit p(Agn1) > pu(Agn) 4 + fiir alle
n € N.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Widerspruch. Angenommen, es existiert ein end-
liches MaB o auf (X, A) mit p(Agnr1) > p(An) + + fiir alle n € N. Wir setzen B, =
Agnii\Agn = {27+ 1,...,2""1} € A fiir n € N. Dann ist (B,,)nen € A eine disjunkte Folge
mit B = J -, B, = N\{1,2}. Ferner erhalten wir aus der Voraussetzung, der Endlichkeit
und der Additvitéit von pu, dass

1
w(By) = u(Agnir) — p(Agn) > - fiir alle n € N.

Aus der Monotonie und der o-Additivitdt von p erhalten wir dann

p(N) > p(B) = 3 u(B,) > Z
n=1
d.h., u(N) = oo. Dies steht allerdings im Widerspruch zur Endlichkeit von p. Ol
Aufgabe 2
Losungsvorschlag:

(a) Behauptung: Sei (X,.A) ein messbarer Raum und fiir n € N seien f,,: X — R sowie f: X —
R A — B(R)-messbare Funktionen. Dann ist
A= {reX | lim f,(@) = f(x)}.

messbar.
Beweis. Sei x € X. Dann ist aus der Analysis 2 bekannt, dass lim, . f.(z) = f(x) genau

dann gilt, wenn

Ve N: N eN:Vn> N: |f.(x) — f(z)| < (1)

Daher setzen wir Ay, = {z € X: |f,(x) — f(x)| < 1} fiir k,n € N. Dann ist Ay, messbar
fiir alle k,n € N: In der Tat, die Funktion gi,: X — R, gen(z) = |fu(z) — f(2)| — § ist als

Komposition messbarer Funktionen messbar und daher Ay, = (gr.n) " ((—0o0, 0]) als Urbild

Prl»—k

einer messbaren Menge ebenfalls messbar. Hieraus sowie aus (1) und der Stabilitét von A

unter abzdhlbarer Schnitt- und Vereinigungsbildung folgern wir

A={reX|lim f(z)= @r=) U () Akn €A

keNNEN n>N
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Musterlosung

(b) Behauptung. Es gilt

1

xTrn s
li A (z) = =
n1~>n;.10 (0,00) 1 + .1'2 (‘T) 2
Beweis. Fir n € N definieren wir
T

nt (0, - R, fulz)= :
fu (0,00) SR, fule) = s
Dann ist f,, als stetige Funktion insbesondere messbar. Aus der Analysis I ist bekannt, dass
fiir jedes = € (0, 00) die Beziehung /2 — 1 fiir n — oo gilt. Also konvergiert f,, punktweise

gegen f, wobei
1

1422

Fi(0,00) >R, fla) =

Fir n € N mit n > 2 haben wir

|fu(2)] <1 fiir alle z € (0,1)

und . )
|fu(2)] < 1 —x:xQ < O—xi-ng =272 fiir alle 2 € [1, 00).
Hieraus folgt |f,| < g fiir alle n > 2, wobei wir
1, z € (0,1),
g: (0,00) = R, g¢g(z) = min{l,x*%} = , (0,1)
x72, x€[l,o00)

gesetzt haben. Dann ist g als Komposition messbarer Funktionen messbar und g € £((0, 00)),
da

/ g(x) d\'(z) :/ LdA (2) + / z72 d\'(z)
(0.00) (0.1) [1,00)

=1+ lim x_% dx

m—o0 [17m]

=1+ lim —[2272]|" =141 =2 < oo,

m—00

wobei wir den Satz von der monotonen Konvergenz und Gleichheit des Riemann- und
Lebesgue-Integrals fiir stetige Integranden auf kompakten Intervallen verwendet haben. Also
ist ¢ eine integrierbare Majorante und der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert nun

1

Trn 1
li d\! = d\! . 2
lm [ TN /(Om) @ )

Das Integral auf der rechten Seite lasst sich wiederum mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz und der Ubereinstimmung von Riemann- und Lebesgue-Integral fiir stetige In-

tegranden auf kompakten Intervallen berechnen:

1 | T
/ 5 d\'(z) = lim 5 dz = lim [arctan(z)][y" = . (3)
(0,00) 1 +x m—oo J 1 +x m—o0o 2
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Aus (2), (3) folgt schlieflich

|

d\'(z) =

lim
n—00 (0,00) 1 —+ 1’2

Aufgabe 3
Loésungsvorschlag:

Behauptung. Fiir t > 0 sei
—Tr _ s—tx
F(t) = / T ).
(0,00)
Dann ist F' differenzierbar und es gilt F'(t) = log(t) fiir alle ¢ > 0.

Beweis. Wir betrachten

—x —tx

e — €

g: (0,00) x (0,00) = R, g(t,z) = "

und fixieren a,b € (0,00) mit a < 1 < b. Wir iiberpriifen die drei Voraussetzungen des Differen-

tiationssatzes fiir g (a,p)x(0,00)-

(i) Voraussetzung 1. Fiir jedes t € (a,b) ist g(t,-) € £L'((0,0)).

Beweis. Sei t € (a,b) beliebig aber fest. Fiir € (0, 1] gilt dann

e —1 e t* — 1

g(t,x) = - —t pr— (4)

Die Terme auf der rechten Seite lassen sich mit Hilfe des Mittelwertsatzes abschatzen: In der

Tat, aus dem Mittelwertsatz folgt, dass fiir jedes y € (0, 00) ein £ € (0,y) so existiert, dass
eV —el

Y

= |- <1,

ey—l‘_

Y

also insbesondere
e V-1

Y

‘ <1 fir alley € (0,00).

Nutzen wir dies in (4), so folgt

—x —tx

-1
|g(t,m)|§‘e ‘—Hﬁ'e ‘§1+t§1+b. (5)
T
Andererseits gilt fir x € (1, 00)
- —tx
g(t,2)] < — + T < e 4ot < 27, (6)

Setzen wir
1+b, z€(0,1],

hi: (0,00) = R, hy(z) =
2e %z € (1,00),

so haben wir also |g(t, )| < hy(z) fiir alle z € (0, 00). Ferner ist hy integrierbar, da

[ mwav@= [ arnavez [ erave

(1,00)
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m —ax™m e~ @
=14+b+2 lim e “dr=14+b+2 lim [_e } =140+ © < 00,

m—o0 1 m—o0 a 1 a

wobei wir den Satz von der monotonen Konvergenz und die Gleichheit von Lebesgue- und
Riemann-Integral fiir stetige Integranden auf kompakten Intervallen verwendet haben. Aus

der Integrierbarkeit von h; folgt wegen |g(t,-)| < h; unmittelbar die Integrierbarkeit von

(ii) Voraussetzung 2. Fiir festes x € (0, 00) ist die Funktion (a,b) — R, t — g(t, x) differenzierbar
und es gilt

8g<t,.§lﬁ) _ . —tx
5 ¢ t € (a,b).

Bewers. Dies folgt unmittelbar durch Nachrechnen. O]
(iii) Voraussetzung 3. Es existiert hy € £1((0,00)) so, dass

‘ag(t, )

5 < ho(z) fiir alle (t,z) € (a,b) x (0, 00).

Beweis. Wir setzen hy: (0,00) — R, ho(x) = e~**. Dann ist hs als stetige Funktion messbar.
Fiir alle ¢ € (a,b) und = € (0, 00) gilt ferner

a t’ T —tx —ax
DN~ Jet) < e = ()
und hsy ist integrierbar, denn es gilt nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
1 : —ax 1 : e " 1
ho(z) dA' (z) = lim e dA(z) = lim |— = - < 0.
(0,00) m—»00 (0,m) m—00 a 0 a D

Somit sind die Voraussetzungen des Differenziationssatzes fiir g|(q,p)x (0,00) erfiillt. Durch Ausschépfun

von (0,00) = [J,1(a,b) und Anwendung des Differentiationssatzes folgt daher, dass
F:(0,00) > R, F(t)= / g(t,z) d\'(x)
(0,00)
wohldefiniert und differenzierbar ist mit Ableitung
F'(t) = / Oig(t, r) A\ (z) = / e " d\(z) fiir alle t € (0, 00).

(0,00) (0,00)
Das Integral auf der rechten Seite lésst sich wieder mit dem Satz von der monotonen Konvergenz
und der Ubereinstimmung von Lebesgue- und Riemann-Integralen fiir stetige Integranden auf
kompakten Intervallen explizit bestimmen:

m —tx
/ e” ™ d\(z) = lim e dr = lim [_e }
(0,50) t

m

1
0 t

m— 00 0 m— 00

Wir folgern insgesamt F'(t) =
Konstante C' € R. Wegen ¢(1, -)

und damit F(t) = log(t) + C fiir alle t € (0,00) und eine

1
t
= 0 folgt trivialerweise F'(1) = 0 und damit C' = 0. Also ist

F(t) =log(t), te(0,00).

]
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Aufgabe 4
Loésungsvorschlag:

Behauptung: Es gilt
7

3 113
22 dN(x,y, 2) = —.
| #axene) = 5;
Beweis. Wir definieren die stetige und damit messbare Funktion
fR SR, flay, ) = 2

Zu bestimmen ist das Integral [ f(x,y,z) d\?(x,y, z). Wir betrachten hierfiir zunéchst die lineare
Transformation
¢1:R3_>R37 @1(1’,:1/,2):(21',:’./,2)-

Definieren wir dann die messbare Menge A == {(z,9,2) € R®: 1 < 2?2 +¢y* + 22 < 2, z > 0}, so

folgt
K={(z,y,2) eR*: 1 <4a* + >+ 2 <2, 2> 0}

={(z,y,2) € R*: ®y(z,y,2) € A}
= 7 A).

Wegen &' (z,y,2) = (z/2,y,2) und (®;) (z,y, z) = diag(1/2,1,1) fiir (z,y,z) € R?, impliziert

der Transformationssatz

/K P AN (g, ) = / )

/ A7 (9, 2)) - | det(@1) (2, y, 2)] AN, g, 2)

1
= / 2 = dN (3, y, 2).
A 2

Zur Bestimmung des letzten Integrals nutzen wir die bijektive Kugelkoordinatenabbildung

r cos(p) sin(1})
®y: (0,00) x (0,27) x (0,7) = R\ Hy, ®o(r,,2) = | rsin(p)sin(d) |,
7 cos(1)

wobei Hz == {(z,y,2) € R*: z =0,y > 0}. Ferner gilt det ®,(r, p, 2) = r?sin(?) fiir alle (r, p, ) €
(0,00) x (0,27) x (0, 7). Wir stellen fest, dass A\ H3 = ®o(U) mit

U= {(r,gp,ﬁ) € (0,00) x (0,27) x (0,7): 1 <7? <2, 9 < g}

= (1,v2) x (0,2m) x (0,).

Da Hj eine A3-Nullmenge ist, erhalten wir mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini-
Tonelli
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/ AN, y, 2) = / Fy,2) N, y, 2)
A A\H3

- / F(®s(r, 0, 9)) - | det B (1, 0, 9)| AN(r, 0, D)

= / 3 cos®(9) - r?sin(9) AN (r, p, )

U
V2 21 %
= / / 7" cos® (1) sin(¥9) d dep dr
1 Jo Jo

5 r61v? cos(9)4] 2 5 T 17
=21 | — — =27 -—=-— = —T.
6], 4 0 6 4 12
Insgesamt erhalten wir
. 1. .. 7
/Kz3 A\ (z,y, 2) = /,423 . éd)\d(x,y,z) =5
wie gewiinscht. ]

Aufgabe 5
(a) Behauptung. Sei B = {(z,y,z) € R*: 0 < max{|z|, |y|} < V1 —2?}. Dann ist B messbar

und es gilt A3(B) = 3.

Beweis. Offenbar ist B C R* abgeschlossen und damit insbesondere messbar. Fiir z € [—1, 1]

st

B, = {(x,y) € R?: (x,y,2) € B} = [-V1 — 22, V1 — 22,
fir z € R\[—1, 1] ist offenbar B, = ). Nach dem Prinzip von Cavalieri ist daher

N(B) = /0 N(B.)dA () = /_1<2\/1 “2)2dAl(z) = 4 [2 - %] - ?
[
(b) Beweis. Wir betrachten
: _ Ty
P16 % 0) R, S =cos (52 xolen)
wobei
D = {(z,y) € (1,e) x (0,1): e’ < x}. (7)

Dann ist f als Komposition messbarer Funktionen messbar (beachte, dass D offen, also
messbar und damit xp messbar ist). Ferner ist offenbar f beschriankt (es gilt |f| < 1) und
damit integrierbar iiber (1,e) x (0,1). Nach dem Satz von Fubini gilt

[ e = [ ( f<x,y>dxl<y>) aN ()
(1,e)x(0,1) (1,e) (0,1)

(8)
- [ ([ senww) o)
(0,1) (1,e)
Durch die Anwendung des Logarithmus erhdlt man aus (7)
D ={(z,y) € (1,e) x (0,1): y <log(x)}.
Analysis 111 8 ©fsmi.uni-karlsruhe.de fsmikit W fsmikit

Prof. Dorothee Frey SS 23 E-Mail: mathe-klausuren@fsmi.uni-karlsruhe.de



Musterlosung

Fiir das erste iterierte Integral in (8) folgt daher

/(1,e) ( (o@ﬂx’y) dAl(y)) W= /<1,e> </(0,log(:v)) COS (glogy(a:)) dAl(y)) X (@)

- J [ Gt ], e

2 1
== /(1,6) log(z) dA*(z).

™

Mit partieller Integration erhélt man fiir das Integral rechts
/ log(z) A\ (z) = / log(z) dz = [xlog(x) — z]] = 1.
(1,e) 1

Insgesamt folgt also

/( . < 0y T @) dAl(y)) A\ (z) = % o)

Andererseits ist nach (7) das zweite iterierte Integral in (8)

flz,y) d\(y) ) d\(z) = ] cos gloyx da ) dy. (10)
0,1) \J(1,e) 0 ey g()

Aus (8), (9) und (10) folgt schliefllich
1 e T y 2
T de ) dy = 2.
/0 (/ey €08 <2 log(x)) x) YT
Aufgabe 6

(a) Behauptung: Es gilt [, (f,v)do = —3.

Beweis. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass M eine C'~-Hyperfliche ist. Wir definieren
T :=(0,2m) x (0,1) und

z cos(p)
F:T =R F(p,z2)=| zsin(p)

z

Dann gilt
—zsin(p) cos(p)
F'(p,z) = | zcos(p) sin(yp)
0 1

und damit (unter Verwendung von cos? + sin? = 1)

gr(p, 2) = det(F' (¢, 2) F'(p, 2)) = det <202 (2)> =222 also \/gp(p,2) =V2z (1)

fiir alle (@, z) € T. Ferner ist das duflere Normalenfeld an F(T') gegeben durch
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z cos(p)
— (aSDF(SOa Z) X aZF(QOa Z)) _ 2 sin
) = (0. x 0o )~ VEs | ) 12

fir (p,2) € T. Da

Nl = {O},
Ny == {(0,2,2) € R*: 2 € (0,1)},
N3 = {(2,y,1) € R®: 2* + y* = 1}.

oy-Nullmengen sind, ist auch M\ F(T) = N; U No U N; eine oj-Nullmenge. Daher erhalten

wir unter Verwendung von (11), (12) und dem Satz von Fubini-Tonelli
/<f7V>d0:/ <f>y>d02/<f(F<907 »V \/gFSO, d)\2g07
M F(T) T

22 cos(¢p) z cos(p)
:/T< 22sin(p) |, | zsin(y) >d)\2(90,2)

222 —z

N / (cos*(ip) +sin’(ip)) — 22°] dN*(, 2)

= //sz )dAL () = —zw['zﬂoz—

(b) Wir betrachten den Kegel

v 3

K :={(z,y,2) e R*: 2 € (0,1), 2° + y* < 2°}.
Dann ist K offen und beschrinkt und 0K = M U D eine C''~-Hyperfliche, wobei
D= {(z,y,1) € R*: 2* +¢y* < 1}.

Ferner ist offenbar f € C'(R? R?). Nach dem Satz von Gauf} gilt daher

/K(divf)(x,y,z)dﬁ(x,y,z):[)K<f,y>da:/M<f,u>do—+/D<f,u>da

also
[ twydo = [ @vpi s - [ (o) (13)
M K D
Wir berechnen nun die Integrale auf der rechten Seite von (13). Es gilt

(divf)(z,y, 2) = (Oufi + Oyfo + 0. f3) (2, y,2) = 2 + 2 + 42 = 62 fiir alle (v,y, 2) € R?,

also unter Verwendung von Zylinderkoordinaten und dem Satz von Fubini-Tonelli

. 2 1 z I
/K(dlvf)(x,y,z) dX3(z,y, 2) = 6/0 /0 /0 zrdrdzde = - (14)

Andererseits definiert F': B(0,1) — D, F(x,y) = (x,y, 1) eine Parametrisierung mit gp = 1
und D\F(B(0,1)) = {(z,y,1) € R?: 22 + y? = 1} ist eine oyx-Nullmenge. Ferner ist
das #uflere Normalenfeld an F(B(0,1)) gegeben durch v(z,y,1) = e3 fir alle (z,y,1) €
F(B(0,1)). Es folgt
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/D<f, V) dor = /B(o,l)<f(x’ y.1), e5) A2 (2, y) = 2/3(071) A2 (z,y) = 2A2(B(0, 1)) = 21

(15)
Also folgt aus (13) und (14), (15) schliellich / (f,v)do = 3; — o1 = _g’
M
in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis aus Aufgabenteil a).
Aufgabe 7
Loésungsvorschlag:

(a) Behauptung. Die Funktion f liegt genau dann in £P(B), wenn a < % und 5 < %.

Beweis. Seien p € [1,00) und d € N und «, 8 € R sowie B := Bga(0,1)\{0} und

1

feB= R0 = R e

Wir bemerken, dass f radialsymmetrisch ist, d.h., es gilt f(x) = g(||z]]2) fir alle z € B,

wobei
1

g: (0,1) = R, g(r)= m

Eine Anwendung von Polarkoordinaten im R? zeigt

1 1
1
d_ d—1 1.
/B |fIP A = Wd—l/o lg(r)[Pr®™ " dr = wd—l/o rop—d+1(1 — ) dr,

wobei wy_1 = 0(0B(0,1)) das Oberflichenmafl der d — 1-dimensionalen Einheitssphére be-

zeichnet (beachte wy = 1). Hieraus lesen wir ab, dass obiges Integral genau dann endlich ist,
Wennap—d—|—1<1und,6’p<1,d.h.,wennoz<]‘—;undﬁ<%. O]

(b) Behauptung. Seien n,d € N und p € (1, 00] mit n > d(1 — %) Sei ferner f: R? — R so, dass

die Funktion g: R? — R, g(z) = (1 + [|z[]2)" f(z) in LP(R?) liegt. Dann gilt f € L1(RY).

Beweis. Fiir p € (1,00] sei p’ der konjugierte Koeffizient, d.h., % =1- % € [1,00). Wieder

sehen wir durch d-dimensionale Polarkoordinaten, dass

1 o pd-l o 1
o T ) =i || e <o [ g 4 <o
da nach Voraussetzung
np'—d+1>d<1—1> -pl—d+1:i~p/—d—|—1:1.
p p
Also liegt die Funktion h: R? = R, z + (1 + ||lz/|2) ™™ in £” (RY). Wegen

1

1= [=l}2)" (A +z)2)" f(z) = h(z)g(x), z€RY,

fz) =
folgt aus der Holder-Ungleichung
11l = 1A= gl < [l 9]l < oo,

da g € LP(R?) nach Vorassetzung. Also liegt f wie gewiinscht in £*(R9). O
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