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1 Das Mess (Mal})problem

Elementare Geometrie:
Lénge eines Intervalls I = [a,b] CR : |I|:=b—a
Flache A eines Rechtecks: A =15
Fliiche A eines Dreiecks: A = 11 h, da A(A) = $A(0)
Rechenregeln fiir Flachen:
(A) Hat A C R? die Fliche o und B ist kongruent zu A, so hat B die Fliche a.
(B) Sind A, B disjunkt mit Flache o bzw. 3, so hat AU B Fliache o + .

Kreis: Br(0) = {z € R?: |2| < R}

= 3 Folge (Ay,)nen von Dreiecken, die paarweise disjunkt sind mit Br(0) = U Ay,
neN

Wollen: Flache von Br(0) = >, Flidche A,

Abbildung 1: Anndherung der Kreisflache durch Dreiecke



Also:
3. Ist (A,), Folge paarweise disjunkten Mengen A, mit Fliche «,, so hat A =
Unen An Fléche =32 |

Etwas abstrakter:
Mafsproblem: Gesucht ist eine Maffunktion g : P (Rd) — [0, 00] mit folgenden Eigen-
schaften:
Bewegungsinvarianz Fiir jede Bewegung 7 : R? — R? (d.h. 7 ist Verkniipfung von
Translation und Rotation) gilt

p(A)=p(r(A), 7(A)={7(x):zcA}

Normierung 1 ([0, 1]d> =1

o-Additivitat Fiir jede Folge (A, )nen disjunkte (= paarweise disjunkte) Teilmengen
von R gilt pi (e An) = Yoo p(An)

Catch: Vitali 1905: Das Mafproblem ist unldsbar! (Satz I11.3.3 in Elstrodt)

Noch schlimmer:

Satz (Banach & Tarsky 1924). Seid > 1, A, B C R? beliebige nicht-leere Mengen. Dann
gibt es abzihlbar viele Cy, C R% k € N und Bewegungen 7y, : R4 — R? derart, dass A die
disjunkte Vereinigung der Cy und B die disjunkte Vereinigung der 7(Cl)ren ist.

siehe auch:
S. Wagon: Circlesquaring in the twentieth century
S. Wagon: The Banach-Tarski Paradox

2 Mengentheoretische Grundlagen

e A B, XY bel. Mengen, P (X) = Potenzmenge = System aller Teilmengen von X

AUB={xz € Aoder z € B}
ANB={zxz€Aundz e B} (1)
A\B={zc€cAundz ¢ B}

e Oft auch: AUB disjunkte Vereinigung A U B, wobei AN B = {).

e A C B falls jedes © € A auch Element von B ist. Das bedeutet A = B <— A C
B und B C A.

e Ist A C X, so schreiben wir

AY := X \ A Komplement von A (relativ zu X) (2)


https://link.springer.com/article/10.1007%2FBF03022979

e Distributivgesetz:

e de Morgan:

(ANB)Y =A°UB® (AUB)° =4A°nB°¢

Dies gilt auch fiir beliebige Mengen! J bel. Indexmenge, A; C X,j € J.

(Na) =Ux (Ua) =N«

Jj€J jeJ jeJ jeJ
F(A) = {f():z€ A}  fUB):={zeX: f(z) B}
Bild von A unter f Urbild von B bzw. f

Somit ist fiir jede Funktion f: X — Y f~1: P (Y) = P (X) definiert.

e B, B;,C CY fiir j € J Indexmenge

f_1<U Bj) =Jris)

jeJ jed

f_1< ﬂ Bj) = m (B (Operationstreue)
JjeJ Jj€J
FHBY) = (T B)”
H(C\B)= YO\ fU(B)

Bemerkung. Fir das Bild unter f gilt das nicht.

Lemma 2.1.

f:X =Y ist injektiv <= f(ANB)=f(A)Nf(B) VA, BCX
= f(X\NA) =FfX)\f(4) VACX

Beweis. H.A. oder Ubung.

Definition 2.2 (Limes superior & Limes inferior von Mengen (nach E. Borel 1905)). Ist



(An)nen C X, so heifst

limsup A, := lim A, :={x € X : 2 € A, fiir unendlich viele n € N} Limes superior
n—o00 n—o0
(7)
liminf A, := lim A, := {z € X : INy(z) so, dass x € A,¥n > Ny(x) } Limes inferior

n—00 n—o00
(8)

der Folge (Ap)n.

Praziser:

nhjn;oAn = U 4«

neNk>n

lim A, = [) 4

n—reo neN k>n

(Ap)n konvergent falls, lim,, o = lim,, ,. Ay. In diesem Fall nennen wir

A:= lim A, = lim A, Grenzwert
n—00 n—oo
=: lim A,
n—0o0

(An)n monoton wachsend (kurz: wachsend) falls A, C Apy1 Vn €N
(Ay)n monoton fallend (kurz: fallend) falls Apyq1 C A, Vn €N

Lemma 2.3 (Monotone Konvergenz fiir Mengen). Jede monotone Folge konvergiert.
Es gilt limp, o0 An = U,eny An falls (An)nen wachsend ist. Analog ist limy, o0 Ay =

Npen An falls (Ap)nen fallend ist.

Beweis. Ubung. O

3 o-Algebren und ihre Erzeuger

Definition 3.1. FEin System A C P (X) (System von Teilmengen einer geg. Menge X )
heif$t o-Algebra falls

1. XeA

2. Ac A = A€ A

3.V (Ap)nen C A (dh. Ay € AVn eN) st |J,2, A€ A

Fir A e A ist A A-messbar.

Beispiele. Sei X eine beliebige Menge. Dann gilt:



1. P(X) ist grofite o-Algebra
2. {0, X } ist kleinste o-Algebra

Wiederholung von Definition 1 und folgenden Beispielen.

Beispiele.
3. ACX = {0,A A X} ist eine o-Algebra
4. Sei X iiberabzihlbar. Dann ist A == { A C X : A oder A® ist abzihlbar} eine o-
Algebra.

Beweis. Wir beweisen die Aussage aus dem obigen Beispiel.
1. v
2. vV
3. Sei (An)n € A. Zu zeigen ist | J, oy An € A. Dazu unterscheide man 2 Falle:
L. Fall: Alle A, sind abzéhlbar = J, oy A» ist abzéhlbar!
2. Fall: Mindestens ein A,,, ist nicht abzdhlbar — Ago ist abzéhlbar

Dann gilt (U,en An)c = Npen AY C AS . Weil letzteres abziihlbar ist,
ist (Unpen An)c € A und somit auch (J,, . An € A.

Satz 3.2 (Eigenschaften von o-Algebren). Sei A eine o-Algebra (in X ). Dann gilt:
1.0ecA
2. Ay,..., AN A = Uévzl A; € A (stabil unter endlicher Vereinigung)
3. (Ap)n CA = ey An € A (stabil unter abzihlbaren Schnitten)

Beweis.
1. 0= X% c Awegen (1) & (2).

2. Setze Ay11=Anyp2 == ﬁ (An)nen C A ? Unpen An € A

= AjUAU---UANUDUDU ---=A;UAU---UANE A

€A
=

3. Seien A, € AVn € N. (ﬂnGN An) e
e Morgan

Beispiele.

18.10.2019



5. Spur o-Algebra . . .
Sei A C P(X) o-Algebra und X C X. Dann ist A == {ANX:A€ A} eine
o-Algebra in X.

Satz 3.3. Sei J eine beliebige Indexmenge und (A;)jes eine beliebige Familie von o-
Algebren in einer Menge X .

= A= ﬂ A; ist wieder eine o-Algebra in X
JjeJ

Beweis. Nachpriifen der Eigenschaften (1) - (3) fiir A (scharfes Hinschauen). O

Definition 3.4 (WICHTIG: Erzeugte o-Algebra). Sei & C P (X) beliebig (€ System
von Teilmengen von X ). Dann existiert eine kleinste o-Algebra o (€) C P (X) mit

1. £ECo(&)

2. Yo-Algebren A C P(X) mit £ C A folgt o (€) C A.

Wir nennen o (€) die von & erzeugte o-Algebra und € den Erzeuger von o (E) (engl.
generator).

Beweis. Sei J = Jg := {ACP(X):EC A, Aist eine o-Algebra }. Es gilt J # 0, da
P (X) € J wegen & C P (X). Setzen o (€) := ()4, A. Diese ist eine o-Algebra nach
Satz 3, welche 1. und 2. erfullt! O

Beispiele.
6. Ist A eine o-Algebra, so ist 0 (A) = A (WICHTIG)
7. IstE={A},ACX = o()={0,4,A% X}
8. X dberabzdhlbar, € = { A C X : A ist abzdihlbar}
= 0(§)={AC X :A oder A® ist abzihlbar}

9. WICHTIG: Ist § C G C A, A o-Algebra = |o(§) Co(G) C A

Beweisidee zu Beispiel 9:

Ist o (§)=NA Cc NA=0(G) und G C Asofolgt o () Co(G)Co (A) = A
A o-Alg. A o-Alg.
ECA GgcA

Erinnerung:
Ist X = R? oder beliebiger metrischer Raum, so existiert auf X die Topologie der offenen
Mengen O

e ). XcO

10



e Ve = UNVeO

e (Uj)jcs Familie offener Mengen U; € O,j € J = UjeJ UjeO
(X, 0) heift topologischer Raum, U € O heift offen. A C X ist genau dann abge-
schlossen, wenn A® offen ist. In einem topologischen Raum hat man auch die kompakten

Mengen K. In R? sind das genau die abgeschlossenen und beschriankten Mengen:

K(RY) = { A c R?: A abgeschlossen und beschrinkt }

Definition 3.5. Sei X ein topologischer Raum und O die Topologie der offenen Mengen.
Die o-Algebra o (O), die von den offenen Mengen erzeugt wird heifst Borel’sche o-Algebra
und ihre Elemente Borelmengen (oder Borel-messbare Mengen). Wir schreiben

|B(X) =B(0) :=0(0)] (1)

B (Rd) oder B* sind die Borelmengen in R?.

Satz 3.6. Seien O%,C% K¢ die offenen, abgeschlossenen bzw. kompakten Mengen in R,
Dann gilt B (Rd) =0 (Od) =0 (Cd) =0 (ICd).

Beweis. Wegen K¢ c C? folgt aus Beispiel 9 o (/Cd) Co (Cd). Nun wollen wir noch die

umgekehrte Inklusion zeigen. Ist also C' € C% so ist Cy := C N By, (0) abgeschlossen
und beschrénkt und somit in K¢ Dann kénnen wir C' folgendermafen als abzihlbare
Vereinigung kompakter Mengen schreiben:

C=|JCcnB(0)= ] Ck

keN keN

Weil alle Cy, in K und somit in (ICd) liegen, gilt also C € o (Kd) Da C € C? beliebig
war, gilt C¢ C o (ICd) und wegen Beispiel 9 auch o (Cd) Co (0’ (ICd)) =0 (ICd). Mit der
anderen Inklusion folgt also

o (lCd) =0 (Cd> ®

Die andere Gleichheit folgt aus:
C?={AcCR?: Aabgeschlossen} = {U® : U offen } = {U® : U € 0%}
= a(Cd> :U({UC:UEOd}> :U<{U:U€Od}> za(Od)

Denn fiir £ C P(X) und £¢ :={EC:Ec &} ={X\E:Ec&} gilt 0(§) = 0(EY)
(Ubung). O

Bemerkung. Fir eine Allgemeine Version des Satzes 6 siehe Elstrodt Folgerung 1.4.2

11



21.10.2019

Wiederholung:

Erzeuger Sei G C P (X), dann heift o (G) die von G erzeugte o-Algebra.
1. G Co(G)
2. Vo-Alg. ACP(X) mit G C A = o (G) C A (kleinste")

Borel’sche Algebra Sei (X, Q) ein topologischer Raum und O die offene Mengen. Die
o-Algebra o (O) = B(X) ist die Borel’sche o-Algebra.
C:={CcXmitC®c0}
K die kompakten Mengen
= 0(0)=0(C) =0(K)

Explizit betrachten wir jetzt weitere Mengensysteme von B (Rd) =: B¢
Offene Quader im R?

Jo = Jod = Jo (R?) := { (a1,b1) x -+ x (aq,bq) | aj,bj € R}
=:(a,b)

Halboffene Quader im R?

J:=J4:= J(RY) := { [a1,b1) X -+ X [aq,bq) | aj,b; € ]R}
=:[a,b)

Rationale offene Quader J&’d ={(a,b) | a,becQ?}

Rationale halboffene Quader Jé = {l]a,b) | a,beQ?}

[ O O
a b a

Abbildung 2: Halboffene Quader im R? fiir d = 1,2, 3
(Aus Schillings ,Measures, Integrals and Martingales®)

Wir benutzen dabei die Konvention [a,b) = (a,b) = () falls fiirein j € {1,...,d} b; < a;
gilt.

Satz 3.7. Egal ob rational oder reell, die obigen Mengen erzeugen die Borel’sche o-

12



Algebra.
BRY) = o (Jg) _ (Jé’d) _ (Jd) _ (Jo’d)

Beweis. Es gilt J(a’d c Jo% ¢ 04 Nach der Vorlesung ist weiterhin

o (75%) € o (42) c o (0) = 5 ()

Man zeige noch die umgekehrte Inklusion. Sei also U € O¢ offen, dann existiert fiir jedes
x € U ein € > 0, sodass B¢ () C U. Also finden wir einen rationalen offenen Quader mit

I(x) CBc(x)CU

Abbildung 3: Skizze

Betrachten wir die Vereinigung dieser Quader:

UI(x)CU

zelU

Fiir jedes x € U gilt x € |J, ¢y I (2). Also gilt:

vcl|JI@wc |y IcU=vUvu= |J I
ey reggticu 1egyicu

13



Wegen |Q| = |N| ist diese Vereinigung abzéhlbar. Mit Jé’d Co (Jé’d) und o-Additivitét
folgt U € o (J(a’d> und da U € O beliebig war auch 0% C & (J&’d). Schlieflich erhalten

wir
o ((’)d> Co (J&’d> Co <Jd>
Halboffene Quader

Sei I = [a,b), a,b € Q%. Dann konnen wir I schreiben als:

=N <(a1—i,b1) o x (ad—i,bd)>

neN

Also ist Jé Co (J(a’d) und somit auch o (J&) Co (J(a’d) =B (Rd)

Offene Quader
Sei nun I = (a,b), a,b € Q% Hier kénnen wir I folgendermafen schreiben:

1 1
I= U([al—i—;,bl) x oo x [ag + ~, ba))
neN

Demnach ist J(a’d Co (Jé) und dadurch auch o (J(a’d) Co (Jé) cB (Rd).
Trivialerweise gilt J& cJicB (Rd).
Da @ dicht in R ist, existiert a§n) —a; € R,n — o0

Pov s (J9) = B(RY) 0 (J9) = B (R?) O

Weitere Mengen, die B (]Rd) erzeugen:

{(-00,a) | a€Q} {(=00,a) [ a e R}
{(=00,0] | beQ} {(=00,0] | beR}
{(c,00) [ c€Q} {(c;00) | ceR}
{ld,0) | d€Q} {ld,o0) | deR}

Wie konstruiert man alle Mengen in B (R?) bzw. wie konstruiert man fiir € C P (X) o (€)?
Idee: Man bilde alle moglichen abzéahlbaren Vereinigungen an Elementen in £ und nimmt
hinzu noch die Komplemente der Vereinigungen.

?
o (&) =Ee={|JE|JES Ej€&}
JEN JjEN
Im Allgemeinen gilt aber &, . C o (€). Sostellt £ = { A, B, X }, X Grundmenge, ANB =
(0, A, B C X ein Gegenbeispiel dar.

Bemerkung. Fiir niheres schaue man nach ,Transfinite Induktion® in Schilling Appen-
dix D oder Elstrodt Anhang B.

14



4 Male und Pramale

Definition 4.1. Sei A eine o-Algebra in X. Dann ist ein Maf p eine Abbildung (MO0)
p:A— 0,00

mit den Figenschaften:
(M1) 1 (0) =0 |
(M2) o-Additivitit: Fir jede paarweise disjunkte Folge (Ap)nen C A mit AjNAg 2
gilt: 11 (Upen An) = Xpen 1t (An)

Ist A keine o-Algebra, so nennen wir p ein Pramaf, falls (M0), (M1) und (M2), letzteres
i abgewandelter Form, gelten.

o-Additivitat (fir das Pramaf): Fir jede paarweise disjunkte Folge (Ap)nen C A mit
Unen An € A gilt i1 (Upery An) = Xen 1 (An).

Definition 4.2. Sei X eine Menge und A eine o-Algebra in X. Wir nennen das Tupel
(X, A) Messraum. Ist u ein Maf auf X (implizit auf A), dann heifst das Tupel (X, A, u)
Mafsraum.

Ein endliches Maf ist ein Maf mit p (X) < oo und ein endliches Maf ist ein Wahrschein-
lichkeitsmaf (kurz W-Mak), falls 1 (X) = 1. Entsprechend nennen wir (X, .4, ) einen
Wahrscheinlichkeitsraum, falls das Maf 1 endlich ist und p (X) = 1 gilt.

Satz 4.3. Sei (X, A, u) ein Maffraum und A, B € A. Dann gilt:

1. ANB=0 = u(AUB)=pu(A)+ u(B) (,endliche o-Additivitit®)
ACB = p(A) <u(B) (,Monotonie)
ACB,p(Ad) <oo = p(B\A)=pn(B)—p4)
pw(AUB)+pu(ANB) = pu(A) + p(B) (,starke Additivitit)
p(AUB) < p(A)+ p(B)

Guds Lo e

Abbildung 4: Visualisierung zu 4.3.4

Beweis.
1. Setze Ay := A, Ay := Bund Vn >3 A, := 0, wobei AN B = (). Dann ist (A;)nen

15



paarweise disjunkt. Daraus folgt nach der 2. Eigenschaft des Mafes, dass

N(U An) :ZU(An)::U’(A)"i_:U’(B)
j=1

neN
2. Esgilt AN (B\ A) =0 und AU (B\ A) = B. Also ist
p(A) <p(A)+p(B\A)=p(AU(B\A)) =pu(B)
3. Mit 2. und p (A) < oo gilt:
p(A)+p(B\A)=p(B) <= pn(B\A)=p(B)—p(A)
4. Esgilt AUB = (A\ B)UB,A\B=A\(ANB)und A= (A\ (AN B))U(ANB).

= u(AUB) =pu(A\B)+nu(B)=
— u(AUB)+u(ANB) = pu(A)+

W(A\B) + 1 (B) = (A) — (AN B) + (B
1 (B)
5. Folgt aus 4. wegen p (AN B) > 0.

O]

Satz 4.4. Sei (X,.A) ein Messraum, dann ist p: A — [0,00] genau dann ein MafS wenn
folgende Eigenschaften gelten:

a) p(0)=0
b) u(AUB)=p(A)+p(B) VA BEAANB=10
c) Stetigkeit von unten:
Fiir jede wachsende Folge (Ap)nen C A mit A = ILm A, gilt ILm w(Ayp) = u(A).
¢’) Stetigkeit von oben:
Fiir jede fallende Folge (Ap)nen C A mit A := li_}In Ay, gilt li_>m w(Ay) = u(A).
c¢”) Stetigkeit in 0:
Fiir jede fallende Folge (Ap)nen C A mit A := li_)m A, =10( 23 Mpen An = 0)
gilt li_)m w(Ay) = 0.

~—

Dabei sind c), ¢’) und ¢”) dquivalent. 23.10.2019
Wiederholung:

Definition. Sei A eine o-Algebra in X. Das Maf$ p ist eine Abbildung
A — [0, 00] (MO0)

mit den Eigenschaften:
e« u(@)=0 (M)

16



e Fir jede paarweise disjunkte Folge (Ay), C A p (Unen 4j) = D nen 4 (An) (M2)

PramafS: Wir nennen p ein Pramap, falls A C P (X) keine o-Algebra ist, aber ) € A
und (M0), (M1) und (M2) in abgewandelter Form gelten: Fir jede Folge (Ap), o, wobei
VneN: A, € A, mit:

JAneaAa
neN
qgilt:
([ An) = 37 u(Ay)
neN neN

Beweis von Satz 4.4.

, = Sei p: A — [0,00] ein Mak. Dann gilt a) per Definition und b) wegen Satz 3.
Sei (An)nen wachsend, dann existiert A := lim,_, o A, nach Lemma 2.3 (Monotone
Konvergenz von Mengen).

Zwiebelschalenprinzip:

Setze By := A1, By := Ay \ A1, By, := Ap \ Ap—1. Es gilt U, o = Upen 4n

By,
~—
Ringe!

—rnzalys) (Y

neN

= B, =1 B,
a—add.z'u( ) nLH;o;M( ])

= lim p UBj = lim p(A,) = ¢

n—oo

Sei (An), ey fallend d.h. A1 D A3 D A3z...

= (A1 \ Ap), ey ist wachsend

— u (U (A \An)> = lim p (A1 '\ An)
neN
falls (A1) <00 = p(4,) <ooVneN

und 4 (A1 \ Ap) (3:) (A1) = p(An)

17



Es ist also

U (Al \ An) = (Al \ ﬂ An) 2:3 (Al \An}

neN neN
p(A\ An) = p (A1) — p(4An)
p(Ar) = p(A) = p(Ar\ A) =u<A1\ﬂAn>
neN

- (U (Ay \An)> = lim (4 (A1) = p (4n))

neN

Wir erhalten also sofort:

w(A) = lim p(Ap) =p ( lim An)

n—o0 n—oo

(Stetigkeit in ()
Sei also lim,,_yoo A, = 0 = A.

= lim p(A,)=p (@) =0

siehe oben n—o0
,» <= Angenommen a), b) und c) gelten. Sei A, Ao, ..., Ay paarweise disjunkt, dann
gilt

N N
u (U Aj) :ZM(Aj) (4)

B, = U?:l Aj ist wachsend und B, "B = UjeN Aj.

JeEN

J oo
— A; | =pu(B) = lim p(B;)= lim A, | = lim A = A;
= N(U ]) p(B) = lim p( ;)b)j%ou<U ) Jim > (Ag) = (4))
= u ist additiv!
Weil aufserdem g () = 0 und p eine Abbildung nach [0, co] ist, ist p ein Maf.

Wir wissen, dass die Implikationskette c) = ¢’) = ¢”) gilt.
Wir zeigen also noch a), b), ¢”) = c). Sei also (A,), ¢y eine wachsende Folge.

A= U A, = lim A,
neN

und p(A) <ocoVAe A

- p(A) = p((A\An) UA,) = p(A\Ay) + i (Ay)

— u(A) = lim (u(A\ A) + p(An))

n—o0
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Es ist A\ A, eine fallende Folge und insbesondere lim,,_,~, (A \ A,) =0
nach ¢”) gilt
lim 0 (A\4,)=0

n—oQ
= p(A) = lim, 00 it (An)
A, war bel. wachsende Folge. = c¢) ! O

Beispiele. Sei A eine o-Algebra in X. Dann definieren alle folgenden Abbildungen ein
Maf auf A:
Ein triviales Beispiel
i A—[0,00]
w:A—0, Ac A

Das Dirac-Mak Sei xy € X und die Abbildung

Oz + A — [0, 0]
1 A
5z0 (A) = e
0, mog A

Die Abbildung definiert zudem ein endliches Maf$ auf A.
Das Zihlmal
i A—[0,00]

mit u (A) = |A| (= ,,Anzahl der Elemente in AX)

Bemerkung. Fir jedes Maf$ p: A — [0,00] gilt die o-Subadditivitit:
Sei (Ap)nen C A eine Folge, so gilt

u(U An) <> p(An)

neN

Denn: By := Ay, By := AQ\Al, ...B, = A, \ (A1 UAsU---U An_1) C A,. (Bn)neN 15t
offensichtlich paarweise disjunkt.

17 istj?Maﬂ H (nLéJN An) =K (U B”) U—Add:itivitdt Z K (Bn) S Z 1% (An)

neN neN (3) neN

Lemma 4.5. Sei p ein Maf auf der o-Algebra A und (A,), oy C A. Weiterhin gelte:
Jk € N derart, dass Ay, N Ay, =0 falls |m —n| > k. Dann gilt

ZN(An) SkM<U An)
n=1

n=1

Fir k=1 ist dies dquivalent zu der o-Additivitdt von p.

19



Beweis. Zerlege (Ap),cy in die Teilfolgen (4;, ), cn = Aitrmn—1) (1 <1 <E).
Fir alle 1 <i < k gilt dann Vm,ne Nym #£n:|A;, — A | >k = A;, NA;, =0.
Jede Teilfolge besteht also aus paarweise disjunkten Mengen. Also gilt:

gﬂ(fln):zk:i#(flin):zk:#<u Ain> gk:.M(fj An>

=1 n=1 =1 neN n=1
O
5 Inhalte, Ringe und Halbringe
Wir suchen einen ,sinnvollen“ Mafk-Begrift. Fiir diesen sollte gelten:
I =1lai,b1) X [ag,b2) = A(I) = (b1 —a1) - (b2 — a2) (Lebesgue Maf)

Situation:
Volumenzuordnung fiir ,einfache” Mengen A Mafkbegriff auf ganzer o-Algebra

Daher definieren wir ,Inhalte auf Mengensystemen fiir welche gilt:
e ABceA = AUBecA
e ABc A= A\BecA
e cA

Diese Objekte heifsen Ringe!

Definition 5.1. Sei X eine Menge. Ein System R C P (X) von Teilmengen in X heifit
Ring, falls

1. 0eRrR

2. ABeR = A\BeR

3. ABER — AUBER

Bemerkung.
1. Ist zudem X € R, so ist R eine Algebra.
2. Ringe enthalten Schnitte von Mengen:

A BeER = ANB=A\(A\B)eR
R
S

Satz 5.2. R C P (X) ist genau dann eine Algebra wenn
a) XeER

20
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b)) AcR = AeR
¢c) ABER = AUBeR

Bewets.
, = R ist eine Algebra % b). a) folgt direkt aus der Bemerkung zuvor und wegen
X, AcR = A°=X\AcR
, <= R C P (X) erfiille a), b) und c). Dann ist wegen a) und b) } = X € R. Also
wére 1. schon mal gezeigt. Offensichtlich ist zudem 3. dquivalent zu c). Es muss also
noch 2. gezeigt werden:

ABeR = A°c Rund B e R = A°UBeR

P (AnBOeR 5 ANBOeR

— A\B€eR = 2.

Nachtrag zur Vorlesung:

Beweis zu Satz 4.3. Der Beweis zu a) kam bereits vor, wird hier jedoch wiederholt:

a) Ay := A Ay ;= Bund ANB = 0,4, := ( fiir n > 3. Nun wenden wir die o-
Additivitdt an und erhalten p (U, ey An) = p(AUB) =3, oy i (An) = p(A4) +
1 (B)

b) Seinun A C B. Dann gilt B= AU(B\A) = u(B)=pu(A)+u(B\ A) > u(A)

c) Sei zusitzlich p(A) < oco. Dann gilt nach b) p(B) = p(A) + p(B\4) =
pn(B\A)=p(B)—p(A)

d) VA, Be A: AUB=(A\(ANB))U(ANB)U(B\ (AN B)). Daraus folgt mit a)

p(AUB)+p(ANB) = [p(A\ (AN B)) + pn (AN B)[+[n(B\ (AN B)) + p (AN B)]

1 (A) + p(B)
e) Nachd)gilt u(AUB)+up(ANB)=p(A)+pu(B) = pw(AUB) < p(A)+u(B)
>0

O]

Beweis zu Lemma 4.5. Setze C := |J, ey An. Fir v € {1,2,...,k} sind die Mengen
Appmp fiir m € N paarweise disjunkt! Fiir festes r ist F. := [J,,ey Argmi € C. Dar-

aus folgt mit der o-Additivitat S5, u(F) = Sr_ 1 3 cn it (Armk) = Spen 1 (An).
<u(0) >0
SH =

21
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Wegen Monotonie diirfen wir also umordnen und es gilt

k
(€)= n(dy) = Zu(An)éku(U An>

r=1 neN neN neN

Wiederholung: Algebraische Objekte! Sei dabei A C P (X).
N-stabil A, Be A — ANBeA
o-N-stabil (Aj)jeN CA = ﬂjGN A;jCcA
U-stabil A, Be A = AUBec A
o-U-stabil (Aj)jeN CA = UjGN AjeA
\-stabil A, Bec A —= A\BecA
(-)C-stabil Ac A = A€ A

Welche Objekte kennen wir?
o-Algebra X € A, (-)“-stabil, o-U-stabil
Ring 0 € R, \-stabil, U-stabil
Algebra X € A, \-stabil, U-stabil

Bemerkung. Ist A eine Algebra, so ist A insbesondere ein Ring. Umgekehrt gilt: Ist R
ein Ring mit X € R, so ist R eine Algebra.

Achtung: Um das Lebesgue-MaR A2 (I = [ay,b1] X [ag,b2]) = (b1 — a1)(by — ag) auf der

o-Algebra B (]RQ) zu definieren miissen wir Halbringe definieren.

Halbringe 0 e H, N-stabil, A,B EH — A \ B = U?:l Cj fir (Cj)jzlmn CH
disjunkt

Aber: J%¢ sind nicht mal ein Ring. Skizze: d = 2

A\ B ¢ J%? aber es gilt offensichtlich A\ B = U?:l C;! Das bedeutet, dass J>? ein
Halbring ist.

Beispiele (fiir Mafe). Sei (X,.A) ein Messraum und p : A — [0, 00] eine Abbildung.
i) p:A—0 Aec A
A bei |A
ii)  ZdhlmafS: p: A — Al wobei | “< >
oo falls A nicht abzdhlbar oder abzdhlbar oo
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Abbildung 5: Uberdeckung durch Rechtecke B, C1,Cy, C3,Cy

N-stabil
o-Algebra
XeAd o-u-stabil
o-Ringe Algebra Dynkinsysteme
o-u-stabil XeA Eindeutigkeit des Males
Ringe
Halbringe

Existenz des MalRes

Abbildung 6: Beziehungen zwischen Ringen und Algebren

iit) Dirac-Maf: Sei xg € X fest.

Bemerkung (Jordan-MaR). Einen weiteren Inhaltsbegriff (aber kein Maf$) iber R ldsst
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sich mit dem Riemann-Integral bilden: p(A) = [5 14 (z)dz.

Definition. N € A ist eine Nullmenge, falls p(N) = 0, das heifit also pu ,sieht” das
Volumen von N mnicht.

Beispiel. Betrachte (R, B (R)) mit dem Dirac-Maf 65 : B (R) — [0, 00]. d5-Nullmengen
sind also alle Mengen A € B(R), sodass x ¢ A! Die komplette ,Masse* oder ,Wahrschein-
lichkeit” ist in x konzentriert.

Bemerkung. Sei N € A (letzteres o-Algebra) eine Nullmenge und M C N sowie p ein
Maf$ auf A und M € A. Dann gilt N = MU (N \ M) und nach Voraussetzung p (N) = 0.
Alsoist 0=pu(N)=p(M)+p(N\M) = p(M)=0

>0 >0

= M ist eine Nullmenge 28.10.2019

Hatten:

Abbildung 7: Illustration zweier Mengen in einer algebraischen Struktur

Fldche (A \ B) = Flache A— Flidche B

AUB A\ B]
ANB

R C P (X) ist Ring, falls
(1) PeRrR
(2) ABeR = A\BeR
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(3) ABeR = AUBEeR
Falls X € R, so nennen wir R eine Algebra.

Bemerkung. Ist R Ring, ABER — ANBEeR, da

ANB=A\(A\B) (Venn-Diagramm)

Erinnerung: Ist R € P (X) Ring, so heiflt p : R — [0, 00| Pramaf, falls
(4) p(0)=0
(5) Fiir jede Folge (A;),cn C R disjunkte Mengen mit J;7; A, C R gilt

,u (U An> = Z w(Ay) (o-Additivitat)
n=1 n=1

Definition 5.3 (Inhalt). Sei R C P (X) (R ist dabei nicht notwendigerweise ein Ring).
Dann heifst 1 : R — [0, 00] Inhalt, falls

(6) n(0) =0
(7) Fir endlich viele disjunkte Mengen mit Ay N A =0 fir | # k gilt:

N N
A17A37"'7AN - N(UAI>:ZM(AZ)
=1 =1
Wegen (5) ist jedes Pramafk ein Inhalt! Dabei setze man Ay 1 = Ayyo=---=0.

Bemerkung. WICHTIG! Fiir jeden Inhalt auf einem Ring R gilt Satz 4.3! Und mit der

entsprechenden (leichten) Umformulierung gilt fir jedes Pramafl p auf einem Ring R
auch Satz 4.4!

Definition 5.4 (Halbring). Fin Mengensystem H C P (X) ist ein Halbring, falls
a) DeH

b)) ABeH — ANBecH
¢) YA, BeH gibt es disjunkte C1,...,Cy, € H mit

A\B:U;'lzlcj
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Ist € C P (X), so heifit

R(E) =R (8)
RCP(X) Ring,
ECR

der von £ erzeugte Ring.

Bemerkung.
1)) H={0}u{{a}:ae X} ist ein Halbring, so ist R (H) der Ring der endlichen
Teilmengen von X.
2) J=J'={]a,b) :a <becR} ist ein Halbring.

Behauptung. Alle J¢, wobei d € N, sind Halbringe!

Lemma 5.5. Sind Hy, Ha Halbringe in X bzw. Y, soist HixHe .= {Ax B: A€ Hi,BEHa} C
P (X xY) Halbring in X x Y/

Beweis. Esist 0 =0 x ) € Hy * Ha.
Sind A1, As € H1, B1, By € Hs, so sind:
(A1 X Bl) N (A2 X Bg) = (A1 ﬂAg) X (B1 ﬂBg) € Hqix Ho
E‘ﬁ1 EHa
(A1 x B1)\ (A x By) = (A; x By) N (Ag x By)®

Axx Y

Az X B:©

B2
Az Az x B2

Abbildung 8: Graphische Darstellung der Mengen
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Offensichtlich sind dabei die blaue und die rote Fliache disjunkt.

— (A1 x B)) N (Az x Bo)® = (4; x By) N (Blau U Rot)

=(A1xB1)\(A2xB2)

= (A1 x B1) N ((AS x Y) U (42 x BY))

(A1 x B1)N (ACXY))U((A1xBl)ﬂ(AQXBQC))
(AN AS) x (BinY)) U ((A1NAz) x (BiNBY))

((A1\ A2) x B1)U((A1 N Az) x (B1\ B)) (9)

— (A1 X Bl) \ (Ag X Bg)

Nach Voraussetzung ist A; \ Ay die endliche Vereinigung disjunkter Mengen in #; und
genauso Bj \ By in ‘Hz. Wenn man diese beiden zusammenbaut ergibt sich aus (9), dass
(A1 x B1)\ (A2 x Bg) die disjunkte endliche Vereinigung endlich vieler Mengen in H; * Ho
ist. Demnach ist H; * Ho ein Halbring. ]

Korollar 5.6. Fir jedes d € N ist J¢, die Menge der halboffenen Intervalle im R?, ein
Halbring. Das Gleiche gilt fiir J&.

Beweis. Man fiihre eine Induktion in d aus:

J1 ist ein Halbring (einfach).

Femme 5 72 — gl J st ein Halbring.
bemma 5 78 _ J2 4 J' ist ein Halbring.
Induktion yd+1 _ yd . g1 5ot ein Halbring.
O
Lemma 5.7 (Verschiarfung von Definition 4). Sind A, By, ..., B, Elemente in einem

Halbring H, so gibt es disjunkte Mengen C1,...,Cp € H mit A\ (Uj_; Bj) =%, Ci.

Beweis. Man fiihre eine Induktion nach n durch:
n = 1: Dies gilt per Definition 4 iiber Halbringe.
Sei nun fiir ein festes, aber beliebiges n € N die Behauptung erfiillt.

n m
= VAB,....B,eHIC,,....CeH A\ [|UB;| =] G (%)
j=1 =1
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Seien nun A, By, ..., Bp+1 € H beliebig.
—A\(U By)

A\(@lBj> ( AmﬂBC> nBY,

Unona) (a0 y55)
(U)ot - (Da)nst

=1

J (Ci\ Bnta)

C3 !
Q

D)

Sy}

S Q

i

Il
C_s

-
I
R
—
Il

1

Nach Definition 4 existieren nun fiir alle I (Dy ), C Hmit C\Bp1 = J Wk D
Insgesamt ergibt sich damit:

n+1 m m Mg
A\(UB]) =YJ@m=UJ Yo
i—1 =1 I=1 k=1 \/
J eH
Als disjunkte Vereinigung endlich vieler Mengen ist A \ (Um_1 Bj) € H. O

Satz 5.8. Der von einem Halbring H erzeugte Ring R (H) ist gegeben durch

R=RM)={JA:neNA,..., A, € H disjunkt} (10)
k=1

Beweisidee:
Ist pu: 7 — [0, 00] bereits gegeben, so setze man fiir A = Jj_, A; € R (H)

. Ceaa)
(U ) > w4 = u(4y)
-1 j=1 j=1

30.10.2019

Allgemein gilt folgende Identitét, die anschaulich auf Abbildung 8] zu finden ist.
(Ax B)Y ={(a,b):ag Aoder b B} = (A° x Y) U (A x BY)

Beweis von Satz 5.8. Wirsetzen R := {|J}_; Ak : n € N, Ay,..., A, € H disjunkt }. Dann
ist R € R(H), wobei ,H C R (Warum das gilt, sei dem Leser iiberlassen). Es reicht
also zu zeigen, dass R ein Ring ist.
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Abbildung 9: Kontext?

1.0eRV

2. SeilenR>3A= J_y A wndR>B= |J}_, Bj,wobeidie Ay,..., Ay, bzw. By, ..
—— —

. . . . . EH . GH
jeweils paarweise disjunkt sind.

— A;jNB eH (Siehe Bemerkung nach Def. 1)
—_——

paarweise disjunkt

= AnB= [J (4nB)eR (11)
Hlonen

:>A\B:U<Aj\U31> (12)
j=1 =1

endliche Vereinigung disjunkter Mengen (Lemma 7)

Sie sind also eine endliche Vereinigung paarweise disjunkter Mengen (12) und damit
inR. v
3. Als disjunkte Vereinigung endlich vieler Mengen ist

AUB=(A\B)J(ANB)U(B\A) eRV
——— ——— N —
ER(12) €R(11) €R(12)

Damit ist R ein Ring und der Beweis vollbracht. O

Beispiel 1. Halbring J? (rechte halboffenen Intervalle) erzeugen Ring
Fi .= (Ui LiineNI,... Iy € J¢ disjunkt (Figuren,).
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F = endliche Vereinigung halboffener Intervalle

Fé = d-dimensionale Verallgemeinerung

Fir I € J¢ wissen wir, was das Volumen sein soll, niamlich Linge x Breite x Hdéhe
X ...,

Satz 5.9 (Erster Fortsetzungssatz). Sei p : H — [0,00] Inhalt auf einem Halbring H
und R der von H erzeugte Ring. Dann ezistiert genau eine Fortsetzung v : R — [0, o0
von i zu einen Inhalt auf R und zwar ist

v(A) =2 n(4) (13)
j=1

falls A € R die endliche Vereinigung der disjunkten Mengen Ay, ..., A, € H ist. Ferner
ist v genau dann PramafS auf R, wenn p Pramaf auf H ist.

Beweis. Nach Satz 8 gibt es zu A € R endlich viele disjunkte Ai,..., 4, € H mit
A=A1UA3U---UA,. Falls also v existiert, so folgt notwendig

n

() =v [ Ay | =D v = nay)
j=1 j=1

J=1

Existenz von v:
Setze v (A) = 377 p(A;) mit disjunkten Ay, ..., A, € H, wobei A = |J}_; 4; =
\J 1, By fiir paarweise disjunkte By, ..., By,.

m

= M(Aj)_u(AjﬂA)—/L(Ajﬂ <O B]>> —M<CJ (AjﬂBﬂ) :ZN(Aijl)
=1 =1

=1

n
TR (B = Y n(Bin Ay
j=1

— > w(A) =3 > w(ANB) =Y > u(ANB)=> u(B)
j=1 j=11=1 I=1 j=1 =1

= v (A) ist wohldefiniert.

v ist Inhalt:
v(AUB) = v(A)+v(B) falls A,B € R,AN B = () folgt daraus, dass bereits p ein
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Inhalt ist.

A=Ja.B= B
j=1 =1

— AUB= U (A; U B;) + rechnen

j=1,...,n
I=1,...,m

Ist o-additiv = p ist als Einschréankung von v auf H auch o-additiv.

Angenommen 4 ist o-additiv (p ist Pramaf auf H). Sei (4,), C R, A= |J 2,4, € R.
= dBi,..., B, € H paarweise disjunkt, A= B U---U By,
A € H = 3 endlich viele disjunkte Cy; € H,1=1,..., L, mit A, = /%, Cr,.

BjCA — HSBj:BjﬁA

00 [ee) o) Lk
_BJQ<UA;€>:U(BJQ Ak> =J U BinCr)
k=1 k=1 U lL:kl Cra k=1 I=1 9
oo Ly 0o
Moaddltlv ZZ“BmC’“ ZV(B N Ag) Vi=1,...,n
k=1 =1 k=1
= (Bj ﬂUlL:kl Ck,l):H(BjﬂAk)
— v(A)=> u(B)=>> v|B BinA =Y > w(BinA) =D v(Ag)
j=1 j=1k=1 2 k=1 j=1 k=1

v(Ag)
= v ist g-additiv!

Definition 5.10. Das Lebesque’sche Primaf A* auf J¢ ist definiert durch:

Lemma 5.11. Es seien X? : J¢ — [0,00), I =[] [aj, b)) € J4 bj > aj, j =
1,...,n. Dann ist \* ein Pramaf!
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Beweis. Es reicht, die Bedingungen a,b, und ¢” von Satz 4.4 nachzupriifen. Machen das
fiir A2 (d = 2):
a) A2 () = 0 nach Definition.
b) Additivitit: Iy, Io € J2,I; NI = 0 und Iy Uy € J? Im 2. Fall (Skizze )

Fall 2

Abbildung 10: Teilweise Uberdeckung einer Fliche durch Rechtecke

= I =10LUIy = [a1,b1) X [az,b2)

= I} = [a1,b1) X [ag,7), 2 = [a1,b1) X [, b2)

— A (L) + N (I2) = (b1 —a1) (v —az) + (b1 —a1) (b2 — )
=1 —a1)(y—az+b2—7)
= (b1 —a1) (b2 — a2)
=\ (LHUL)®

¢”) Stetigkeit von oben in (:
Seien (I,),, C J? fallend, I,,11 C I, und lim,_o I, = N, =0.
Zu zeigen: lim,, oo A2 (I,) = 0.

Behauptung: | 35 € {1,2 }limy, 00 (17,7I — a%) =0
Iy = [an, bn) = [ay, by) X a7, 07).

nr-n n)“n X
Lta C I - b1]1+1 < b%,afwl >ah(j=1,2)
— b), — al, ist fallend in n.

Angenommen: j = 1,2 : lim,_, (bﬁl — a,j]) =6 > 0 Setze a/ = lim,_,~ a% und
Q:=a+[0,3)(a=(a1,a2)). = QCIL,¥n = QC I, #0!

— 3j=1,2lim, e (bﬁ; —az;) = 0.

O.B.d.A. sei j =2.
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22 (I,) = (b}L —ail) (bi — afl) —0,n — 00

S(b% —a%) —0,n—00

= lim A(I,) =0
n—oo

Der Beweis fiir A\? erfolgt analog.

Abbildung 11: Teilweise Uberdeckung einer Fliche durch Rechtecke

6 Fortsetzung von Pramalien zu Malien a la Carathéodory

Ziel: Jedes Pramaf auf einem Halbring ist fortsetzbar zu einem Mafs auf einer o-Algebra
A D H. Unter gewissen Bedingungen an o (H) C A ist die Fortsetzung auf o (H) sogar
eindeutig. Die Idee benutzt dabei die sogenannten duftere Mafe.
Angenommen:
p:H —[0,00] HCP(X) Halbring
bewerfe A mit abzéhlbar vielen Pflastersteinenaus H. A C X : J (A) = {(A4,), CH:AcC U, 2, A, } =
0, falls so eine Uberdeckung nicht existiert.

33



Definition (Aukeres MaR ju. zu u). Fiir das dufere Map p. setzen wir:

d 0
iy (A) :=inf <Zu (An),(An),, CH,AC U An> falls es mindestens eine solche Uberdeckung gibt.
n=1 n=1
= 00 falls J (A) = 0.
04.11.2019

Wiederholung:

Aufgabe 1 : H — [0, 00] Primaf (z.B. \9)
— Bastele o-Algebra A und Fortsetzung 7 : A — [0, oo], Maf so, dass 77‘71 =u, HC
A.

Definition 6.1 (Carathéodory 1914). FEin duferes Maf ist eine Abbildung n: P (X) —
[0, co] mit

a) n(0)=0

b) YVACBCX:n(A) <n(B) (Monotonie)

¢) YV (An)pen € X 0 (Upeq An) < 300211 (Ay) (0-Subadditivitit)

Beispiele (Aufere Mafe).
1) m (@) =0,m(A) =1,0# A C X definiert ein duferes Map.

0, A abzihlbar

1, A dberabzihlbar
Dann definiert ny : P (X) — [0,00] ein duferes Maf.

3) Sind ny, : P (X) — [0,00] dufere Mafe fir alle k € N, dann ist n =Y po ny ist
ein duferes Mapf.

2) Setze g (A) :=

Definition 6.2 (Carathéodory 1914). Sein : P (X) — [0,00] ein duferes Maf. Dann
heifst A C X n-messbar falls fiir alle Q C X gilt

n(Q) = n(QNA)+n(QnA°) (1)

(Die andere Ungleichung n(Q) < n(QNA) +n(QnN AC) ist mehr oder weniger ge-
schenkt.)

Lemma 6.3. Sein: P (X) — [0,00] ein dufleres Maff und A C X:
a) Istn(A)=0 odern(AY) =0
= A ist n-messbar.
b) A ist n-messbar

= VQC X, n(Q) <o0o:n(Q) =2n(QNA)+n(QNAY
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c) A ist n-messbar

—= VQCX:n(Q) =n@QNA) +n(QnNAY) (2)

Beweis.

a) Sein(4)=0

— YQCX:0<n(QNA) <nA) =0
= n(QNA)+7(QNA°) <n(Q)

Man gehe fiir den Fall n (AC) = 0 analog vor.
b) Klar, da falls n (k) = +o0o (1) wahr ist.
c) Aus der o-Subadditivitdt folgt die endliche Subadditivitét:

Q) =n((QNA)U(QNAY)) <n(QNA)+n(QnA°)

Satz 6.4 (Carathéodory 1914). Istn: P (X) — [0,00] ein duferes Maf, so ist

Ay ={ACX: A istn-messbar}

eine o-Algebra und n : A,y — [0, 00] ein Maf!

Beweis.
Schritt 1: A, ist Algebra.
Denn: X eAn, da X =0,n(X%) =n®) =0

Femma3a) v A, Und ist A € A,, so ist auch A € A, (Symmetrie).
Selen also A, B € A,,Q C X beliebig.

QNA
QNA

( (QN A%)
(

(@NA)

((

(

+n
+7(QNA°NB) +n(QNA°NBY)
+7(QNA°NB) +n(Qn(AUB)°

= 1(Q) )
)

(AVARAY]

Ui
Ui
n

v

(@naun))
1 ((QNA)U(QNACNB)) +1 ( ﬂAUBC)

QN (AUB)) +n(Qn(AUB")

= AU B ist n-messbar!
= A, ist Algebral!

35



Schritt 2: Sind (Ap)neny C A, disjunkt, so ist A :=J>2 | An € A, und

A)_U<UA7L>—Z77(AH) (3>
n=1 n=1

Denn: Sei M, N € A, disjunkt. Ersetze @ in (2) durch @ N (M UN)

= n(Q@N(MUN))=n(QNM)+n(@NN)
— Auf A, ist n endlich additiv!

Indu:kgonn (Qﬂ (U Aj)) :Zn(QmAj) (4)
j=1 J=1

:>UA€A

7j=1

Aus (4) folgt dann fiir alle @ € X, n € N:

n(Q) >n (QQOAJ‘) +1 (QH(CJAJ')C)

=1

Jj=1 Jj=1

—Zn QﬂA)Jrn(Qﬂ(U )C)

Zzn(QﬂAj)+n(QﬂAC) vn eN
j=1

Die letzte Ungleichung gilt dabei wegen (Uj_; Aj)¢ = Mj=1 AJC C ﬂj’;l Ajc = A¢
Daraus folgt mit monotoner Konvergenz

| V

Z (QNA)) +n(QnA°)

7 ( (QﬂAj)) +n(QNA%)
j=1
(Qn

A)+1n(Q N AY)

v

=1
>n(Q)
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Z n(Q@NA;)+n(@QN AC) V(An)nen C A, disjunkt, wobei A = U A;
J=1 =t

— ACA,und (Q=A4)n UA Zn ), das heifit 1 ist Mak auf A,!

Das wollen wir nun auf ein Préamaf 7 : H — [0, oo] auf einen Halbring H anwenden.

Satz 6.5 (Fortsetzungssatz). Sei p : H — [0,00] ein Inhalt auf einen Halbring H C
P (X) und fir AC X:

=inf{) n(An):An e H,AC | J An} (inf () := o0) (5)
n=1

n=1

Dann gilt
a) n:P(X)—[0,00] ist qufleres MafS und alle Mengen auf H sind n-messbar!
b) Ist u Pramaps, so gilt 77‘% = p und somit ist 77‘,4 ewne Fortsetzung von n zu einem
n

Maf$ auf der o-Algebra A,), die H und somit auch o (H) enthilt.
c) Ist p kein Pramaf, so gibt es A € H mit n(A) < p(A), was schlecht ist!

Bemerkung. Wir kénnen auch gleich mit der Fortsetzung v von u auf dem Ring R =
R (H) arbeiten (Satz 5.9).

mf{z BeRAcUB} (6)

7j=1

v: Findeutige Fortsetzung von p auf R. Da R ein Ring ist, gilt auch

mf{z : B, € R disjunkt, A C U B, } (7)

n=1

Da jeder B, € R als endliche Vereinigung von disjunkten Mengen in H dargestellt werden
kann

= inf{Zu(Cn) : Cy, € H disjunkt, A C U Cyn}

n=1

Bemerkung (Zwiebelschalenprinzip). Ist A C |, Bn, so bekommt man eine paarwei-
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se disjunkte Vereinigung, die Obermenge von A ist, mit

By = B,
By = By \ By

B, =B, \ (UBJ)

=1

Beweis.
a) Nur o-Subadditivitét:
Seien A,, C X,n € N. Ist  (Ag) = +oo0 fiir ein k € N, so ist n ({J,~; An) < 400 =
> one1 7 (An).
= Sein (Ag) < oo fiir alle £ € N und € > 0 beliebig. Dann gibt es fiir jedes n € N
eine Folge (By,)jen C H, sodass A, C |J;2) Bn,; und n(An) > 3772, 1 (Bn,) —
€27, Also ist

S =3 0 (By) —ed 2" =3 0 (By,) — ¢
n=1 n=1j=1 n=1 n=1j=1

1

Uberdeckung (Bn;)(n,j)enxy A = U, 4, c U2, U;’il By,
— n(4) =1 (U2, U2, By

n(4) = (Ui Ui Be) < S S80m(Bry) € S (n(A) +e277) =

Y02 1 n (Ap)+efiir alle e > 0. Daraus folgt die o-Subadditivitét n (A) < "7, 1 (A,)

weshalb 7 ein dufleres Mafs ist! 08.11.2019
uHCA,:

Sei Ae H,Q C X, n(Q) <oound (By), CR=R(H)mit Q =,—, Bp. Sei v

Fortsetzung von p auf R. Da p Inhalt auf H ist, ist v Inhalt auf R. Hatten (6):

n(A)=inf{> v(Bn),Bn e R,AC | | By}
n=1 n=1

Betrachte also

s

(Bn \ A)

3
Il
-

DQR\A
(B, N A)

s

Il
-

n
DQNA
Impliziert
nach
Definition von

n(Q)
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]
A
5
]
NE

(v(Bp,\A)+v(B,NA)) v Inhalt

3
I
-
3
Il
-

U(Bn\A)—l—iy(BnﬁA)

n=1

A)+v(@Q\A)
A)v (Qn A°)

[ IV I
< T3

=~ =1 8
— D

= v(Q) <v(QNA) +v(QNAY) VQC X,n(Q) <o
= A ist n-messbar, A C A,

— [HEA)

b) Zu zeigen ist p Prémah — 77’7—1 = u, wobei n das dufsere Mak zu p (auch
geschrieben als p*) ist. Denn
1.Behauptung;: 77‘% <p,dh. n(Ad) <up (A)VA"G ‘H gilt nach Definition von 7.
Dies folgt sofort, da A1 = A, A,, =0 (n > 2) Uberdeckung von A € H ist.
2.Behauptung;: 77‘% > p (falls g ein Pramaf ist)
Ist p ein Pramaf auf X <= Endliche Fortsetzung v von p auf R = R(H) ein
Pramafs (Satz 5.9)
Ist also (An)n C R, A C Uy An, A € R, so ist wegen der o-Subadditivitét in
Pramafen v (A) < > >, v (A4,) und somit ist v (A) < n(A) nach Definition von
7n. Daraus folgt, dass 77‘% > p und somit gilt die Gleichheit n‘ 2y = M

c) Ist p kein Préamaf, so geht die Stetigkeit von unten schief (Satz 4.4 fiir Pramafe).

— J(A,), C H disjunkt, mltA—UA €Hund u(A (UA)#iM(A)
n=1 n=1
Monotome > [ <U A ) Z M \V/’I’L €N
= p(A) =) p(Ay)
n=1
— p(A)>) (A = n(A) = p(A)>n(A)
n=1
= 3(A,)n C H disjunkt, mit A :=J;2; A, € H und p(A) = p (U2, An) #
> et M (An)
MORIEME 1 (A) > (U2 An) = Yot 4 (An) Vi €N

= M(A)Zzn:1/~‘(f4)
= 1w(A)>3005 1 (An) 2 n(A) = p(A) >n(4)
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= 08.11.2019

Bemerkung.
1. Oft auch p* (A) =inf{> > u(A,): An CH,AC U, 2, An} (2.B. bei Bauer)
2. Weil QN[0, 1] abzdhlbar ist konnen wir QN[0,1] = J,en {7n } schreiben. Wir setzen
VneNI,=[ry,r,+ 2%) Dann ist QN [0,1] c U, I, (n € N).
= M(,)=2 (neN)
= Yol AN () =0l 9 =0
= N\ st duferes Maf§ zu \' und

M (@QnNo,1]) < i)\l (I,) =10 V>0
n=1

— [X(@n[0,1)) = 0]

a)HC A, = o(H)Co(Ay) =A,
Existenz von Mafen durch Carathéory gelost!
Frage: Eindeutigkeit?

7 Dynkin Systeme (Dynkin 1969)

Definition 7.1. Fin System D von Teilmengen eine Menge X (D C P (X)) heifst Dynkin
System falls

(1) X €D

(2) AcD = A%eD

(3) ¥ (Ayp), C D disjunkt = U, An € D (A, €D)

Bemerkung. Jedes Dynkin-System D mit Grundmenge X enthdilt somit auch ) = XC.
Sind also A1, ..., A, €D paarweise disjunkt, so ist U?:l A;eD!

Beispiele.
1. Jede o-Algebra ist ein Dynkin System.
2. Sei X ={1,....2n} mitn € N. Dannist D ={AC{1,...,2n} : #A ist gerade}
ein Dynkin System aber fir n > 1 keine o-Algebra.

Lemma 7.2. Sei D ein Dynkin System. Dann ist D stabil unter Bildung eigentlicher
Komplemente. Sind also D,E € D und D C E, so ist E\ D € D.
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Beweis. D,E € D,D C E = E“ND = (. Also ist DU E¢ € D und somit auch
(DU E®)Y € D. Letzteres ist genau DNE=FENDY=FE\D. O

Bemerkung. Dynkin Systeme konnen also auch durch (1), (2¢) und (3) definiert werden.

Satz 7.3. Ein Dynkin System ist eine o-Algebra genau dann wenn mit je zwei Mengen
aus D auch deren Durchschnitt H in D liegt. 11.11.2019

Hatten: Dynkin System:
a) XeD
b) DeD = D%€D
c) (Dn), C D disjunkt = |J,, D, €D

Beweis zu Satz 3.

“ — ? . Klar. In der Vorlesung
. . . standen die
“ <= 7 : Sei D Dynkin System mit D1,Ds € D = Dy N Dy € D. htnplikationen

Also ist X € D und ist D € D, so ist D¢ € D. Es gilt also fir A,B € D AUB = g ™ 9
A\BUBeDund A\ B= A\ (AN B) € D nach Lemma 2!

€D nach Vor.
Indukti
MO 4y, A, €D = Ul 4; € D!
Sei (An),eny C D. Man setze

6:(0,14,1:Al,A/Q:AQ\Al,...,A%:An\(Alu-'-UAnfl)GD

€D
nach Lemma 2. Also sind (A},),, disjunkt und
[e.9] o
U A, = U Al eD
n=1 n=1
Damit ist D eine o-Algebra! O

Definition 7.4. Sei & C P (X). Dann definieren wir

0 (€) := kleinstes Dynkin System, welches £ enthilt

=P
D Dynkin

System
ECD

Nach Definition folgt nun |6 (E) C o (E) |

Wir nennen € N-stabil (Durchschnittsstabil) falls By, By € £ = E1NEy € E. Analoges
gilt fiir U-stabil.
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Bemerkung (Aquivalente Formulierung von Satz 3). Ist 6 () N-stabil, so ist & () sogar
eine o-Algebra!

Satz 7.5. Ist £ N-stabiler Erzeuger, so ist 0 (£) eine o-Algebra! D. h. |§(E) =0 (£) |

Beweis. Haben immer § (£) C o (€). Wir miissen also nur zeigen, dass ¢ (£) eine o-
Algebra ist. Nach Satz 3 bleibt zu zeigen, dass ¢ (£) N-stabil ist.

Methode der ,,guten Mengen‘:
Definiere fiir D € 6 (&)

Dp:={QeP(X):QNDes(€)}] (4)

Behauptung. Dp ist ein Dynkin System/!

Nehme E € &€ = Dpg. Weiterhin gilt:

E N-stabil = EF' € £E:ENEe&Cd(€)
— £ CDg VEe€é&

Beh.

Dh: VEe€&,Ded(E)ist DNE €6 (E).
E C Dp fiir jedes D € § (£)
0(€)Ccé6(Dp)=Dp VD €6 (£),dh. 6(&) ist N-stabil!

Satg 5 (&) ist o-Algebral

-
=

Beweis der Behauptunyg.
1) X eDp v
2) Sei Q € Dp. Dann gilt:

Q°nD=(Q°uUD®)ND=(QND)ND= ((QmD)qu)Cea(S) v
€s(&) €46(8)

3) Seien (Qy), C Dp disjunkt. Es gilt dann @, N D € ¢ (£) und

(G Qn> nD= fj (Q.ND)es(E) v
n=1 n=1
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8 Eindeutigkeit von Malien

Satz 8.1. Sei & ein N-stabiler Erzeuger einer o-Algebra A (A = o (£)) in einer Menge
X in welchem es eine Folge (Ep)nen C E gibt mit

UE.=x

neN

Dann sind je zwei Mafe py, pg : A — [0, 00| mit
a) i (E)=p2(E)VEE€E
b) n1 (En) = U2 (En) <ooVneN

gleich, d.h. 1 = ps!

Beweis. Sei & das System aller Mengen E C £ mit puy (E) = p2 (E) < 0.
Gegeben F € &, definiere D :={D o () : 1 (END)=puz(END)}.
Beachte: D ist ein Dynkin System!

Denn X € Dg klar nach a) und ist D € Dg, so ist nach Satz 4.4 auch

m (ENDC) = (E\(END)) = m(E)—m(END)

= p2 (E) — MQ(EQD) p2 (E\ (EN D)) = pg (EN DY)

Also ist D¢ € Dg. Sind (D,,),, C Dg disjunkt, so ist
o (Eﬂ 1J Dn> = (U END, ) => m(ENDy) =) p(ENDy) = p <Eﬂ
n=1 =1 n=1 n=1
Da £ N-stabil ist, folgt VE C&,denn VDe&:DNEeé = i (DNE)=
w2 (DN E). Also ist o (ES) t:755(5) C 0 (Dg) = Dg. Somit ist
p(ENA)=pu(ENA) VAc A=0(€) VEEc& (1)
— | (BnNA)=ps(B,NA)| VA€ AneN (2)

Setze I := Fj, F2:E2\E1,...,Fn:En\(Elu---UEnfl)VneN.

Da F,NA € A folgt mit (2) 1 (FrNA) = (E,NF,NA) = e (E,NF,NA) =
p2 (FrnNA) firallen e Nund Ae A.DaA=XNAund X =, £, =, Fn erhalten
wir A=, (F,NA).

== Ml(A):/ﬂ([j (Fr ﬂA) ZMI (Fn N A) im(FnﬂA):M(A)
n=1 n=1

Also ist py = pe. O
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Bemerkung. Der Satz ist im Allgmeinen falsch ohne die Bedingung b)!

Definition 8.2. Fin Inhalt p auf einem Halbring H in X heiffit o-endlich, wenn es eine
Folge (Ey)n C H mit p(Ey) < coVn € N und | J;2, E, = X gilt. Analog sei dies fir
Mafe und Pramafle definiert.

Korollar 8.3. Jedes o-endliche Pramafl pu : H — [0, o0o] auf einem Halbring H in X kann
auf genau eine Weise zu einem Maf auf o (H) fortgesetzt werden! Dies trifft insbesondere
auf das Lebesque Maf$ zu!

Beweis. H ist N-stabil. Man wende dann Carathéodory und Satz 1 an! O

Satz 8.4 (Vergleichssatz). Sei H ein Halbring in X und p,v : o (H) — [0, 00] Mafle mit

a) p(A) <v(A) VAeH
b) v ist o-endlich

Dann gilt 4 (B) <v(B) VB € o (H).

Beweis. Sei p*,v* das dufere Mafs zu “’H’ bzw. I/’,H.

= 1)< () VO CX

=—> Fortsetzungssatz und Korollar 3 ,u*} o(H) = M V*‘U(H) =V

— p<vaufo(H)!

9 Translationsinvarianz des Lebesgue Borelschen MalR

Wir erinnern uns an die halboffenen Quader im R%: J? = {[a,b) : a;,b; € R}
~—~—

:[al,bl)x---x[ad,bd)
Translation in R? (stetig):

acRET, (z) =z +a
ACRL T, (A)=2z+A:={T,(a):ac A}

Wir mochten nun, dass folgendes gilt:

VBeBd:a<Jd> — o (0): 3 (B) =\ (¢ + B)
~——
B verschoben im Vektor zeR%
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Dabei ist O das System der offenen Mengen in R%. Ist J € J%,.J = [a,b), so ist z + J =
[a+ 2,b+ ) und folglich A\? (J) = A\ (x + J).

1. Frage: Ist z + B € B?, falls = € R? fest und B € B4?

Erinnerung: Nach Existenz und Eindeutigkeitssatz nennen wir A\? : B — [0, 00] das
durch Lebesgue’sche Pramaf auf J¢ eindeutig bestimmte Maf Lebesgue-Borel Maf.

Lemma 9.1. VA € B¢ = 0(0), O offene Teilmengen von R, und Vz € R? ist
T.(A)=x+A={z+a:ac A} € BL

Beweis. Methode der guten Mengen:

reRY A, ={AcBl:z+AcB}
= A, ist o-Algebral

Denn:

a) RYc A,
b) Sei A € A, dann folgt = + A € B Also:

c
——

eBd
C

c) Sei (Ap)n C Az, A, € B und = + A,, € B fiir alle n € N.
A=U,enAn€BY z+ A= (z+4,)eB! = 2+ Ac A,

Ferner ist . ©)

— Bl=0(0)Co(A)=A, C B
— Bi=A,

A, C B¢ gilt dabei nach Definition von A,. O

Satz 9.2. Das Lebesgue-Mafs A% : B4 — [0, 0c] ist translationsinvariant, d.h.

Mz+A) =X (4) vVreR: AeB?

Beweis. Sei z € R und p (A) := M (z + A) VA € BL
Nachrechnen liefert: p : BY — [0, 00] ist ein Maf.
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A ist g-endlich: z.B.: I,, = [-n,n) X --- X [-n,n)

— R?= UI" und M (I,) = (2n)? <0 VneN

n=1
Genauso: i (I,) = X (z + I,,) = M ([z — n, = + n]) = (2n)*
n=(n,n,...,n) € R? ist auch o-endlich

und J € J¢ J=1a,b) a; <bjeR j=1,...,d
— u(J) =X (z+J) =X ([a+z,b+z])
d

(b + 2 — (@ +21) = [ [ (01 — )

1 =1
=X ([a,b))

Eindeutigkeitssatz
—ES =\ aude:U(Jd)

=

~

O

Beispiel. Sei o > 0. Dann ist pu := o), u(A) = aX?(A) fir A € B¢ auch ein
translationsinvariantes Maf auf B%. Betrachte beispielsweise den Einheitswiirfel W =
[0,1) (0=(0,...,0), 1=(1,...,1) € RY). Dann gilt:

— MW)=1 = p(W)=aX (W) =«

Satz 9.3 (WICHTIG). Jedes Maf pu auf B%, welches translationsinvariant ist, also
p(A)=p(x+A) Ve e RY A€ B und o := (W) < oo gilt, ist gegeben durch

1= a\?
Beweis. Sei a, = (£,...,1) € R n € Nund W, = [0,a,) € J¢ der Wiirfel mit
p(Wn) = 2.

46



Letzteres gilt wegen:

Gn::{(gl,...,gd):Qj:%,uje{(),l,...,n—l}}
= [r1,r1 +a)N[re,ra +a) =10
ri,rg € Gp 11 #T9
[ryr+an) =r+1[0,a,) =7r+ W,

md [0,1) = ) [rr+an) = | (r+ W)

reGn reGp

= a:=pu(W)=1pu ( U (r+ Wn)> = Z w(r+Wwy) = Z w(Wh) (w translationsinvariant)
reGn reGn reGn

= a(W) =D, n(Wa) = #GCn - u(Wn) =n" - (W)
reGn

Sei [a,b) € J& a,be Q™

= p([a,0)) =p(a+[0,b—a))=pu([0,b—a))
X ([a,0)) = A" ([0,b — a))

= O0.B.dA.a=0, beQ?

— 3In,m; €N n:1,...,d:b:(@,@,...,@)
n n n
— [0,0) = [J[r,r + an)
reQ
. vy v Vq .
tG = <7,7,...,7>: e {0,1,...,m;—1 —1,....d
mi { i - vj €{ m; b }

wie oben folgt aus Translationsinvarianz von pu

p(0,0) = u

«
[T,T—i—an) :ZN(Wn):mlmQ ..... myg - —
reG N——

—r W, reG
mq mq
=x4([0,b))
Translationsinv.
= 1 ([ab) = o A ([a, )

aufkerdem ist (da 0 < o < o0) po-endlich!

n((=1,n)) = (2n)'a

Eindeutigkeitssatz
== p = ar? auf B
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Korollar 9.4. Das Lebesque-Borel Maff \¢ ist das einzige translationsinvariante Maf
auf B mit A (W) = 1.

Erinnerung: Euklidische Metrik

1
d(z,y) = |z -yl = (z —y,x —y)>
(x,y) = Z;-lzl xjy; euklidisches Skalarprodukt

Jede Abbildung T : R¢ — R? die den euklidischen Abstand invariant lisst heift Bewegung
(von RY). Das heikt D (T (z),T (y)) = d(z,y) Y,y € R Wir schreiben T’ € Bew (RY).
Aus der linearen Algebra wissen wir, dass jedes T' € Bew (Rd) sich als orhogonale lineare
Abbildung mit nachgeschalteter Translation darstellen ldsst.

Lemma 9.5. Fir jede Bewegung T € Bew (Rd) und jedes A € B® ist

T71(A) e B¢

Beweis. Sei T € Bew (R?). Setze Ar := {A € B%:T~1(A) € B}. Nachrechnen und
Operationstreue der Urbildfunktion ergibt, dass Ar eine o-Algebra ist. Sei nun U € O
eine offene Teilmenge von R%:

— T~ 1 (U) ist auch offen (7T ist (Lipschitz)-stetig)
— 0cAr

— Bl=0(0)Co(Ar)

= Ar = B%

Satz 9.6. Das Lebesque-Borel Maf A% ist bewegqungsinvariant, d.h.
X(T7H(4) =X(4)  VA€eBLT e Bew(RY)

Beweis.

Schritt 1: Sei T € Bew (R?) mit 7' (0) = 0. Dann ist T eine orthogonale lineare Abbil-

dung von R? nach R? (— Endomorphismus). Wir definieren 1 (4) := A? (T~! (4)) , A €

B¢. Nachrechnen ergibt, dass p ein Mak auf B? ist.
Behauptung. p ist translationsinvariant.
Sei a € R4 b:=T"'(a),T, (z) := z + a (Translation).
(ToTy(x)=T(x+b)=T(x)+T D) =T (z)+a=(T,oT (z))
= Th,oT =ToT, (%)
— Tl ol ' =(T,0oT) ' =(ToT) ' =T, LoT !
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Nehme A € B<.

(A =a) = p (T (A) =2 (T7H(I7H(A))) = AT e T, (4))
= AT, o T H(A) = X (T7H(A) —b) =2 (T (A))
=pu(4) ©

Fiir W = [0, 1) definieren wir o := p (W) = \? (T_1 (W)) < oo. Daraus folgt
beschrankte Menge
mit Satz 4 4 = a - A% Es bleibt zu zeigen, dass o = 1!
K :={xeR?:d(0,z) <1} kompakte Vollkugel im R? mit Radius 1 um 0.
T sei eine orthogonale lineare Abbildung R? — R?. Dann ist |77 (K) = K |.
Satz 5 impliziert dann p(K) = aA?(K). Also ist A (K) = X (T} (K)) =
p(K) = aX (K). Daraus folgt o = 1, denn 0 < A\ (K) < oo!
M (K) < oo Esgilt K C[-2,2) =[]1_,[-2,2).
= M (K) <\ ([-2,2)) = 49 < 0.
0 < M (K) : Definiere t = (dfé, . ,dfé) und J; = [0,1) € J%.
Nachrechnen ergibt J; C K und A\ (K) > X4 (J;) = Az >0. ©
Schritt 2: Sei T € Bew (R?) beliebig. Definiere ¢ := T~ (0) und S:=T 0T

= S(0)=0
= S wie in Schritt 1!

= X (4) = (T (4))
Sl N (S71(T_ (A)))

=N (T oT-H(Tc(4) =X [T oT}oT . (A)

c

=X (T7'(4) vAeB?

= 18.11.2019

T € GL(d,R) : R — RY, linear und invertierbar A (7! (4)) = a- A4 (A) - was ist a?

10 Messbare Abbildungen (& Bildmale)

Notation: Sei X eine Menge und A o-Algebra in X. Dann nennen wir (X,.A) Mess-
raum. Ist © : A — [0,00] ein Mafs, so heift (X,.A, x) Mafraum. Wir nennen pu ein
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Wahrscheinlichkeitsmaf (W-Ma#), falls u (X) = 1. (X, A, ) heifit dann Wahrscheinlich-
keitsraum (W-Raum). (X, A, p) ist ein o-endlicher Mafraum, falls © o-endliches Maf ist.
(Rd, Bd) ist der d-dimensionale Borelsche Mafsraum und (Rd, B4, /\d) der d-dimensionale
Lebesgue-Borelsche Mafraum.

Definition 10.1. (X, A), (X', A") Mafrdaume, T : X — X' Funktion. T heifst A-A’
messbar, falls

T'(A)eAd vAed (1)
Wir schreiben auch T : (X, A) — (X', A).

T messbar (messbare Abbildung) FONYS (A)cA

Beispiele.

1. Jede konstante Abbildung T : X — X' ist A- A’ messbar.
Seic: =T (x),z € X beliebig.

X fallsce A
0 fallsc ¢ A’

2. Jede stetige Funktion T : R — R ist BE-BY messbar. (Das gilt auch, wenn X, X'
metrische oder topologische Riume sind.)

= A c AT (A)= {

Denn: O% offene Mengen in RY Bl=¢ ((’)d>
O offene Mengen in R? BY = ¢ (Od/>
— YU ecO? . T'(U)e 0! = T (U)eB? YUecO¥
Dann wende Satz 2 an:

Satz 10.2. Seien (X, A), (X', A") Mafridume und &', Erzeuger von A’. Dann ist

T:X — X' A-A messbar < T~ (E') € A VE e¢& (2)

Beweis. Prinzip der guten Mengen: A := { G’ € X' : T~ (G') € A}. Nachrechnen: A ist
o-Algebra in X! . .
— A cAd = &cA
und
AcA « T:X — X ist A-A messbar
ECcA = (2
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Beispiel. Alle Translationen und Bewegungen in R¢ sind stetig!

Satz 10.3. Sei Ty : (X1, A1) — (XQ,AQ) und Ty : (XQ,AQ) — (Xg,.Ag).
Dann folgt Ty o Ty : X1 — X3 Ay1-A3 messbar.

Beweis. Beachte VG C X3 ist (To o T1) " (G) = (T o Ty Y (G) = Ty 1 (T, (G)). O

Definition 10.4. Sei eine Familie ((Xj’Aj))j€I7 und Tj : X — Xj fir alle j € I ge-
geben. Dannisto (T :j€l) =0 (Ujg Tj_1 (Aj)> die kleinste o-Algebra auf X fir die
alle T; : X — X messbar sind (Vj € I).

Ist I endlich, also von der Form I = {1,2,...,n} fir ein n € N, dann schreiben wir
auch o (Ty,...,Ty).

Essein=1: o(Th): A o-Algebra auf X; Ay o-Algebra auf X1 T1: X — X3

= T1 A-A" messbar <= o (T1) C A

Satz 10.5. Seien (X;, A;) Mafriaume und T; : X — X eine Abbildung fiir alle j € 1.
Sei S : Xg — X Abbildung eines Mafraumes (Xo, Ag). Dann ist

S ist Ag-o (T : j € I) -messbar <= TjoS: Xog— X; ist Ag-Aj-messbar Vj € I

Beweis.
» =+ Nach Definition von o (T} : j € I).
s =" E=Ujes Tfl (Aj) ist Erzeuger von o (T} : j € I) nach Definition!
Nach Voraussetzung ist (Tj o S) ™" (4;) € Ag VA;je Aj, Vjel.
Ec€f — 3Fjel:Aje Aj: E=T;"(4))
— $7HE) =57 (T (4))) = (T30 )7 (4)) € Ay!

J

Nach Satz 2 ist S also Ag-o (T}, € I)-messbar.

Satz 10.6. Seien u das Maf auf A und T : (X, A) — (X', A’) (messbar).
— p(A):=p(T"H(A)) (A e A) ist Maf auf A'.
' heift dann das Bildmaf von p unter T.

Beweis. (A7), C A’ disjunkt impliziert (77! (4,)), C A disjunkt, woraus die o-Additivitét
von p folgt! O
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Definition 10.7. u' heifit Bild von p unter T. Wir schreiben T (u) = ' = po T~}
T (1) (A') = u (T~ (A))
w' ist transitiv: (Ty o Ty) (p) = To (Th (p)) mat Ty, Ty wie in Satz 3, p Maf auf A.

11 Messbare numerische Funktion

Auf R hatten wir B! (o-Alg. der Borelmengen).
2-Punkt Kompaktifikation:

R:=RU{+o0}U{-0}

In R nennt man die Mengen A C R Borelsch (in R), fiir die gilt. Das

bedeutet alle Borelmengen von R sind von der Form
B,BU{o0},BU{—00},BU{—00,00}

mit B € B'. Das System B dieser Borelmengen ist eine o-Algebra in R mit B! als Spur
in R:

RNB' =B (1)

Ist X eine Menge, so heifen Funktionen f : X — R numerische Funktionen. Ist f eine
A-B'-messbare Funktion, so nennen wir diese (\A-)messbare numerische Funktion. Reelle
Funktionen f : X — R sind spezielle numerische Funktionen und wegen (1) ist die
A-B'-Messbarkeit solcher Funktionen dasselbe wie die A-B -Messbarkeit!

Beispiele.

1) Sei (X, A) ein Mafraum und A C X. Dann ist die Indikatorfunktion 14 genau dann
A-messbar, wenn A C A gilt. Denn: B C R = ILZI (B) c {0,A, A X}

2) Ist Q C RY, so ist (Q, QN Bd) ein Mafraum. Die messbaren numerischen Funktio-
nen auf @ werden Borel-messbare (Borelsche) Funktionen auf Q genannt. Jede stetige
Funktion f auf Q ist borelsch. Nimmt man nun o € R, soist Qo :={x € Q: f(x) > a}
eine Q abgeschlossene Menge. Also existiert eine abgeschlossene Menge F,, in R? (2.B.
der Abschluss Q,, in R%) mit Qo = QN F, € QN B

Satz 11.1. Eine numerische Funktion f auf X, wobei ein (X, A) Mafraum ist, ist A-
messbar

= [{zeX:f@>a}eA acR| (3)

Beweis. Wir wenden Satz 9.2 an. Also geniigt es zu zeigen, dass die Mengen [« 00| genau
B' erzeugen. Wir nennen dieses System &.

— EcB — o (§)co (B
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Da [Ol,ﬂ) = [a,oo] \ [/87 OOL gilt

[@,8) eRNo(E)=RNA  Va,BeRa<p
—~
=A

Solche Intervalle erzeugen B!, also !

{+00} =Mool € A {—o00} =2,[-n,00]" € 4

stGeAd = RNG=GN({-0}U{och)ecA

— RNACA

— B'CRNACA ()

Daujedel\/[engeBCE1 von der Form B =A, B=AU{>}, B=AU{—oc0}, oder
B=AU{oc0,—o0}ist und {0}, {—00} € A folgt aus (x) auch B € AV B € B'. Also
ist B' C o (&), also B' = o (£). 0

Notation: Seien f, g numerische Funktionen auf X. Dannist { f < g} ={xz € X : f(z) < g(z)}
und analog fir { f < g}, {f=9}.,{f#9}. = Bed 3):|[{f>a}ecA| acR 22.11.2019

Satz 11.2. Jede der folgenden Bedingungen ist der A-Messbarkeit einer numerischen
Funktion f : X — R dquivalent:

a) {f>a}e AVaeR

b) {f>a}eAVaeR

¢) {f<a}eAVaeR

d) {f<a}eAVaeR

Beweis. Wegen des vorherigen Satzes reicht es zu zeigen, dass diese Bedingungen aqui-
valent sind. Dies folgt aus:

{f>ay=U{fza+n}

n=1

{f<at={f>a}
{f<a}=J{f<a-n"}

n=1

{f>at={f<a}

U
Bemerkung. Rechnen in R :=RU {400} U {—oc0} Siehe auch
Abbildung
1. a+ (£o0) = +oo0 Ya €R 14
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+00 + (£o0) = £00
- (£o0) = +o0 a>0
(&

2.
3.
4. 00) = Foo a<0

Q

Nicht definiert sind 400 + (—00) und —oo + (+00).
In der Maftheorie setzen wir auch 0 - (+£oo) = (£00) - 0:=0 © (ausnahmsweise)!

Satz 11.3. Fiir je zwei A-messbare Funktionen f,g:x — R gilt:

{f<g}’{f§g}v{f7ég}v{f:g}€“4'

Beweis. Q ist abzahlbar, also Q = (o2 {rn},mn € Q. Es ist aukerdem {f <g} =
Ury ({f<rp}n{r, <g}), was nach Satz 2 in A liegt. Wegen { f < g} ={f> g}¢
und {f#£g} = {f =g} liegen alle diese beiden Mengen auch in A, da { f =g} =
{f<gin{g<r} O

Satz 11.4. Mit f,g: X — R sind auch f & g (falls diberall definiert) und f - g messbar.

Beweis. Mit g ist auch o 4+ 7g messbar fiir alle o,7 € R. Denn es gilt

{o4+19g>at={g>7" (a-0)} 7>0
{o+71g>a}l={g<7Ha—-0)} T<0

Der Fall 7 = 0 ist dabei trivial. Deshalb kénnen wir Satz 2 anwenden und erhalten den
obigen Satz. Der umgekehrte Fall f — g wird auf f + g zuriickgefiihrt: Offensichtlich ist
a — g messbar. Also ist { f+g>a} = {f > a— g} messbar nach Satz 3. Damit ist
f 4+ g messbar.

Zu f - g: Seien f, g reellwertig. Dann ist f-g = 1 (f + 9% — 1(f - 9)%. Deswegen reicht
es den Fall f = g zu betrachten, also zu zeigen, dass f2 messbar ist, wenn f messbar
ist. Dies gilt wegen { f2>a} = {f>a}U{f < —ya} fir a > 0 beziechungsweise
{f?>a} =X fir a <0. Nach Satz 3 ist also f? messbar.

Seien f, g numerische Funktionen. Definiere dann X1 = { f-g =400}, Xo={f-9g= -0},
Xs ={f9g=0},X4y = (X1 UXs UXg)C. Alle diese Mengen liegen ebenfalls in A
und disjunkt. Zum Beispiel ist X3 = {f=0}U{g=0} € A, was nach Satz 2 in A
liegt. X ist messbar wegen X1 = ({f =40 }N{g>0}HU({g=40c}n{f>0}HU
({f=-00}n{g<0phU({g=—occ}n{f <0}) und Satz 2.

Nun ist die Restriktion f ,g von f bzw. g auf Xy X4 N A-messbar und reellwertig: f =
f ’ xo0 9= g’ Xo Also ist f- g X4 N A-messbar und somit auch f - g A-messbar . O
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Satz 11.5. Sei (fy),cy eine Folge A-messbarer numerischer Funktionen auf X. Dann

folgt:
sup fn, inf f,, limsup fp, hm 1nf fn sind A-messbar.

n—oo
Beweis. Siehe Ubung vom 20.11.2019 O
Korollar 11.6. Seien fi,...,fn : X — R endlich viele A-messbare, numerische Funk-

tionen, so ist obere (untere) Einhiillende

five- an—llgag fi flA-'-/\fnzlrgr;ignfj

A-messbar.
Beweis. Folge fi1, fo, .-, fn, fn, fn,-.. und wende Satz 5 an. O

Korollar 11.7. Ist (fn),cy eine Folge A-messbarer numerischer Funktionen und die
Grenzfunktion lim, o fn existent (d.h. lim,_,o fn(z) existiert Ya € X), dann ist
limy, o0 frn A-messbar.

Beweis. In diesem Fall ist lim,, o f,, = limsup f,, = liminf f,, und somit messbar nach

Satz 5. 0

Absolutbetrag |f| = fV (—f
{ mmf>0

Positivteil f©=fVv0=
0 falls f <0

— falls f <0
Negativteil [~ = (—f —(fN0)= fofalls f<
0 falls f >0

Es gilt also fT >0, f~>0, f=ft—f und |f| = ft +f.
Dann folgt aus Satz 4 und Korollar 6:

Satz 11.8. Eine numerische Funktion f : X — R ist genau dann A-messbar , wenn f+
und f~ A-messbar sind. Auflerdem gilt: f ist A-messbar = |f| ist A-messbar .

12 (Positive) Elementarfunktion und ihr Integral
Definition 12.1. Sei X eine Menge und A eine o-Algebra in X. Fine Funktion f :

X — R heifit (A-) Elementarfunktion, wenn sie nur endlich viele Werte annimmt und
A-messbar ist. Wir schreiben E = E(X,.A) als die Menge aller Elementarfunktionen.
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Weiterhin sei EY ={f € E: f(z) >0 Yz € X } definiert als die Menge aller positiven
Elementarfunktionen.

Sind ay, ..., a, die Werte einer Funktion f € E, so sind A; := f~! ({a; }) paarweise
disjunkt, A; € A und es gilt

f:Zaj]lAj (und UAj:X> (1)
j=1 Jj=1

Umgekehrt: Seien aq, ..., a, € R nicht notwendigerweise alle verschieden, Aq,..., A, €
A = f:=3"a;la; € E(X,A). Aus Kapitel 11 und Definition 1 folgt

a-uel VYaelR

u+veFE

uv€eEE = Su-vek (2)
uVveE

uNveER

Jedes u € FE hat eine Darstellung u = Z?Zl a;jla; mit Ay, ..., A, € Apaarweise disjunkt
und X = U?:l Aj; (siehe (1)). Das heift die Ay, ..., A, bilden eine Zerlegung von X. Wir
nennen eine solche Darstellung von u im Folgenden Normaldarstellung (von u € E).

Lemma 12.2. Sei (X, A, p) ein MafSraum. Fir je zwei Normaldarstellungen u = Z?Zl ajlly, =
Sty Bilp, einer positiver Elementarfunktion uw € ET (o, B > 0) gilt

> aju(Ay) = B (Br)
j=1 =1

(Die Regeln zum Rechnen in R sind zu beriicksichtigen.)

Beweis. Sei X = Ay U---UA, =B U---U B,,. Es gilt:

[
s

AJ’ (AjﬂBl) Vi=1,....n

N
Il
N

[
Il
=

<
Il
-

(AjﬁBl) Vi=1,...,m

Man beachte dabei, dass die (A; N B;) fiir fixiertes j oder fixiertes | paarweise disjunkt
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sind. p ist nun endlich additiv. Also:
p(A) = p(A;nB)
=1
p(B)=> u(A;NB)
j=1

n
— Z Qb (AJ) = Z Qb (Aj N Bl)
Jj=1 gl
m
> B (B) = B (A;N B)
=1 4l
Wir gehen von einer Normaldarstellung aus.
Es gilt also fiir jedes Indexpaar j,! mit A; N B; # 0:
aj=pfund > aju(A;NB)=> B(A;NB)
5l gl

O]

Definition 12.3. Seiu € ET. Dann heif$t die spezielle Normaldarstellung u = Zj a;la,
unabhdngige Zahl (Lemma 2).

[ udn =Y a4 (3)
j=1

das (u-) Integral von u (iber X ).

u — [udp definiert also eine Abbildung von ET nach R, = [0,00] und sogar eine
Abbildung nach R™ := [0, c0) falls p ein endliches Maf ist.

Wichtige Eigenschaften:

VAe A /]lAd,u = u(A) (4)
Va>0,uecEt /a-udu :Oc-/ud,u, (5)
u,vEE+:>/(u+v)d,u:/ud,u+/vd,u (6)
u,v€ Bt u<v = /ud,u S/vdu (7)
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Hatten: u € E* u=377",0ala; a; €Ry, AjeA
Normaldarstellung: A4, ..., A,, disjunkt, U;nzl Aj=X

Jowdp =305 g (45)

Beweis.
(4) und (5): folgen unmittelbar aus der Definition:

1p=1-1440-1y¢c
(6): Seien u = 37 ajla;,v = 3% eyly, die Normaldarstellung von u,v € ET,
wobei X = |J ;4;= |J, B
m

= A;=J4,nBy), UAmBl
=1 j=1

Die A; N By sind dabei paarweise disjunkt, also

m n
La; =Y Tanm,1p, =Y lanp
i=1

=1
Wir erhalten damit eine neue Normaldarstellung:

U = Z aj]]-AjﬂBl) v = Z/ﬁl:ﬂ-AjﬂBl und u +v= Z (Oé] + ﬂl) ]]-AjﬂBl

Jl al 3l

— /(u—i—v) du:Z(Oéj—i-ﬁl)M(aj"‘Bl)
il
= (A4 NB)+ > (4N By
4.l gl

:Z Z (ANB)+> B n(A;NB)
j=1

=1 =1

i ')+§5M(Bl)=/udu+/vdu

n m
u="> ajly v=> Bl
j=1 =1
= Z ajla;ng, = Z Bila;ng,
Jil 4,1
= &le, => wlg,
k

k
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Wobei C1, ..., Cy paarweise disjunkt.

O]

Bemerkung. Ist u = Zj a;ly; beliebige Dastellung von u € E* (nicht notwendiger-
weise eine Normaldarstellung)

n k
— [udi= [ Yo du =3 [als du =3 oy [ 14, dn = Y ain(ay)
= (6) = (5) % (4)

13 Das Integral positiver, messbarer, numerischer

Funktionen

1 z€Q

Beispiel. f(x) = {0 20
x

— f=) 1y =1g /ﬂ@d/\ZA(@)Z()@
reQ

Satz 13.1. Sei (uy), C ET eine wachsende Folge (up, < upt1, Vn) und u € E*:

u < supu, — /ud,u,gsup/un du (1)
n n

Beweis. Wir schreiben u = 2?21 ajla;, Aj € A,a € Ry.
n
/u du="7_ aju(4;)
j=1
Sei0 < a<1:B,:={u,>au} e A Also ist immer Vn € N. Also gilt

auch Monotonie:
/un du > /auJLBn du

:a/u]an du

n
“ZZ%‘M
Jj=1

n n
u]an = Zaj]lAj . ]an = Zaj]lAjﬂBn
J=1 J=1
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= /u]an d,u:Zaj/]lAijn d,u:Zau(AjﬂBn)
j=1 j=1

oo
Upt+1 > Uy, — Bn+1 D B, wachsend und | X = U B, = lim B, | Das heiftt, dass
n=1

n—o0

Aj =1lim,, o A; N B, und das Maf 1 ist von unten stetig.
N——

wachsend

p(Aj) = lim pu(A; 0 By)

= /udMZZaj-u(Aj)=Zaj7}ggou(z4jﬂ3n)=nlggozaju(z4j03n)=7}iggo ulp, du
J J
sup/undu:nlgnéo/unduzgi_{go/au]lgndu:a/udu Vo<a<l1
n

Jetzt bildet man den Grenzwert o — 1 und erhélt sup,, [ u, du > [ u dp. O

Korollar 13.2. Sind (uy,),, , (vy),, wachsende Folgen in E*, so gilt:

Sup u, = supv, = su /un dy = Sup/vn du (2)
neN neN n n

Beweis. Fiir jedes m € N ist u,, < supv, und v,,, < supu,. Satz 1 besagt dann

/umdugsup/vndu = sup/umd,ugsup/vnd,u
n m n

und

/Umd,ugsup/und,u = sup/vmd,ugsup/und,u
n n n

O

Definition 13.3. Es sei Mt = M™ (X, A) die Menge aller numerischer Funktionen
f >0 auf X, fir die es eine wachsende Folge (uy),, C ET mit f = sup, u, gibt. Dann
ist nach (2) die Zahl supy, [ u, dp € [0,00] von f abhingig und unabhdingig von der zur
Darstellung von f benutzten Folge (uy,),. Sei f € M™, f =supup, (un),, C Bt upy1 >

un. Dann nennen wir
/f dp = sup/un du (3)
n

das p-Integral von f.
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Bemerkung. Offensichtlich ist E* C M™. Gegeben v € ET, nehme u, = u =—> u =
sup,, un. Dann gilt nach (3) f =u € ET, also:

/fd,u:sup/und,u:sup/uduz/ud,u

Also ist das Integral in (3) die Fortsetzung vom Integral iiber ET!
Satz 13.4. Es gilt:

(af e MTVa eR,

f+ge Mt

frgeMt = Jf-geM" (4)
fVvgeMt

[ fAge Mt

/afdu—a/fdu (5)
/Yf+mdu=/fdu+/gWL (6)

fégzﬁ/fdué/gw (7)

Beweis. Zu f € M existiert eine Folge (uy),, C ET,up > upy1,f = sup,u, =
limy, oo Unp.

(5): Selber machen!

(6): Seien f = sup upun, g = sup,, vn, (uy),, ; (vn),, C ET wachsende Folgen.

— /fdu—sup/undu,/gd,u—sup/vndu

Wegen f + g = sup,, (up + vy,) gilt:

/(f+g>du=sup/<un+vn>dﬂzggn;o(/<un+vn>du)
= lim (/undu+/vndu> = lim /undu—i— lim /vndu
n—oo n—oo n—0o0
=/f@+/gw
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Ist ferner f < g, dann ist

Um < f < g=supuv,
n

Stz /umdug/supvnd,u:/gd,u
— | [sau=suw [wndn< [gau

Frage: Welche messbaren numerischen Funktionen f > 0 auf X sind in M™?
Antwort: Alle! ®

Satz 13.5. M ist die Menge aller messbarer, numerischer Funktionen f > 0 auf X!

Bewets.

, = Sei f € M+t = f ist messbar und nicht negativ.

, <= “ Wir verwenden einen Trick: Dyadische ,Zerlegung” im Bild von f!

Sei f: X = R, f>0und A-messbar .

{2"< f<(i+1)27"} ,i=0,1,...,n2" -1
{f=2n} , i =mn2"
Fiir jedes feste n € N ist es in A und paarweise disjunkt.
Uy 1= 2?228 i27"1a,, € ET und u,, < f nach Konstruktion!
Monotonie: u,41 auf A4;, und un‘ A, = 127", Welche A; 41 sind in A, ,, enthalten?
Ajpi1 C Aip < j=2ioder j=2i+1
Also nimmt w1 auf A;;, den Wert 2i-27"~1 = §.27" oder den Wert (2i) 27" " 14,, ., +

Setze fiir n e N A;,, := {

——
i2-n
(20 +1)27" L agiy iy = Un 4 Vi=0,1,...,n27"—1 Damit ist | un41|, > un|, |
s in i,m i,m
(i+3)2-n>i2—n
Es gilt weiterhin f = sup,, un, denn:
Ist f(z) = 400 = wuu(z) =n — o0;ist f(z) <00 = wu,(z) < f(z) <
Up () +27" Vnf (z). Alsoist Vo € X : f (z) = sup,, u (x)!
- 27.11.2019

Satz 13.6 (Beppo Levi, monotone Konvergenz). Sei (fy),, € M™ wachsende Folge (
also fn < fnt+1 ¥Yn). Dann folgt:

sup f, € M* und /Sup fndu = Sup/ fn du
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Bemerkung. f, < f,41 Vn = sup, f = lim, o fn

Monoton: f Jndp < f Jn+1 dp = sup, f Jn dp = limy, f fn dp.
Eine andere Formulierung des Satzes von Beppo Levi ist also:

| oy o= tim [

Beweis. f :=sup,, fn (f(x) :==sup,, fn () = limy, 00 fr (2)).
Es reicht zu zeigen, dass es eine Folge (v,), C ET (also v, < vp41) mit supuv, = f
und vy, < f, gibt. Denn dann ist f per Definition in M* und [ f dp = sup,, [ v, dp <

sup, J fo d.
Monotonie
Da f > fo, gilt: [ fdu> [ fn dp fiir alle n. Somit folgt auch:

[ raunzsw [ 4,

und schlieRlich unser Ergebnis [ sup f,, dpu = sup,, [ fn dp ©.

Beweisen wir also die Existenz einer solchen Folge (vy,),,:
Zu f, gibt es eine wachsende Folge (tmn),, ey C ET mit

fn =supumn, Umn < frnVmeN
m

Wir definieren vy, 1= Um,1 V Um2 V-V Unm € E7T. Dann gilt:

Um+1 = Um+1,1 V * -V Umnt1m+1 > Um+1,1 V-V Unt1m > Um,1 V- -V Umm = Um

und

‘vm:um,l\/"'vum,mSfl\/"'vfm:fm‘

Daraus folgt sup,,, vm, < sup,, fn = f. Auferdem gilt nach Definition von vy,:

’mZn - umyngvm‘

Daraus folgt f,, = sup um n = limy—00 Um,n = liMy,—s00 Uy, = SUp,,, V. Schlieklich gilt
also fiir alle n € N, dass f,, < sup,,, vm. Also gilt auch f = sup,, f < supv,, und damit
f=sup,, fm. O

Alternativbeweis: Sei f = sup,, fn eine positive, messbare, numerische Funktion. Dann ist
nach Satz 5 f € M™. Also existiert eine wachsende Folge (uy,),, C ET mit f = supp,un,.
Nach Definition ist [ f du = sup,, [ um dp.
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Auch wissen wir, dass Vn € N: f,, < f. Also folgt aus Monotonie (und fiir festes m € N):

[ fuduz [ 1

=>Sllp/fndu</fduzsup/umdu

Wihle ein beliebiges € im Raum und definiere B,, := { f, > (1 — €) uy, }. Wie im obigen
Beweis von Satz ist By, messbar, B, C Byy1 und X = limy, o0 By = U, cry Bn- Sei

Uy, € ET mit u, = Zle ajly, und fr, > (1 =€) uplp, = (1—¢) Zle ajla;ng,-
Dies impliziert:

L
/fnduZ/(l—e)um]an du:(l—e)Zaju(AjﬁBn)

j=1

und fp, < fur1 Vo, fi> fuVizn

L
= /fz duZ/fnduZ(1—6)ZajM(AjﬂBn)
j=1

L
= sup/fl dp > (1—6)Zaj,u(AjﬂBn) VneN

lEN =

o ist stetig von unten == lim pu(A4; N By) = p(4))
n—oo

L
= sup/fld,uz(1—€)Zaj,u(Aj):(l—e)/umdu VvmeN0<e<l1
leN -
7=1

mm/ﬁduz/um@

leN
SUP/fzdquup/umdu:/fdﬂ
l m

!

!

Korollar 13.7. Fir jede Folge (fy), aus M* gilt >°°, € M™T und

/;mwzgjnw

Beweis. Sy, := Z;‘:l f; ist wachsend und in M*. Dann kénnen wir Satz 6 unter Beach-
tung von (6) anwenden und erhalten ) f, = sup,, Sp. O
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Satz 13.8 (Fatou, WICHTIG!). Sei (f,),, C M™. Dann gilt liminf,_, fn, € MT und

/lim inf f,, du < lim inf/ fn du
n—oo n—oo

Bemerkung. Fs gibt Fille in denen ,,<“ gilt. Also ist ,=* im Allgemeinen falsch.

_ 1 n<zx<n+1

Beispiel. Lebesque-Mafi auf R™ : f, (x) = — liminf f, = 0.

0 sonst
ffndA:fl[n7n+1] dA=n+1-n=1 — liminfnﬁooffnd)\zl

1
n 0<z< &

= liminfg, =0
0 w>%oderm§0 In

Oder: g, = {

Beweis. Wir mochten die monotone Konvergenz anwenden!
Betrachte also f(x) = liminf f,, () = sup,, infg>, fi (z) = sup,, g, () mit g, (z) =
infy>y, fi (). Dann ist

= = inf = inf f =
Gn+1 anka kznfk 9n

/sup gn dp = Sup/gn dp
n n

=f=liminf f,

Beppo Levi
e

— /liminffn d,u,:sup/gn du (gn:ggf < fi VlZn)
:>/gnd,u§/fldyVlzn
— [ onauzjnt [ fran

== /lim inf f,, dyu = sup inf / fi dp = lim inf/ fn du
n—o0 n >n n—00

Notation: Wir hatten A,, T A, bzw. A,, | A mit Mengen A,,,A C X wenn A, C A,11

bzw. Ay D Apyrund A =J7, Ay bzw. A =2, An. make
Analog schreiben wir nun fiir numerische Funktionen f1, fa,--- : X — R folgendes: pretty
fat ffalls g1 (z) > fr(z) Ve N,z € X und f, (x) — f(x) fir n — oo
fod ffalls fry (z) < fo(2) YVRneN,z € X und f,, (z) = f(x) fir n — o0
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Sei (X, A) ein Makraum und (4,), C A. Dann ist:

liminf 14, = Liiminf A, = 14 mit

n—oo
A: —hmlnf— U ﬂ Ay

n=1k=n
={x e X :xze A, fir fast alle n € N}

={zeX:dn(x)eN:zc A, Vk>n(z)}

limsup 4, : = [j ﬁ Ag

n=1k=n
={z e X :x e Ay fir co-viele k e N}

O
Korollar 13.9. V (4,), C A gilt
p (minf An) < liminf i (42 ®
und ist p endliches Maj, so gilt auch
o (hm sup An) > limsup p (A4y,) 9)

02.12.2019

Hatten: (4,), C A
liminf Ay, = U, 2 Miep A = {2z € X : z € A, fiir fast alle n }
limsup Ay, = Nie; Ure,, Ak = {2 € X : © € A, fiir unendlich viele n }

lim infn—mo HAn = Ljiminf An lim SUPy, 00 HAn = Liim sup An

Beweis zu Korollar 9. Es ist:

I (lim inf An> = / Liimint, A, A1 = /lim infly, du
n n—oo
Satz von Fatou

n—o0

lim inf/ 14, du= lirginfu (Ap) v
Zu (10):

C oo 00 C
<limsupAn> = <m U Ak> U ﬂ AY —hnni}ng

n—oo
n=1n==k n=1k=n
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Ist also p (X)) < oo, so gilt

C
1 ((hm sup An> ) =p(X)—pu <lim sup An> =u (hm inf A,CL)
n—00 n—o0o n—00

©)
< liminf p (AS) = lilginfu (X \ A,) =liminf (u(X) — u(Ap))

n—oo n—o0

= p(X) — limsup p (4y) = (10)

Nach Fatou ist f,, > 0 messbar und somit gilt:

/lim inf f, dp <lim inf/ fn du

Reicht es wenn gilt: f, > —g, g > 0, g ist integrierbar?

14 Integrierbare Funktionen

Frage: Was ist wenn f : X — R oder f: X — C messbar ist?

Definition 14.1. Sei (X, A, n) ein Mafraum.
FEine numerische Funktion f: X — R heifit (u— )integrierbar, falls sie (A—) messbar ist
und die Integrale [ f+ dp, [ f~ dp reelle Zahlen sind. Dann heifit

[faw= [ 5t dn= [ 5 au (1)

das (p—)Integral von f (iber X ).

Wir schreiben auch:
o [ f(z)du(x)
o [f(z) p(dr)
o [x [du

Ist f >0, so gilt f~ =0. Daraus folgt, dass (1) konstant mit dem Integral von f € M™
ist. Die rechte Seite von (1) ist wohldefiniert, falls mindestens einer der Terme [ f dp
oder [ f~ du endlich ist. Man sagt dann, dass f quasi-integrierbar ist oder dass das
Integral von f existiert.

Satz 14.2. Notwendig und hinreichend fir die Integrierbarkeit einer messbaren, nume-
rischen Funktion f: X — R ist jede der Bedingungen:
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a) ft und f~ sind integrierbar.

b) Es existieren integrierbare Funktionen u,v > 0 mit f = u — v.
c) FEs existiert eine integrierbare Funktion g > 0 mit |f| < g

d) |f]| ist integrierbar.

Aus b) folgt [ fdp= [udp— [vdp

Beweis. Es reicht die Aquivalenz von a), ..., d) zu zeigen:
a) = b) Nehme u:= f* und v:= f~.

b) = ¢) Sei f = u—v, wobei u,v > 0 integrierbar sind. Dann ist | f| < u+v =: g und

/gdu:/u+vdu:/udu+/vdu<oo

¢) = d) Aus der Monotonie folgt sofort: [ |f|du < [ gdp < oo

d) = a) Esgilt f=f—f~,|fT + f7| > f*. Dies impliziert, dass f integrierbar ist,

denn
/fiduﬁ/lfldu<oo

Nun zeigen wir noch die zusétzliche Implikation von b):
Sei also erneut f = u — v, wobei u,v > 0 integrierbar sind. Nach Definition gilt:

[ran=[rran= [ 1 an

Wegen f=fT — f~ =u—wvist ff +v=f" +u>0. Da alle diese Funktionen in M™
liegen diirfen wir hier die Summen in das Integral ziehen und wieder rausholen. Also
schreiben wir:

/f+du+/vdu=/(f++v)dMZ/(f_+u)du:/f—du+/udM
= /f+du/f_du=/Udu/vdM

=[fdu

Wobei gilt: f* <wu, f~ <v = fT, f~ sind integrierbar. O

Satz 14.3. Seien f, g : X — R integrierbare, numerische Funktionen. Dann sind o~ f, o €
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R und f + g (sofern diese auf dem Intervall definiert sind) integrierbar und es gilt:

/(a-f)duza/fdu
/(f+g)du=/fdu+/gdu

Ferner sind fV g und f A g integrierbar.

Beweis. Da (af)” = aft und (af)” = af™ falls a > 0 ist, bzw (af)” = |a| f~ und
(af)” = |a| fT falls a < 0 gilt, kénnen wir folgendes aufschreiben:

/ozfd,u:/(afﬂ du—/(af_)du(1§5)a/f+du—a/f_d,u:a/fdu

Zum zweiten Teil der Behauptung: Es ist f = fT — f~ und g = ¢g" — g—. Also ist
f+g=ft+g"—(f" +9 ) =:u—v. Nach dem Zusatz von Satz 2 ist das Integral von

f+ g also:
/(f+g)dM:/Ud,U—/Ud,U:/fd,u—l-/gd,u

wobei die zweite Gleichheit wegen folgendem gilt:
/udu:/(f++g+) du:/f+du+/g+du<oo

/vdu:/(f_+g_)du:/f_d#+/g_du<oo

AuRerdem gilt |f V g| <|f|+ |g| und nach Satz 2 [ |f| du < oo und [ |g| dpu < co. Nach
Satz 2 ist also fV g integrierbar. Weiterhin ist |f V g| < |f|+]g|, womit wieder nach Satz
2 |f A g| integrierbar ist. O

Satz 14.4. Seien f,g: X — R integrierbare, numerische Funktionen. Dann gilt, wenn

[ <g:
/deS/QdM (3)

]/fcm]s/\f\ du (1)

Bemerkung. (3) gilt auch wenn f,g quasi-integrierbar sind.
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Beweis. Ist f < g, sogilt fT < g™ und f~ > ¢g—. Also:

[ran=[sran= [ aus [g tu- [g du=[gan — @)

Wir haben weiterhin f < |f| und —f <|f]. Also gilt:

’/fdu‘=ma><</fdu,/—fdu>=maX</fdu,—/fdu></\f|du —

O

Korollar 14.5. Fliir jede p-integrierbare numerische Funktion f auf X ist {|f| = 400 }
eine pu-Nullmenge.

Beweis. A :={|f| = 4oc} ist messbar. Auferdem haben wir [ |f| dp < co und

A
0014 (x) = {zo iEAC < |f|. Nach Satz 3 folgt daraus

/oo]lAd,u:oo/IlAd,u:oou(A)g/Ud,u<oo

Also ist 00 - i1 (A) < oo und somit p(A) =0. © O

Komplexwertige Funktionen:
C ,=“ R? = nehme auf C die Borel o-Algebra B2.
Sei f: X — C und (X,.A) ein Messraum. f ist (A)-messbar falls f~*(B) € AV B € B2

z2€C,z=Re(z)+i-Im(2)

f=Re(f)+i-Im(f) wobei Re(f), Im(f): X — R. f ist genau dann messbar wenn der
Real- und Imaginarteil von f messbar sind was auferdem aquivalent zu der Messbarkeit
des komplex Konjugierten f von f ist.

Definition 14.6. f : X — C heif§t (u-)integrierbar (iber X ), wenn f messbar ist und
Re (f),Im (f) integrierbar sind. Wir setzen dann

[ £an= [Re(pyau-+i- () du

Satz 14.7. Fir jede Funktion f: X — C sind folgende Figenschaften dquivalent:
a) [ ist integrierbar.
b) Re(f) und Im (f) sind integrierbar.
¢) (Re(f))* und (Im (f))* sind integrierbar.
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d) FEs existieren reelle integrierbare Funktionen p,q,r,s >0 mit f =p—q+i(r —s)
e) f ist messbar und es existiert eine reelle integrierbare Funktion g > 0 mit |f] < g
f) f ist messbar und |f| ist integrierbar und reellwertig.

Beweis. Es gilt die Aquivalenz a) <= b) <= ¢) nach Definition.
) = d) f=p—q+i (r—s),p=Re(f)", ¢=Re(f)) usw.
d) = e) Esgilt |fI<|p—¢q|+|r—s| <p+qg+r+s=:g. Also ist g integrierbar.

e) = f) Aus der Monotonie des Integrals folgt [ f du < [g¢ dp < oo, womit |f]|
integrierbar ist.

f) = a) |[Re(f)| < |f| und |Im (f)| < |f|. Nach Satz 2 sind also Re (f) und Im (f)

integrierbar.

= 06.12.2019

Satz 14.8. Seien f,g : X — C integrierbar und o € C. Dann gilt sind auch af und

f + g integrierbar und
/af dp = a/f du

[t+gdu=[san+ [gan

Beweis. Es gilt Re (f +¢9) =Re(f)+Re(g),Im(f +¢) =Im (f)+Im(g). Also ist nach
Satz 3 Re (f + g) und Im (f + g) integrierbar und

[ et +g)du= [Re(p)du+ [ Re(g) du
[ 49y du= [ 1) dut [ 1) du

= /f+gdu—/fdu+/gdu

Es bleibt [« f dp = a- [ f dp zu zeigen: Es ist |a- f| = |af - (JRe (f)| + Im (f)]).
Deshalb ist «f integrierbar.
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Sei a = 4. Dann ist
/ifd,u:/Re(if) du—l—i/lm(if) du
— [ty du+i [ Re () du

=i [Re(nduti [ () an)

Alsoist [if dup=1 [ f dp.

Wihle also o = a + ib, a,b € R beliebig. Dann gilt:
/a'fdu:/(a—kib)-fd,u

—/a-fd,qu/z’-(b-f)du

Satz 14.9 (Dreiecksungleichung). Ist f : X — C integrierbar, dann folgt

’/fdu‘é/\fldu

Beweis.
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Erster Versuch
[ =|[rew) dui i) a
< ‘/Re(f) du‘ ¥ ‘/Im(f) du‘
< [IRe)dut [ ()] dn

< [+ [171du

2 Il @

Zweiter Versuch Sei z := [ f du. Schreibe z dann als z = |2| e mit ¢ € [0,27). Also
z = |[ f dp|e'®. Daraus folgt, dass |[ f du| in R liegt und sich als
folgendes schreiben lasst:

‘/fdu‘ = ei‘z’/fdu = / (e*i‘z’f) du

‘/ f du) = Re (/ ey du) = /Re (c¢f) du

s/\e—“ﬁf\ duS/‘€"¢ f] dp

— [ 1#1dn

Also ist:

O]
Satz 14.10. Seien f, g: X — R quasi integrierbar und f < g — [ fdp < [gdu
Beweis. Nach Voraussetzung ist f© < g™ und f~ > ¢
= /f*duﬁ/fdu,/f‘duz/g‘du
— [tdu= [t [ s [grau [ du= [gau
O]
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Definition 14.11. Sei f : X — R integrierbar oder in M* (oder f : X — C integrier-
bar).
Ist A € A, so setzen wir

/A faui= [ 141 dy (4)
Insbesondere gilt [y f du= [ f dp.

Rechenregeln:
fdu+ fd,u:/fd,u%—/fdu VA, Be A (5)
AUB ANB A B
/ fd,u:/fd,u—i—/fdufallsAﬁB:@ (5")
AUB A B
f@<g@ vacd — [ fans [ ga (6)
A A
Wir setzen:

L (1) := Menge aller p-integrierbaren reellen Funktionen auf X

E(lc (1) := Menge aller p-integrierbaren komplexen Funktionen auf X

Sind p, v Mafe auf der o-Algebra A in X, so gilt:
Die numerische Funktion f auf X ist (i + v)-integrierbar gdw. sie u- und v-integrierbar

15t.
[fawsn= [ raus [ rav (7)

Es gilt:
mit (u+v) (A) == p(A)+v(A)

Man rechnet dies fiir f € ET nach und wendet dann die Definition des Integrals an.
Insbesondere st

LY(u+v) =L (w) N L (v)
£h (utv) = £5 () N £1 (v)

Also ist insbesondere ist L' (p) ein Vektorraum und L& (n) ein C-Vektorraum!

Beobachtung: Die Abbildung
fr [ fau ®)
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ist eine monotone Linearform auf L' (1) fiir alle A € A.

Alternative: Gegeben sei p auf A, A € A. Setze dann pa als die Restriktion von p auf
der Spur-o-Algebra AN A.

Lemma 14.12. Sei f eine numerische Funktion in M™ oder u-integrierbar. Sei aufer-
dem f' die Restriktion von f auf A:

f/::f‘A,f/:A%E,xb%f(x)

Dann ist f' MT (A, AN A)- bzw. pa-integrierbar und

[ £ dua z/Afdu (9)

Daber set pg = M‘AHA'

Beweis. Sei f € M1 (X, A). L
Dann ist f' € M+ (A, ANA) denn f~1(B)=AnNf~1(B) VB € B~

Zur Funktion 14f € M™T (X, A) existiert eine Folge (uy),, in ET mit u, T 14 f. Also ist
up, T f und u), € ET (A, AN A).

Fdu= | 1af du "L sup [ wy du
A k

/f’ dpa = sup/Uﬁ1 dpa

Da0<u, <laf = u,(z)=0 Ve AC

Kn
und u, = Z Oé§-n)ﬂA(vn) Oég-n) >0
i=1 ’
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1 aun = Uy

Kn
=14 Za§n) ) ]1A§”)
j=1

@
= > La-T e
J

jzl:Kn
_ (n)
= Z a; ]lAmAg’”

= uj, auf A

= /undu:/ugduA
— [ dus= [ 1

Ist f € Mt (A, AN A) beziechungsweise p4-integrierbar, so ist

/Afduz/fduA

Wir nennen f iiber A p-integrierbar, falls [ |f] dua < oo.

Korollar 14.13. Sei f eine auf einer Menge A € A definierte numerische Funktion
(oder C-wertig). Dann ist f genau dann iber A p-integrierbar, wenn die durch

{f@),xeA

0 ,x e AC

fa(zx):=

auf ganz X definierte Funktion u-integrierbar ist. Es gilt:

/AfdMZ/faduz/ﬂAfdu

Bewets. Lemma 12. ]
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15 Fast uberall

Erinnerung: N C X heift (u-)Nullmenge, falls N € A und p (N) = 0 gilt. Sind (Nj) ;o

N

Nullmengen, dann ist auch N := )" eine Nullmenge, denn

j=1=00
o o
p(N)=p (D N | <D p(N;) =0
j=1 j=1

Weiterhin gilt fiir A € A, A € N, wobei N eine Nullmenge ist, dass 0 < u(A) < u(N) =
0, womit A auch eine Nullmenge ist.

Definition 15.1. Sei E eine Figenschaft, die fir jeden Punkt x € X sinnvoll ist (d.h.
fiir jeden Punkt x € X ist definiert, ob E gilt oder nicht). Wir sagen (u-)fast alle Punkte
x € E besitzen die Eigenschaft E oder E gilt (u-)fast tberall (p-f-ib.), wenn es eine
p-Nullmenge N gibt so, dass alle x € N© die Eigenschaft E besitzen.

Beispiele.

1. Fir f,g: X =Y ist f = g p-fast-iberall, falls es eine Nullmenge N gibt so, dass
f(z)=g(z) Yoe NC.

2. Eine numerische Funktion f : X — R ist u-fast-iiberall endlich, falls es eien Null-
menge N gibt mit f (NC) CcR.

3. Betrachte (fyn),, mit fn, : X — R (oder C oder metrischer Raum): (f,),, ist u-
fast-iiberall konvergent gegen f, wenn es eine Nullmenge N gibt mit: Vo € N¢
konvergiert f,, (x) gegen f (z) im Grenzwert n — co.

4. Korollar 14.5: Ist f u-integrierbar, so ist |f| < oo u-fast-iberall.

Satz 15.2. Sei f € M™. Dann gilt:

/f du=0 <= f =0 p-fast-iberall

Beweis.
, = “ HEs sei N messbar mit

N:={f#0}={f>0}
~Uo=h-0Ox
j=1 Jj=1

ven: f@z = 7@
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Weiterhin ist

pu(N;) = / Iy, du

/N_ldué/N_j-f(x)du

J J

:j’/N Ly, fdu<i [ fdn=0

J
Annahme: [ fdu=0 = p(N;)=0 = u(N)=0
, <= Sei f € MT mit f = 0 u-fast-iiberall. Sei N eine Nullmenge mit f(z) =
0 Yz € N. Setze u, :=n - 1y. Dann gilt:

/undu—n-/ﬂNdu—n-u(N)—n-O—O

Weiterhin ist ¢ = lim, o u, und u, T ¢ — fg du = lim /un dp = 0
n—oo
=0

gafeeN = f<g = 0< [du< [gau

= 09.12.2019

Bemerkung. Warum ist co-0=0%

Sei ;i (N) = 0. Definiere:

g:=o00 -1y € M* gn :=nly In+1 = Gn g = lim gy,

n—o0

Dann folgt:
:/gndu:nu(N):n'OZO VneN

Mon':é(on/ gdp = lim gn dp =10
n—oo

=00-p(N)=00-0
Korollar 15.3. Jede A-messbare Funktion f auf X ist diber beliebige pu-Nullmengen N

integrierbar und
/ fdu=0
N

Beweis. Ist f > 0, dann folgt dies direkt aus Satz 2, da 1y - f € M™T p-f.ii. gleich 0! Der
allgemeine Fall folgt aus f = f+ — f~. O
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Bemerkung. Die Kompleze Version folgt aus f = Re (f) + Im (f).

Satz 15.4. Seien f,g A-messbare numerische Funktionen auf X, welche u-f.i. gleich
sind. Dann gilt:

a) f>0,9g>0: [fdu=[gdpu
b) f integrierbar = g integrierbar und [ f dp = [ gdp
¢) f.,g komplezwertig, f integrierbar = g integrierbar und [ f du= [ gdp

Bewets.
a) Nach Voraussetzung ist N := { f # ¢ } eine Nullmenge. Also folgt aus Satz 2, dass

/fduz/gduz()
N N
Es folgt:

M:zNC=>/Mfdnz/nM-fduz/nM-gduz/Mgdu
MAN =0 — /fdu :/(]lM—HlN)-fd,u:/Mfdu—k/Nfdu

=/ gdu+/gdu=/gdu
M N

Dabeiist 1y 4+ 1y = 1yuny = 1x
b) Nach Voraussetzung gilt:

ft=g¢" pf-ii. und f~ =g p-f-ii. .

= /f*dpc:/g*du, /fduz/gdu
c) Wende b) auf Re (f), Im(f), Re(g), Im(g) an.

O

Korollar 15.5. Seien f : X — R (oder C), g : X — R messbar und ‘ If] < g p-f-i. ‘
Dann ist mit g auch f p-integrierbar.

Beweis. Setze g := gV |f| messbar und da |f| < g p-f-i. ist g =g p-f-i. .

Aus Satz 4 folgt dann, dass 0 < [ g du = [ g du < oo, womit also § u integrierbar ist
und nach Konstruktion |f| < g iiberall gilt.
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Aus der Monotonie folgt dann

/|f|dﬂﬁ/§du:/gd,u<oo

Also ist f integrierbar. O

Satz 15.6. Seien f, g integrierbare, numerische Funktionen auf X. Gilt

/Afdué/Agdu VAc A (1)

so folgt f < g p-f.-i. . Ferner folgt aus der Gleichheit in (1), dass f =g p-f--i. gilt.

Beweis. Sei M :={ f > g }. Wir geben uns ein bisschen ,Sicherheitsabstand“ mit M,, :=
{f>g+1i} neN

oo
= M, C Myy, | My =M

n=1

— Mfduz/ g+*du /gdu+1/ dp
Z/Mngdwr - (M, / fdu+* p (Mp)

= p(M,) <0

= pu(Mp) =

= p(M) = lim p(M,)=0

= f<g pf-i

Bemerkung. Integrierbarkeitsannahme ist wichtig!
Betrachte beispielsweise X, A={0,X},n(0) =0,u(X)=+cc und f =2-1x,9g=1x.

:>/fd,u§/gd,u A=0 oder A=X
A A

= (1) gilt, aber g < f.

16 Majorisierte Konvergenz
Satz 16.1 (Lebesgue, 1910, majorisierte Konvergenz). Die Funktionen f,, f: X — R

(oder C) seien messbar und lim f, = f p-f.-i. Ferner gebe es eine p-integrierbare Funk-
tion g > 0 auf X mit |fn| < g p-f.-i.
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= fn, n € N und f p-integrierbar und

I [ fodn=[rae
I [ -fldi=0 @

Wir nennen g integrierbare Majorante.

1 <z< 1
Beispiele. Definiere f, (x) = ! nsTsnd Also ist [ fn(x) d\' = 1 und

(0 sonst
lim,, 0o = 0. fp, hat also keine integrierbare Majorante auf [0,00)! Betrachte nun f,, :
n 0<z<i :
[0,1) = [0,00), fn (z) = T ™. Dannist [ fpdx=1
0 sonst

Beweis. Da f = lim,, o0 fr, p-f.-U., existiert eine Nullmenge Ny mit f () = lim,, 00 fn (z) YV €
N§. Fiir jedes n € N ist weiterhin |f,| < g p-f-ii. . Also existieren Nullmengen
Ny i |fa(@)] < g(z) Va € NY. Offensichtlich ist M = (U2, N,,) U Ny auch eine
p-Nullmenge!

— Vo e MY |[f(2)| = |fa(2)| < g(2)

= |fI <g pf-id

Korglﬁ und f sind p-integrierbar fiir alle n € N
Setze g, == |f|+g—|fn — f|- Alsoist g, > |f|+9—|ful—|f] = 0 p-f-i.. Weiterhin ist:

liminf g, = liminf (|f| + g — |fa — f])
n—o00 n—00

= |fl + g — limsup | f,, — f| = |fl+g p-f-ii
n—oo
—_—————
=0 p-f-u.

Also gilt:

/|f|+gd,u:/liminfgn dp
n—oo
Fatou
< lim inf/gn dp
oo

n—

= timint [ (171 + 1fu 1) dn

—timint ([ (f1+9)du= [ 15, - 11 dn)
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Es folgt:
= Oélimsup/!fn—fldugo

= lim/|fn—f|du:0
n—oo

= (2)!

Zu (1):

‘/fndu—/fdu‘ - ‘/fn—fdu‘ < [l flan"=0
Also ist limy, o0 [ fr dp = [ f dp! O
Anwendungen:

Lemma 16.2 (Stetigkeitslemma). Sei E metrischer Raum und f: Ex X — R (oder C)
eine Funktion mit

a) x— f(t,x) ist p-integrierbarVt € £

b) tw f(t,x) ist stetig intog Vo € X

¢) I p-integrierbare Funktion h > 0 auf X mit

|f(tz)| <h(z) Vie B,z e X

Dann ist die auf E definierte Funktion

o (t):= /f (t,z) p(dzx) (Parameterabhéngiges Integral!)

stetig in to!

Beweis. Sei (t,),, eine Folge in E mit lim, o t, = to. Zu zeigen ist: limy, o ¢ (tn) =
¢ (to). Wir setzen fy, (z) := f(tn,z),z € X. Aus c) folgt |fn]| < h Vn € N und
limy, oo = f (to,-) tberalll Nach dem Satz der monotonen Konvergenz folgt

Tim / fu dp = /  (t0, ) pt (dz) =  (to)
(tn)
o(tn
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Also:

lim o (ty) = lim [ f (tn, 2) p(dr)

n—oo

_ / (o, 2) p (da)
:/ lim f (tn, ) p(dz)

n—oo

O

Lemma 16.3 (Differentiationslemma). Sei I ein nicht ausgeartetes Intervall in R (d.h.
weder leer, noch einpunktig). Sei nun f: I x X — R Funktion mit
a) xz+— f(t,x) ist p-integrierbar VYt € I
b) tr—— f(t,x) ist differenzierbar ¥z € X. Die Ableitung bezeichnen wir mit f’ (t,x)
¢) Es existiert eine p-integrierbareMajorantenfunktion h fir f' (t,-), uniform int € I
mit |f' (t,z)] < h(x) Ve e X

Dann ist die Funktion I >t~ ¢ (t) := [ f(t,z) p(dz) differenzierbar in I und f’(t,-)
1st  p-integrierbar und

o (t) = / £ (tx) p(de)

11.12.2019
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Beweis.

t#£sel o () —
t—s

I>t,#s, t, > s, n—o0

f(tn, ) — f(s,7)
tn, — S

Sei nun z € X fest. Nach dem Mittelwertsatz ist:

F(ta) = f(s.2) 5f‘

. (dr) mit s fest

/fts:t_f(sw)

— f'(s,2) n — oo nach Voraussetzung.

fn (z) =

‘f’ (C,SU)‘ < |h (z)| nach Voraussetzung

=f"(¢x)
¢ zwischen t und s.
Celt,s)t<s
Ce(s,t)t>s
Dom

n—o0

=limpn— 00 M =/ f'(s,x) p(dx)
<:>hm<p( — /fsl/l(]l)

n—00 tn — S

t—s tfs

:>lim80 /f s,x) p(dx)

O

Wir wollen als néchstes £LP-Raume betrachten. Sei f eine messbare Funktion auf X. Dann
betrachten wir .
D
( / 1P du)

Fiir a,b > 0 ist (wenn wir oBdA a > b annehmen)

flir 1 <p < oc.

1 b\ P\ »
lim (a +0P)r = lim a <1+ () )
p—r00 p—r00 a
= lim a(1+ 1)% P22
p—r00
Das bedeutet )
lim (a” +0P)» =a Vb

p—0o0
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Deswegen nehmen wir fiir den obigen Term als Ersatz fiir p = +oc:

sup | f ()]

zeX

Abéndern inf {a > 0 : |f| < o p-f-t0. }

17 Jensensche Ungleichung

Erinnerung: Sei I C R eine Intervall.
¢ : I — R heift konvex, falls Vx,y € I, X € [0,1] gilt:

o O+ (1= Ny) < Ap () +(1-N)p(y) (1)

Gilt < in (1) fir alle z # y € I und 0 < A < 1, so heift ¢ strikt konvex.

Lemma 17.1. Fir jede Funktion ¢ : I — R sind dquivalent
a) ¢ ist konver.

b) ‘v’x<t<y€[:cp(t)Sgo(x)—i—%-(t—x)
¢ )

¢) Vo<t<yel:# ]);f(x < <p(y;:5($)

) — ot

d) Ve<t<yel: o( x_y(y) < so(y;_f()

) Vo<t<yel: 2ol < el-el)
Beweis. Jede der Bedingungen a), c), d), e) ist dquivalent zu b). (Siehe Ubung) ]

Ferner: Die strikte Konvexitét von ¢ ist dquivalent zu b), ¢), d) und e) jeweils mit “<”.

Lemma 17.2. Ist ¢ : I — R konvex, so folgt:

t) —
drp(x) = tl—i>IaIcl+ 2 i_i( ) ezistiert ¥Yx € I°
t) —
d_p(x) = lim p(t) = ¢ () existiert ¥ x € I°
t—x_ t—x

Beweis. Es gilt s < x <t <y € I°. Daraus folgt:

p(s)p() o et) —v@) o) - e@)

s—x t—x Yy—x
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¢ (tn) — ¢ (2)

t, — T

Einerseits ist nun ¢, > z, andererseits t,+1 < t, — monoton fallend. Aus

>el)—e(z)

s—x

dem Satz der monotonen Konvergenz folgt also, dass der Grenzwert existiert! O

Bemerkung. Ist ¢ : I — R konvexr und m € I°, dann gibt es ein o € R mit

() >p(m)+alt—m)|Vtel (2)

Ist ¢ strikt konvex, so gilt ,>* in (2) fir alle t € I mit t # m/!
(Zusatz: Jedes o € [0—p (m), 04 (m)] geht in (2)!)
Satz 17.3 (Jensensche Ungleichung). Sei (x, A, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum (also

w(X)=1), ¢ : I = R konvex und f : X — I p-integrierbar. Dann ist ¢ o f A-messbar
und (@ o f)_l p-integrierbar (also ist p o f quasi-integrierbar). Auferdem gilt

/¢Ofdu2w</fdu> (1)

Ferner ist f u-f.i. konstant falls ¢ strikt konvex ist und in (3) sogar ,=“ gilt (dann ist
also auch f = [ f du p-fi. ).

Beweis. Sei a der linke und b der rechte Rand von I. Dann ist
= a< f<b

= 0</f—adu:/fdu—au(33):/fd,u—a

:>a§/fd,u§ b

analog
Setze m := [ f du. Angenommen, a ¢ I.
— f—a>0 p-f-i.

— /f—ad,u>() = m>a

Genauso ist m < b, falls b ¢ I. Falls a € I und m = a, so folgt mit dem gleichen
Argument:
f=m=a pf-i.

Falls b € I und m = b, so folgt ebenfalls gleich:

f=m=0b pf-i
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In diesem Fall ist also [ o (f) du = [ o (m) du = ¢ (m) Jensen ok(?)
Sei m € I°. Es folgt mit (2):
JaeR:p(t)>¢@(m)+a(t—m) Vtel
/sO(f) duZ/so(m)+a(f—m) dp

=p(m)+a /fdu—m

~—

=m
=@ (m)+a(m—m)=p(m)
—> Behauptung

Ist ¢ strikt konvex und m € I°, so gilt:

/kﬂﬁ—wom—au—wmduszwwm—wmw—o

>0 (2)

=/¢me—¢ww
=0

Dabei setzen wir immer noch m = [ f du. Letztere Gleichheit gilt, wenn [ ¢ (f) du =
¢ ([ f dp) ist. Ein alter Satz ¢ (f (z)) — ¢ (m) — a(f (z) —m) = 0 fir p-f-i. z € X Ist

>0 falls f(z)+m
¢ strikt konvex und [ ¢ (f) du = [ f du, so folgt

fzmz/fdu p-f-i. !
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Anwendung: t+—— expt ist strikt konvex. Also:
= /expfd,uZexp/fd,u

und “=7" = f:/fd,u p-f-d. .

) <p(m)+a(—m)
= ¢ (t) <¢ (m)+laf([t] +m)
= [f=logg

o /gdu=/exp(logg) dp > exp (/logg du)

(13 b

=" = ¢g= pf-i. konstant

al,a,...,an >0, art+as+---+ay=1
w({1}) =apu{l}) = q Zéhlmak auf {1,2,...,N}
g(k) =z >0
N N
/ log (9) dp =Y (log (z1)) a, = Y _ log (x7*)
n=2 n=1

N N N
/g dp = Zaka:k > epolog (x(,:’“) < H:ng fiir 2, > 0
j=1 k=1 k=1

Pp 16.12.2019

18 [P-Raume, Holder- und Minkowskiungleichung

Frage: Welche Eigenschaften haben (messbare) Abbildungen f : X — R (oder C) fiir die
|f|? fir ein p > 1 (oder > 0) integrierbar ist? (Meistens nimmt man p > 1.)

Notiz: Ist (X,.A) ein Messraum und f : X — R (oder C) messbar, so ist auch |f["

messbar mit:
X falls « <0

If| >ar fallsa >0

{Ifl”za}Z{

Wir definieren die Abbildung:

Np(f)::</|f|pdu)p fir 0 <p < o0

Fiir p = oo definieren wir: Ny (f) :=inf {k > 0| | f| < k fast {iberall }
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Bemerkung. N, ist keine Norm, aber 0 < N, < 0o. Man betrachte beispielsweise f :=
1
lg. Dann ist ([ |f|" du)» =0, aber f # 0.

Es gilt sofort:
No (af) =|a| No (f) Va € R oder C. (1)

Fiir N, (f), Np(g) < oo ist auch N, (f + g) < co.

Beweis. Sei 0 < p < co. Dann ist

Lf+gl” < (If1+19])" < @max ([f],|g])" < 27 (|fI” +19]") (2)
— [ir ol aus [150slop da=2 ([ 157 dut [l au) <oo
Die letzte Ungleichung gilt wegen der Voraussetzung N, (f), N, (g) < oo. O

Definition 18.1. Eine Abbildung f : X — R (oder C) heifit p-fach u-integrierbar,
(0 <p <o0), falls f messbar und |f|" p-integrierbar ist.
Aquivalent: f ist messbar <= N, (f) < oo

Fall p = 1: Stimmt mit den integrierbaren Funktion iiberein.

Fall p = 2: Heifsen auch quadratisch integrierbare Funktionen;
Spezialfall, da [ fg du =: (f,g).

Definition 18.2. Sei (X, A, p) ein Messraum und die Riume

£ ={f:X = K| f messbar und Ny (f) < co}. fir K=R oder C.

Wir schreiben manchmal L£P oder L£P(X) (0 < p < oo) und nennen diese Menge alle
p-fach integrierbaren Funktionen.

Bemerkung.
1) und (@ zeigen, dass LP ein Vektorraum ist.
2) Ist f € E%, so ist |f| < oo p-fiii. . Fir [|f|P dp < oo gilt: Ap := {|f| = +oo} ist

A ~ ~
g ZZZZ A; Dann ist f = f u-fii. und f € ﬁ%/

In diesem Sinne gilt Lf, = E%. Ahnliches gilt fir £P. = Ly +i- Lh.

eine p-Nullmenge. Sei nun f = {

Satz 18.3 (Holder-Ungleichung). Seien p und q dual, d.h. % + % =1lund1 <p<oo.
Sei f € LP und g € LT und f - g das punktweise Produkt von f und g (also f-g: X — K
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oder R mit x — f (z) g (x)). Dann gilt f - g € L' und

fogdu| < (17 gldn "< N, () Ny (9) (3)
[ron]= ]

Genau dann wenn in der ersten Ungleichung von (@) Gleichheit gilt, ist
i) frg=eP|f]|g| p-fii fir ein ¢ €[0,2m)

Es gilt: {p nicht p-f.i. 0 = Gleichheit in der 2. Ungleichung von (4)} < 3IX€R
mit
iia) Istl<p<oo:l|gl=AfIP" p-f-ii .
it.b) Istp=1:|g| <A p-f-i. .
fI< A p-f-ii.
Fl=A pfeii auf {g#0}.

it.c) Ist p=o00, so ist

Bemerkung. Der Spezialfall p = q = 2 entspricht der Cauchy-Schwartz-Ungleichung
(CSU):

[{a, b)| = llal l|b]] cos (6) < [|al| 6] (CSU)
N——

'/fgdu‘s(/Iflzduf‘(/lglzdu)% (p—q-2)

Holder lasst sich auf mehrere Funktionen verallgemeinern. Sei 1 < r,p; < 00,1 < j <

k € N und Z?Zl p%- = % (fiir » = 1 und p; = ¢ und p2 = p ist dies die Holderdualitét).
Dann gilt:

k k
N, fi] <TI™ (F) (4)
1 j=1

j=

Beweis. Hausaufgabe. @ []

Beweis zu Hélder und dem Fall der Gleichheit. Wir hatten bereits die A-Ungleichung fiir
Integrale und | [h d,u} < [|h] dp und damit gilt sofort die erste Ungleichung in
(indem wir h = f - g setzen). Angenommen es gilt ,=* dann folgt C > [h dp =
€% |[ hdu| =€ [ |h] du und damit

R> ‘/hdu‘ :e_i@/hduz/e_i@hdp:Re </e_whd,u) :/Re(e_i‘ph) d,ug/\h| du
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(43

nach Annahme gilt, ist

’/hdu’:/yh\ dp = /yh\—Re(ewh) dp =0

22 |n| = Re (e7%h) p-f-ii. (%)

Da sogar ,,=

Da im Allgemeinen h € C gibt es eine Abbildung A : X — [0, 27) mit h (z) = @) |h ()]
p-f.A.
Mit (x) gilt dann
|h| = Re (e7"#h) = Re (e*i@ei’\ ]h\) = |h|Re (e*i(‘p*)‘)> = |h|cosp — A
=1

Also ist A = ¢ und somit konstant.

Fir 0 < h < oo ist A = ¢ p-f.i. gilt

— h=¢"|h| auf {|h| < 0o} (+ Nullmenge)

— h=¢e%|h| p-f-i. .
Sei 1 < p < oo und somit auch 1 < ¢ < co (Erinnerung: %—i— % =1).Dal|f-g|=|f]" 19l
kénnen wir 0.B.d.A. f > 0 annehmen. Ist N, (g) = 0, so folgt ¢ = 0 p-f.i. und somit
f+-g =0 p-fi., woraus direkt die Hélderungleichung folgt. Sei also A := { g > 0}. Dann
ist [ g% dp= [, gdpundsomit [ f-gdu= [, f-gdu. Das heilt wir konnen uns immer
auf A einschrénken oder alternativ g > 0 auf X annehmen. Also ist % reellwertig auf X.

. . . . . . 1 . _ 1

Wir definieren qdab Mafs (mit Dichte) v := N,y 9'n- Das heift v (B) = .o [ 97 dp.
Sei F := f-g ». Dann folgt

Ny (g)q/dez/f g g’ du
a(1-3)
g

v ist dabei das normierte Mak, da v (x) = %ﬁ;: =1= [ fgdu

= (g [ 9] ~(fro)
< < / FP dy) (Jensen Ugl.)

— /fgduSNp(f)-Np(g)

)
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Wiederholung:

1
Ny (f) = ([ |fIP dp)? fiir 0 < p < 00 und Noo (f) :=inf {k >0 |f| < k p-f-ii. }
Wir haben die Holder-Ungleichung fiir 0 < p, ¢ < oo gezeigt.

Es war % + % =1, f € LP und g € £?. Dann gilt:

p '[P ist konvex
’ ~

Ni(f-9) < Np(f)-Ngl(g)  (Idee: [f-g

Jensens Ungleichung)

Fortsetzung des Beweises der Holder-Ungleichung. Betrachte nun den Fall ¢ = co =
p=1 (Der Fall p=cc und ¢ = 1 folgt dann symmetrisch). Sei also g € £L> und f € L.
Wir definieren nun co > K := Ny (g), o0BdA f,g >0 = f-g < K- f p-fi. Also ist

Ni(fg)=J fgdp < K [ fdp = Noo(g) N1 (f)
Frage: Was gilt bei Gleichheit?
/fg dp = N1 (f) Neo (9) z/kf dp

:>/fg—kfd,u:() = k-f=g¢g-f ptf-i

A={0< f< oo} = g(z)=kVzxeA
= g<kpf-i. undg=~kauf {f>0}

Satz 18.4 (Minkowski-Ungleichung (A-Ungleichung fiir N,)).
Seien f,g: X — R (oder C). Dann gilt:

Np (f +9) < Np (f) + Ny (9)

Bei Gleichheit gilt mit 1 < p < oo:

IAL0:g=AfV f=Ag p-f-i.

Bemerkung. Fir N, (f)+ Np(g9) < oo gibt es Nullmengen N1, Ny mit |f| < oo auf
Ny und |g| < oo auf No. Also ist N = Ny U Ny eine Nullmenge und f + g ist auf N©
wohldefiniert.

Beweis.
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Schritt 1: Fir p =1 und p = oo ist die Aussage trivial, denn:

p=1 If+ol <Ifl+lgl = Ni(f+9) < Ni(f)+Ni(g)

p=o0 Ist |f| < Ly p-fii. und |g| < L2 p-fi. , soist |f+g| < |f] + 9] <
L+ Lo ,u—fu
Demnach ist aber auch Noo (f +¢) =inf (L > 0||f + g| < L p-f-i. ) <
Neo (f) 4+ Noo (9)

Schritt 2: Mit N, (f) + N, (9) < oo folgt NV, < oo fiir 0 < p < 0.

Beweis. Es ist |f + g[” < (|f] + [g])” < 2P max (|f[”, |g]").
Alsoist Ny (f + )P = [|f + g|P du < 2P (N, (f)P + N, (9)?) < . O

Schritt 3:
Jir+alan=[1r+allr+or du< [ +1D15+9P " au ©)
= / 1S+l du+/lg| |+ gl" dp

Sei nun g > 0 sodass % + % =1, also ¢ = p%l. Damit ist:

/\fo+g|p‘1 ap (/mp du)p </|f+grp‘1 du>q

S ) e

s t s

- N, (f) ((/ F+ gl du) ;>p_1

=N, (/) Np (f + 9"

Dasselbe gilt nach Vertauschen von f und g, d.h.:

J 17118+ 9P du < Ny (BN, (£ + 9 (")
16115 9P~ du < Ny (9) Ny (£ + 9 ®)
Mit (6), (7) und (8) folgt
No(f 49y = [ 1F 49 du< (N, () + No(0) Ny (4 9"

Esist Ny (f+g) < oo falls f+g € LP
= Np(f +9) < Np (f) + Ny (9)
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Schritt 4: Fall der Gleichheit
Angenommen N, (f +g) = N, (f) + Np(g9) und f,g € LP und N, (f) > 0.
Dann haben wir Gleichheit in (6), (7) und (8).

Beachte: Sind z,w € C dann gilt |z + w| < |z] + |w|. Es gilt:

|z +w| = |z| + |w| <= z,w sind parallel
<— IA>0mitw=XAz2z#0
oder z = Aw falls w # 0

oder z=w=20

Es war (6) mit Gleichheit:
a)
/f+g|” dp = / |f+gllf +gl"™! duZ/(lfl +lg) |f + gl dp
Dies ist dquivalent zu 3 A:x— [0,00) mit g = Af p-f.ii. (falls f nicht 0 ist p-f.ii.
, sonst f = Ag)
b) Gleichheit in (7) und (8) bedeutet Gleichheit in Holder, was nach Satz 3 dquivalent

ist zu:

30< 01,0y <oomit |f+g[=C1|f| und [f+g|=C2lg]

Esist { f + g # 0} keine Nullmenge. Fir f 4+ g = 0 p-f.d. folgt ,,=* kann nur gelten falls

f=0=g pfa.
Wir nehmen aber an N, (f) > 0!

— 01,02>0
— C1|f| =|f +g| = Calg| = CoX|f]

— Vzed ={0<|f] <oo} gilt C1|f (z)| = CoX|f (z)| mit X(z) = = = X

(impliziert NICHT f = g)
— Vazedist g(z) =\ (z) = \f () fiir f(z)=0
g (@)| =g () + f (z)| = CL|f (x)| =0

Bemerkung. Nach Satz 4 ,Minkowski-UGL® folgt, dass V1 < p < oo ist N, eine
Halbnorm auf LP, denn V f,g € LP gilt:
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a) Np(f)=0 (Np(f) =0 = f=0pu-f-i.)
b) Np(af)=|fINp(f) Vo€ R (oder C)
¢) Np(f+9) < Np(f)+Np(9)

o (2,y) =[x -yl
Korollar 18.5. Sei (X, A, u) ein Mafraum und p(X) < oo.
Dann gilt: L1 C LPV1 < p < o0
Beweis. Fiir p = oo gilt |f| < Noo (f) p-fii. Also ist [y |f| du < [y Noo (f) dp =
Noo (f) po(X). Ist nun ¢ < p < oo so folgt mit %%— % =1 dass
1

[t < Mm@ =850 ([ 17d0)" =5 (Dax)
X X

Holder

S

19 Konvergenzsatze auf L7

Ny : L — RT ist eine Halbnorm.

Setze dy, (f,9) == Np (f —9) = dp(f,9) < dp(f,h)+dp(h,g) A-Ungleichung
Und dy, (f,9) = dp(g,f) 20

Aber nicht dy, (f,9) =0 = f=g% e

Aber esist d, (f,9) =0 = f =g p-fii.

Abstandsfunktionen ohne die Eigenschaft (&) nennt man Pseudometriken

Definition 19.1. Fir f,g € LP ist d,(f,g9) = N, (f —g) die Pseudometrik fir die

Konwvergenz im p-ten Mittel oder die LP -Konvergenz.

Ist (fn)n Folge in LP die im p-ten Mittel gegen eine Fkt. f € LP wenn lim d, (f, — f) =
n—oo

lim N, (f, — f) =
A Ny (fn = f) =0 93.12.2019

Wir hatten: )
o Ny(f):= ([ IfIP dp)»

e A-Ungleichung: N, (f +g) < N, (f) + N, (9)
e Pseudodistanz: Se1 dy (f,g9) == Np(f—9). Dann besitzt sie fiir 0 < p < oo alle
Eigenschaften einer Metrik aufser d, (f,g) =0 = f = g p-f.-i. und nicht f = g.

er
o fn—=>finLP:N,(fn—f)—=0,n
e Umgekehrte A- Unglelchung INp (f
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Beweis.

Ny (f)=Np(f—9+9) <Ny (f—9)+ Np(9)
= Np(f)_Np(g)ﬁNp(f—g)
= Np(9) —Np(f) SNpy(g—f)=Np(f—9)

O]

Fir p = 1 erhalten wir die Konvergenz im Mittel und fir p = 2 die Konvergenz im
quadratischen Mittel. Fiir A € A erhalten wir:

/Afdu—/Agdu‘S/Alf—g\dué/\f—gldﬂle(f—g) (1)

Fiir 1 < p < oo erhalten wir weiterhin:

INp (Laf) = Np(Lag)| < Np(La(f —9)) < Np(f—9) (2)

Satz 19.2. Fiir jede Folge (f,), C LP, welche im p-ten Mittel gegen f € LP konvergiert,
gilt VA e A:

a) p=1: hmn%oofAfn dp = fAfd,u

b) 1<p<oo:limpe [4|fnlf du= [,|fIP du

Beweis. Der Fall p =1 folgt aus (1).
Fir 1 < p < oo gilt:

/ Ful? dp = (N, (Laf))?
A

O s F i LP Ny (Lafn) = Ny (Laf),n — oo
0 <t +—— P ist stetig

— i [ Rl di = im N, (L4 = N, (Lag)
n—oo A n—oo

]

Satz 19.3. (f,),, C LP mit 1 < p < oo konvergieren p-f.i. gegen f € LP. Dann gilt:
Jm [ 1 du= [ 157 du 3)
<~ fn— fin LP firn — oo (4)
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Bemerkung.
Jn pf.-i.
%“/W’ du:/liminf|fn|p duﬁligig.gf/lfn” dp
— fn€LP, f€LP, fr— f p-f-i.
= |N, (f) < linrr_1>i£pr (fn)

Beweis.
<= Man wende Satz 2 an mit A = X, wobei £P = LP (X, A, ).
—
a,8>0:(a+B) < (2max (a, )’ = 2P max (P, P) < 2P (oP + P)
= |fu = [P < (ful + 1P <22 (ful” + |£1)
£1 S gn = 2P (‘fn|p + |f’p) - ‘fn - f‘p Z 0 fn — f N'f-'ﬁ-
— g — PP P pef-ii

atou

F
— 2p+1/|fp dlu:/linginfgn dp < lirginf/gn dp
< 2imint [ 15,7 du+2 [ 1517 du—timon [ 11— 17 do
(§)f\f|p dp

— 2% 1P dp <2t [P dye = timsup [ 17, - 1P du

— timsup [ [f, ~ /" dn <0

. _ P —
= nlggo/lfn fIPdp=0

= fp— finL?

U
Lemma 19.4. Sei (f,), C M (X, A). Dann gilt:
Vi<p<oo:N, (Z fn) < Z Ny (fn) (0o-A-Ungleichung)
n=1 n=1

Beweis. Den Fall p = oo soll man sich selber iiberlegen. Betrachte also 1 < p < oo.
Die Partialsummen s, := f; + --- 4+ f, sind wachsend, also s,11 > s, und s, —
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Z?’;l fj n — oco. Es gilt sogar sup,, s, = Z;; fj, womit Y >°, f, obere Einhiillende
fiir (sp),, ist. Weiterhin ist:

A-Ungl. e
Np(sn) =Ny (fi+ .o fu) < Np(f) 4. Np(fa) <D Ny (fn)
n=1

Auch haben wir sup,sh < (Z;ozl fn)?. Also erhalten wir mit monotoner Konvergenz:

Jim N, (s0) = N, (Z fn) <N ()

O]

Satz 19.5 (majorisierte Konvergenz). Sei (f,), C LP (X, A,pu) mit 1 < p < oo p-f.i.
konvergent und es gebe ein 0 < g € LP mit

[Iful < g pfiii. ¥ €N (5)

Dann gibt es eine Funktion f auf X gegen die fn, p-f.i. konvergiert. Jede solche Funktion
ist in LP und (fy),, konvergiert im p-ten Mittel gegen f, d.h. lim, o [ |fn — fIP du = 0.

Beweis. Aus der Annahme folgt direkt:
e I Nullmenge M : lim, o fr () existiert Vo € MY
e JNullmenge M : g (x) < coVz € M§

lim, ,0o ,x € MF°

0 xeM

[ ist damit A-messbar und |f| < g p-f.-ii. . Wegen |f,| < g p-f.-ii. 3 Nullmengen (N,),, :
|fn (2)] < g (z) Yo € NS. Damit ist M := M U|J,;2; N, auch eine Nullmenge.

Es gilt also

Definiere nun M := M; U My und f (z) :=

Ve e Me:|f (@) + |fa (@) < g(x) = |f ()] < g(2)
Sei nun f irgendeine Funktion mit lim, e fr = f p-f.-ii. .
= |f| < g p-f-it
= fel? (wegen g € LP)
Definiere nun g, := [ fo — fI” < (Ifal +[f)" < (If| +9)" =th e L!
= h—g, <0

Imztgu/hdu:/lilr_l}inf(hgn) d,uSliminf/(hgn) d,u:/hd,ulimsup/fnf]p du
n—,oo n—oo

—
h p-f.-i.
— 1imsup/|fn—fpd,u:0
n—oo
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Bemerkung. Der Begriff der Cauchy-Folge ist sinnvoll auch bei Halbrdumen bzw. Pseu-
dometriken und dadurch insbesondere auf LP.

0<p<oo:(fn), CLP st eine Cauchyfolge, wenn:
Ve>03N: e N:d,(fn, fm) = Np(fn — fm) <eVn,m> N,

Dies ist dquivalent zu

lim limsupdy, (fpn, frm) = lim limsup N, (fn, — fm) =0
n—=00 m—oo

n—=00 m—oo

Jede konvergente Folge in LP ist eine Cauchyfolge!

Satz 19.6 (Vollstandigkeit von LP). Sei 1 < p < oco. Sei (fy,),, C LP eine Cauchyfol-
ge. Dann ezistiert f € LP gegen das (fy), im p-ten Mittel konvergiert. Fine geeignete
Teilfolge konvergiert u-f.i. gegen f!

Beweis. Den Fall p = oo soll man sich erneut selbst {iberlegen.
Schritt 1: Existenz eines Kandidaten fiir den Grenzwert.
Wir haben (f,),, ist Cauchy:

lim limsup N, (fp, — fm) =0

n—00 m-—o00

Definiere nun die Teilfolge ny: Sei n1 € N beliebig.

= wihle n1 < n2 € N: N (fny — fny) <271
= withle ny < n3 € Nt N (fry — fnp) <277

Usw.

— | Vh N m <net ANy (Fuper — f) <27
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Setze g := fryy — fr, und g := 372 |gx|. Nach Lemma 4 gilt dann:

(Z ‘gk|> < ZN gk ZNp (fnk_._l fnk < 22 k=
k=1 k=1

k=1

= /gpdugl

o0
o Z gk (z) konvergiert absolut fir py-fa. x € X
k=1
k k
Zgj:Z(fnj+1_fnJ) fnk+1 fn1
j=1 j=1
= fop = Zg] + fnn = (fnk+1)k ist p-f.i. konvergent

Schritt 2: Konvergenz von f,, gegen f in LP
Es gilt

| frps| = lg1 4+ g + fi
<lg1| + -+ |gk| + [ fu:l
< g+ |fal€LP

Also folgt aus der Monotonen Konvergenz und Satz 5 f,, — f in LP.
Schritt 3: f,, — f in LP:

Np(fn_f):Np(fn_fnk+fnk_f)

Minkowski

Np(fn_fnk)+ Np(fnk_f)
~————

—0,k—00 nach Schritt 2

2N (fu - f) < limsup Ny (f — fuy)

k—o0
< limsup Np (f - fm)
m—0o0
= lim N, (f — f») < lim limsup N, (fn — fm)
n—00 n—00 m—sco
=0!

Also f, — fin LP.
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Korollar 19.7. Eine Cauchyfolge (fn),cn C L7, 1 < p < oo konvergiere pi-f.i. gegen
eine A-messbare Funktion f.
Es folgt:

f €Ll und (fn),cn konvergiert gegen f in LP

Beweis. Nach Satz 6 3h € LP, f,, = h in LP und eine Teilfolge von (f,), konvergiert
u-f.i. gegen h. Also ist f = h p-f.i. O

</|fn—h|pd,u—>0 n—)oo)

Korollar 19.8. Sei (f)n € LP, (gn)n € LP,1 <p < oo,]lgjt% =1, fpn—=>finLlP g,—g
in LP. Dann gilt fng, — fg in LP.

Beweis. | fngn — f9] < |fn — fllgn] + |f]|gn — g|. Demnach ist also:

N <fngn—fg>=/\fngn—fgr duS/!fn—fllgn!du+/!f!gn—g\ dy

e </‘fn—f\pdu> </|9n|q d“) </|f|pd”) </ oot du)

:Np(fn_f) N(gn) (f)N (gn—9) =0 (n— 00)
—— ————
—0(n—o00) beschrénkt in n —0(n—00)

O]

Korollar 19.9. Sei (X, A, u) ein endlicher Mafraum (u(xz) < oo). Dann ist LP C
LY Vp > 1 und ist (fn), C LP, fn — f in LP, dann ist auch f € Lt und f, — f
in L1,

Beweis. Sei co > p > 1. Wir haben:

Joirtdu= [ 10 a
" (forw)’ s ()

fu() o0

p(x)1 N, (f) < oo
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,Wobeil—i—%:l. Wegen £P C L9,1 < g < pund

P
1
Holder 1 » P
J1r=sdn= [ 11 = s a S w15 an)
N———
—0,n—00
folgt sofort f, — f in L. 0

20 Der fehlende Term in Fatou

Nach Fatou wissen wir, dass folgendes fiir h,, > 0 gilt:

= /lim inf by, dp < liminf/ hy dp (1)
n—oo n— o0

Seien f, : X — C messbar, f, € LP firein 0 <p< oo f, = f pf-i.
Fatou D . . D
Wt [ fP dp = [ Yk |f,]? dg

. . p
< lim inf / | fal” dpe

= f e LP falls sup/|fn|p dp < 0o

<reicht:linl)inf/ |fnl? du < oo>

Behauptung.

P, _ P _ £ P
Jinrdu= [1apaus [15- a0 ©)

Fehler —0(n—o0)

Satz 20.1 (Fehlerterm in Fatou). Sei (fy,)n eine Folge messbarer komplexwertiger Funk-

tionen mit fr, — f p-fd. und [|fpl’ dp < C Vn € N und ein 0 < p < oo. Dann
qilt

lim. / Fal? —1f — ful? — 1P dpu=0 3)

Bemerkung.
1) Resultat von Brézis-Lieb 1983
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2)
‘/|fn|p d:u_/|f|p du_/|f_fn|p d#‘ §/||fn|p_|fp_’f_fn’p| d,Ulsa—tZ)IO

= (2) gilt.
3) Wichtig in der modernen Variationsrechnung!

Beweis. Fiir f, = f + gn gilt g, — 0 p-f.4. . Aukerdem ist
[fol? = |f = ful? = [fIP = 1f + gul” — lgnl” — | f

Behauptung. Ve > 03C; < oo sodass Va,be C gilt
lla + 0" = [b]P| < e[b” + C |af” (4)

Angenommen [4 gilt. Dann definiere
G=(If +gnl” = lgnl” = 11" — € lgnl”)
= G;, — 0 p-f-i. und
= [+ gal” = lgnl” = [fPI < |If + gnl” = lgnl’| + [ (§)€|9n|p+(0a+1)|f!p

— \0§G2§(1+Ce)|f|p‘

Wir haben also eine integrierbare Majorante G, und somit nach dominierter Konvergenz

lim [ G du=0

n—o0

Beachte:
Hf +gn|p - |gn|p - |f’p‘ < g‘gn|p + Gfl

— nmsup/ 1f + gul? — lgnl? — |FIP] du < esup/ gul? du
n—oo n

Jlaar du= [ 17 = 5 au

< / P (|fP + | ful?) ds

— o (/W’ du+ [ 15,0 du)

<Pl =D (C :=sup,, [ |fn|’ du < o0)

Auflerdem ist
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— 1imsup/||f+gn|p—Ignlp—lflpl du<eD Ves0
n—oo

Damit folgt die Behauptung des Satzes. O

Beweis von (4). Sei 1 < p < oo und € > 0. Dann ist

la+b” — [b” < (Ja| + [b])P — b o0.B.d.A.a#0

p
= laf? <1+'§> —~ o
p
(o)
a a

—1a? (L4 ¢)" — (14 ) ) + < b’ mit¢= ‘g‘

p
) —e|bP +¢bP

Definiere C" := sup;> (1 4+1)" — (1 +¢)t?) < oo L.

= la+0bP — 0|’ < C:lalf + ¢ |bf

Aus der umgekehrten Dreiecksungleichung folgern wir:

|a + 0] > |lal =[]l
= la+b[" = [b" > [la| — [b]” — [o”

b|? b|?
= p ]_— — — 1_ — _ bp
o ([i- 2| - a-a 2] ) -<m
b|? b|?
Z\a]p(‘l—‘— —(a—¢)|— )—i—a\b\p
a a

b
P (@) e =]
>~ laP —< b

, wobei wir fiir den letzten Schritt CZ := sup;>q (t —€)t? — |1 — ¢’ < oo setzen. Also
leistet C.. := max (C, C) das Gewiinschte. O

21 Produkt-o-Algebren

Gegeben seien endlich viele Mafraume (X;, A;),j = 1..n mit n € N.

Produktmenge X = H;L:1 X; = X x -+ x X, kartesisches Produkt der Mengen. Es gilt
reX = z=(x1,...,z,) mit z; € Xj.
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Koordinatenprojektionen p; : X — X,z — p; (z) = z; fir z = (21,...,2,) € X1 X
-+ X Xy, pj (x) ist also die j-te Koordinate von x.

Frage: Was ist die (kleinste) o-Algebra, die alle p; A — Aj-messbar macht.

Antwort: | A =0 (p1,- -, pn) |

Definition 21.1. Die von den Abbildungen pi1,pa,...,pn erzeugte o-Algebra
n
®~A :A1®®An :U<p177pn) :ﬂ'A
j=1

heifit das Produkt der o-Algebren A1, ..., A, oder Produkt-o-Algebra. Dabei geht schnei-
den wir iber alle A mit A ist o-Algebra in X und p; ist A— Aj;-messbar fiir alle j = 1..n.
Sie ist also die kleinste o-Algebra fiir die alle p; A — Aj-messbar sind.

Frage: Angenommen wir haben einen Erzeuger £ von A; (= o (&;)). Kénnen wir mit
denen einen Erzeuger von 4 = A ® --- ® A,, basteln?

Satz 21.2 (Erzeugendenprinzip fiir Produkt-o-Algebren). Seien &; Erzeuger von Aj;
m Xj f’d?” die es Folgen (Ejvk)keN C Ej,Ej’k 0 Xj, (Ej,k—i-l D) Ej7k,Xj = U;Oﬂ Ej,k) gibt.
Dann wird die o-Algebra A == A; ® --- ® A, von dem Mengensystem aller Eq X --- X
E,.E; €& VYj=1,...,n erzeugt, oder als Gleichung:

- A1®"'®An:U(E1X~'-XEn,Ej€5j,j:1,...,n)

Bemerkung. Sein = 2,4, = {0,X;}, As eine mindestens J Elemente enthaltende
o-Algebra in Xo. Dann sind £ = {0} ,E = Ay Erzeuger von Ay bzw. As. Dann gilt:

Elegl,Ege& — EleQZ(DXEQ:@

Also ist nach dem Satz () ein Erzeuger von A1 @ As.

Beweis. Sei A irgendeine o-Algebra in X x -+ x X,, die 41 ® - -- ® A,, enthélt.

A®@- @A, =0 (p1,...,pn) = ﬂ A

A o-Algebra in X
alle pj: X—X;
sind A—A;-messbar.

Es reicht also zu zeigen:
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Jede Abbildung p; ist genau dann A— .4 -messbar, wenn

Eix---xE,eA VEngj,j:L...,n

», = ‘¢ Angenommen p; ist A — Aj-messbar. Dies ist nach einem alten Satz dquivalent
Zu:

pj_l (EJ) cAVE; €&
— Eix-xE,=p; " (B1)Npy " (B2)N---Np, (B, € AO

, <= Sei umgekehrt | Fq X --- X Ep ‘ € A E;€&,j=1,...,n. Definiere Fj, := Ey j X
X B g X Ejx Ej g X x By pe A = Uiozl F,. € A. Weiterhin ist:

pit (B1) = By x Xa x -+ x X,
Es ist also zu zeigen, dass
pj_l(Ej):XlX"'XXj_lXEj><Xj+1><...><Xn€A

Andererseits ist aber

o0
UFk:Xlxn-XXj,lXEjXXjJrlX"-XXn:pj_l(Ej)EA
k=1

Also ist p; A — Aj-messbar.

Beispiel. Seien X; =R, A; = B, & = J (rechts halboffene Intervalle).

EjEJ — E1><"'><EnEJn Bn:U(Jn)S?QBl(X)Bl@-“@BI
“ n Faktoren

A\ Lebesque Mafs auf B™; A\ auf B.
E;cJb (XN'(Byx--xEy) =\ (F)- -\ (E)

Frage: Gegeben Makraum (X, Aj,p5), j = 1,...,n und & Erzeuger von A;, j =
1,...,n. Unter welchen Bedingungen existiert Mafl = auf A; ® --- ® A, fir das
fiir beliebige F; € &; gilt:

(7 (By X o X Bp) = i (Br) oo (B | (1)

Wir werden zeigen, dass die Antwort dieser Frage ,Ja.“ ist. Zur Eindeutigkeit:
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Satz 21.3. Jeder der Erzeuger £; von Aj; sei N-stabil und enthalte eine Folge (Ej k), €
Ei,Ejp T Xj und pj (Ejr) < oo Yk € N. Dann gibt es hichstens ein Mafi m auf
AL ® - ® Ap, welches Eigenschaft 1 hat.

Beweis. Definiere € := { E1 x E, : Ej € £, =1,...,n}. Da & N-stabil ist, ist auch £
M-stabil, denn

n n n
Ei | n| 1] :H(Eijj)ee
1 j=1 j=1 T

J

j=

und Fj, == E1p X - x Epp X = X x -+ x X, und 7 (Fy) W H;‘L:N‘j (Ejx) < oo.
Nun ist nach Satz 2 4; ® --- ® A, = o (). Der Eindeutigkeitssatz fiir Mafe liefert also,
dass 7 eindeutig bestimmt ist! O

Bemerkung.
1. Unter der Voraussetzung von Satz 8 ist die Fxistenz gesichert.
2. Sei f: Xg = X1 x -+ x X, wobei (Xo,Ao) und (X, A;) Mafridume sind. Dann
gilt:

Alter Satz

[ A—A1®- - @A, -messbar <" Koordinatenabb. f; = pjof sind Ay—A;-messbar

22 Produktmalle, Fubini und Tonelli

Es seien zwei Makraume (X, Aj, pj), j = 1,2 gegeben.
Sei Q C X1 x X beliebige Teilmenge. Der x;-Schnitt von @ ist definiert durch

le = {1’2 € Xo: (.731,1‘2) < Q}
Q$2 = {3?1 e Xy (xl,xg) < Q}
(1)

Dann gilt:

Lemma 22.1. Fiir beliebige x1 € X1,x2 € Xo liegen alle x1- bzw. xo-Schnitte einer
Menge Q € A1 @ Ag in Ay bzw. Aj.

Beweis. Prinzip der guten Mengen!

A={QCX:Qs €A}
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Ziel: A ist o-Algebra und A; C A.
Seien @, Q1,Q2, - C X = X7 x Xo. Fiir z1 € X7 ist dann

(X \ Q)x1 =Xy \ QCEI

n=1 1

n=1

)(x1 = (Xl X XQ)ml = XQ

A2 falls xr1 € Al

(0 falls zy & Ay
o-Algebra (!) und A enthélt alle Mengen der Form A; x Ay mit A; € A; und Ay € As.
Also ist A; ® Ag C A! Somit folgt VQ € A1 ® Ag, 1 € X1 : Qg € As.

Allgemeiner: Ist A; C Xj so gilt (A1 x Az),, = { . Also ist A eine

Die Schritte sind fiir x5 analog. O

D.h. Va1 C X1, 29 C X9, Q € A1 ® Ay sind 1o (Qm), 1 (sz) erklart!

Lemma 22.2. Die Mafle p1, pa seien o-endlich. Es folgt ¥V Q € A1 ® As:

x1 — p2 (Qqy ) ist Ay-messbar.
zo — p1 (Qqy) ist Ag-messbar.

Wenn Lemma 2 stimmt:

Eindeutigkeit
==

1 (Q) = /X 112 (Qoy) pa(da) sz (Q) = /X 11 (Qu) pa(d) 7 (Q) = m (Q)

Beweis. Sei sg : X1 — Ry, 21 — p2 (Quy). Wir zeigen die Messbarkeit von s VQ €
Aj ® As. Die Messbarkeit von xg — 11 (Qz,) folgt analog.
Schritt 1: Angenommen pus (X1) < o0.
Behauptung. D := {D € A ® Ay : sp ist Ay-messbar} ist ein Dynkin-
System in X = X7 x Xo.
Denn:
sx = p2 (Xgy) = pe (X2) ist messbar, da konstant
SX\D = SX — 5D 2)
Sup; = Z sp; V (Dj)j C D von disjunkten Mengen
J

Also ist D ein Dynkin-System!
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Auch:

Ay X Ay EDVA]' G.Aj,jz 1,2
po (A1 X Ag), ) = po (A2) Ta, (21) = sa,xa, = 2 (A2) 14,

Es ist also & = { A1 x Ay, A; € A;,j=1,2} C D C A1 @ Ap. Weil € N-

stabil ist gilt o (£) = ¢ (€£) und nach einem alten Satz iiber Dynkin-Systeme

st 0(E)Co(D)=DC A @A Alsoist 1 @Ay =0 () CD C A ® Ay

und somit D = 4] ® As!

—> Jede Funktion z1 — po (@) mit Q € A; ® Aj ist Aj-messbar. ©
Schritt 2: Sei pp o-endlich.

- H(Ek)kEAlul(Ek)<OOVkEN, E, 1 X (Ek_HDEk, UEk:X1>

k=1
Definition. p" (A) :== 1 (AN E,) A€ A; alle endlichen Majfe!
Schrit 1 x9 — p" (Qxa) ist Ay — messbar
= w (ANE,) T (A) n— oo

= w1 (Qx2) =sup fin (Q2)
N—— neN
As—messbar in z2 messbare Funktion des Parameters xo

Vertauscht man die Rollen von 1, x9, so liefert es den Rest der Behauptung.

O]

Satz 22.3. Seien (X, Aj, puj) o-endliche Mafrdume fir j = 1,2. Dann gibt es genau
ein MafS m auf A1 ® As mit
‘7’[’ (A1 X Ag) = 1 (A1) pe (Ag) ‘ (3)

fiir alle Aj € A; (wieder mit j =1,2).

Beweis. Definiere m (Q) := fX1 12 (Qz,) p1(dxy). Diese ist wohldefiniert nach Lemma 2
mit Q € A; ® Ay. Weiterhin ist 21 — Sg (z1) := p2 (Qq,) messbare positive numerische
Funktion auf X.

Behauptung. 7 ist ein o-endliches Maf auf A; @ As.

Wl(Q)Z/SQdM:/XlstMl
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e m: A4 ® Ay — [0, 00]
¢ (Qn), C A1 ® Ay disjunkte Mengen.

o0
= Syx, = Z Sg,, Da pp Maf ist.

n=1

(o) ()

_Z/SQn dur =y ™1 (Qn)
n=1 n=1

Mon. Konv.

771((2)):0

Also ist m ein Maf auf A4 ® A,.

Insgesamt haben wir:
Q= A1 x Ay
Sayxay = p2 (A2) Ta,
SA1><A2 (xl) = M2 (AQ) :H‘Al (561)

A A
(A) x Ag) = 2 ,T1 €Ay
@ y L1 ¢A2

— T (Al X AQ)
= m A ® Ay — [0, 00] ist Mak mit Produkteigenschaft.

— M (Al X AQ)

= Es existieren Folgen (E,) € A1, (E2) € Ay, Ep1 X1, EL 1 Xo, 1 (Ep) < 00,2 (E}) <00 Vn

Es ist nun F, := E} x E2 1+ X; x X5 und 71 (F},) < oo Vn. Also ist 7 o-endlich! .
Genauso zeigt man, dass m3 (Q) := fX2 p1 (Qzy) p2(dze) ein o-endliches Maf auf A @Az
ist mit

o (Al X Ag) = (Al),ug (AQ) \V/Al € Al,Ag S ./42

Die Eindeutigkeit liefert ! O
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Definition 22.4. Das fiir je zwei o-endliche Mafriume (X;, A;, p;) mit j = 1,2 ein-
deutig bestimmte Maf§ m auf A1 @ As heifst das Produkt der MafSe 1 und po. Schreiben
=1 & l2.

Beispiel 2. B! ® B! = B2, Ml @\ = \2, B"® B™ = B+, |>\" @A\ = \" ™

Notation: Zu f: X1 x X9 — Y ist:
fgg1 : X2 —Y Tro le (1‘2)
fxg : X1 —Y T —r fgc2 ((El)

(1, x2) heifst z1-Schritt in f

=f
= f(x1,z2) heifst xo-Schritt in f

Ist f=1@,Q C X1 x Xy, s0ist fp, = 1q,, auf Xy und f3, = lg,, auf X;.

Zusatz zu Satz 3: Genau ein Maf 7 auf A; ® Ao mit

T (Al X Ag) = U1 (Al)uz (Ag) VA] (S .Aj,j = 1,2 (3)

Weiterhin gilt fiir jede Menge @ € A; ® As mit

" (Q) = /X 2 (Qun) i1 (A1)

(4)
= / 11 (Qay) p2(dzs)
X2
Das ist das sogenannte ,,Prinzip von Cavalieri“. Zuletzt ist auch:
T (A1 X Ag) = p1 (A1) pa (A2) (5)

Beweis. Sei nun @ € A; ® Ao, Dann haben wir

(HQxl) = ]lQ ($1? )
= 1q.,, 1o,

Setze f:=1g

= fa (22) = 1g (21, 22) = 1q,, (22) = 1q,, (1)
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Q) = ® 2 (Q)

_ / iz (@) pur(dary) = / i1 (Qay) pialdecy)
X1 X2

= /Xl </X2 lg,, d,ug) p1(dz2)
— /Xl (/X2 Lo (z1,22) ,u2(dfﬂ2)> p(dz1)
= /X2 </X1 Lo (71, 22) Ml(d$1)> p2(dzo)

O

Lemma 22.5. Sei (Xl,Al) ein beliebiger Mafraum und f : (X1 X X9, A1 ® Ag) —
(X1, A1)

Bemerkung. Setzt man also beispielsweise X' = R, Al = El, dann ist jede der Abbil-
dungen fz,, fz, A2- bzw. Aj-messbar.

Beweis. Esist f~! (Al) € A ® Ay VA € A'. Dann gilt nach Lemma 1:

fol(AY) ={z € Xo i (z1,20) € fH(AY) }
= (71 (4Y),, € A
fm (A) = (F71(41),, € A (Analog.)
]

Satz 22.6 (Satz von Tonelli). Seien (Xj,Aj, ;) o-endliche Mafriume und f : X1 x
X2 — [0,00] eine positive messbare numerische Funktion. Dann gilt: Die Funktionen
To f fay dpn = le fay dpg und x1 — f fay dua sind Az- bzw. Aj-messbar und es gilt

/XlxXzfd(m@m) =/ (/ fas dm) dpio :/Xz ( le($1,$2) m(dml)) pi2(dzs)
:/ (/ Jar duz) dp Z/X1 ( XQf(ﬂfl,m) Mz(da;g)) pi1(day)

(6)

(Integral beziiglich Produktmaf8 = Iterierte Integrale)

Bemerkung. Vergleiche dies mit f, > 0. Es ist:

/ifndﬂzi/fndﬂ
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Dies gilt wegen:

0o 0o oo 0o oo
g Qmn = g g Qmn = g g am,nvam,nzo

n,m=1 n=1m=1 m=1n=1
17.01.2020

Beweis zu Satz 3. Sei QQ € A1 ® Ay. Dann ist:

(11 @ 2) (Q) = 7 (Q) = / i1 (@) raldecs)

J

/ 1q,, dpu1 po(dra)

X2 J X1
= / / 2y A1 p2(dz2)
X2 J X1

/ / Lo (21,22) pi(dzr) po(dzs)
X2 J X1

Die Umformungsschritte gelten wegen:
(1Q),, (1) = 1 (x1,22) = 1q,, (1)
Schritt 1:
n .
F=Y ojly €ET(A®A), a; >0, AV € A @A

J=1

n n
f(z1,x2) Zay 1yi (21,22)  (21) = fag = Zo‘jﬂAg;Q = (AL,) = ;Oéj/h (A

,f.tg(zl) (ﬂAj)z ($1):]l " 7j=1
IQ
T2 > [ (z1,22) dpy (dxy) /f:rz dpy = Z%/ Al dpy = Z%Ml
Xi
(DONE
Lemma 2 . . vervoll-
= 19— . f(z1,22) pa(dzy) = /)(1 fuy dpg > 0 ist Ag-messbar. stttz
alles voll-
= < f (@1, 22) Ml(dw1)> p2(dz2) stindig?
Xy \JX;

Z/ Jo dpy p2(dxa)

X9 J X4

= / Z%‘Ml (AZ,) ma(dxs)
—Z%/m ) ha(daz)
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o ( f (o1, 2) m(d:zl)) patdes) = [ [ fuudir patae)
Xo X1 X2 J Xy
:Zaﬂr (Aj)
j=1
= ; 1o d
;a] /A;(lXXQ Q "

:/ fdrm
X1 ><X2

Also gilt der erste Teil von (6) fir f! Vertauschen der Rollen von x1, zo liefert den zweiten
Teil von (6)!

Schritt 2: f ist eine A; ® As-messbare numerische Funktion > 0. Deswegen existiert eine

Folge (u™),, von po Elementarfunktionen mit u™ 1 f, also u" ! >y und f = sup,, u" =
lim,, 0 u™ fiir alle n € N. Mit Schritt 1 folgt daraus:

/u" dp1 @ po =/ /UZQ duy pa(dxs)
X2

/f dp ® po = lim /u” dpg ® s (mon. Konv.)
n—oo

://ug2 dpy po(dr) Z/SOTL (z2) po(dws)

Mit " (29) = [ ul, dp < " und fi, 1 (u),, = ul,

: n _ : n
= lim " (22) = lim [ g, du

:/ lim wy, dys (Mon. Kon.)

n—oo

:/fxz dpn

= /f d(p1 @ p2) = lim [ u" duy ® p2

n—oo

= lim [ ¢©" dus

n—oo

:/ lim " dus (Mon. Kon.)

n—oo

=/</ f dm) dpz (22)

Zusammenfassend liefert also der Satz von Cavalieri und der Satz von Monotoner Kon-
vergenz den Satz von Tonelli. Vertauschen der Rollen 1, z2 liefert den zweiten Teil. [
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Korollar 22.7 (Satz von Fubini). Seien (X, Aj, ;) o-endliche Mafridume und f eine
1 ® po integrierbare numerische (oder komplezwertige) Funktion auf X1 ® Xs.
Dann folgt:

fay tst flir pi-fa. 1 po-integrierbar

fay tst fir po-f.a. xo pa-integrierbar

, die Funktionen

1 '_>/ fa:1 d,u27x2 '_>/ f.TQ d,ul
T2 1

sind p1- bzw. po-f.i. definiert und es gilt
/ fdur @ po :/ fx, dpo pi(dXy) =/ [ (z1,22) dpo (x1) pi(der)
X1><X2 X1 X2 Xl X2

—/ Ixo dpn pa(dXy) _/ [ (z1,22) dpg (22) pa(des)
X J X, X2 J X1

Beispiel 3. Sei A:=QxReB>*=B'@B, f=14=1¢g- 1g. Dann ist
f(z1,22) = 1a (21, 22) = Lo (1) - Ir (22) = 1o (z1)

und fRQfd)\zzo, aber
1 ,21€Q
fa: @( 1) {O 21 €Q

Beweis. Voraussetzung ist, dass lexXQ |f] d(p1 ® pe) < oo. Nach Tonelli ist das Integral

gerade [y (fX2 | fy d,u2> p1(dzxy). Dies gilt wegen |f|, = |fo,| und |f[,, = |fl,, (z2) =

|f (x1,22)| = | fa, (x2)], weshalb (fi)gC1 = (f»,)F gilt. Eine dhnliche Aussage gilt fiir zo-
Schnitte.

= Fiir pui-f.a.x ist / | fay | dpo < 00

X2
= pi-f.a.xy ist |fy,| po-integrierbar. (Analog 2. Aussage.)

= pi-fa.xg ist f;tl Ho-integrierbar.

= ._>/ f;rl dus —/ fzy dpo fiir pi-f.a.zy definiert.
XQ X2

Letzteres ist Gerade | Xo fz, dua, was pi-integrierbar ist. Weiterhin ist nach Tonelli

[ (f ) taon = f 1% o <
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und damit

/(/ fa dm) p(dzr) :/X1 < . fa dM2> pa (dx) /Xl < . fa du2> p1(day)

Togelli + . _
e /X R ARCETS) /X T e )

— / f (A ® p))
X1xXo

Fiir das andere iterierte Integral gehe man analog vor. [J | (DONE
Ergénzen)

Alles voll-

Anwendung;: .
E— standig?

Satz 22.8. Sei (X, A, u) ein o-endlicher Mafraum, f : [0,00) — [0,00) eine messbare
positive reelle Funktion, ¢ : [0,00) — [0,00),¢ (0) = 0 eine stetig wachsende Funktion,
die stetig differenzierbar auf (0,00). Dann folgt:

/swfdu:/ )cp’(t)u({fzt}) X(dt)Z/OOOSO'(t)u({th})dt

)

Bemerkung. Sei ¢ (t) =t (p > 0). Dann ergibt sich

/f”duzp/_zt”‘lu({fzt}) at

[ rau= [ utts=ey (b =1)

(DONE
Tortendia-

Sowas nennt man deswegen auch Layer-Cake-Principle. gramm)
Beschrei-

, . . . 1\ _ |bung
Beweis. Es ist [y oo f du = [y o (f(x) p(dz). Aukerdem ist ¢ (f (z)) — ¢ (1) = > toncl
ff(w) ¢’ (t) dt. Fiir n — oo geht ¢ (%) gegen 0 und somit gilt: Eillrls/lj(r)lrr_ekt”?

f(zx)
o (f () = /(Oj(x)]w (t) dt = /0 o (1) dt

Also lasst sich das Ausgangsintegral schreiben als

/ ( [ o dt) u(dz)
— [ ([ teosen @ @) ) utao
- (f

o (t) Ly g2ty (2, 1) dt) p(dz), ¢ >0 ARY = (0, 00)

*
+
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Zu Satz 8: Sei R = (0,00), B* = B'NRY%.. Dann ist ' : X xR*% — R?, (z,t) = F (2,t) :=

(f (z),t) ist A®B*-B2-messbar. Definiere AQB* 3 E :={ (z,t) € X xR } = F ' | {(a, 8) e R,a >}

€B?

Auf @ X\ =\ |B* wende man Tonelli an. Man berechne dann
[ [ @@ x@ win = [0 [ 100 ado) 2
X Jo o X
— [ S ne e X f@) =) Xy

23 Endlich viele Produkte

(X5, Aj,15), 7=1,...n, p; o-endliches Mak.
Identifizieren: (X7 X --+ x X,,—1) x X, und X x --- x X, 1 x X,, mittels der Bijektion

((xla .- .,.an_l) 7xn) — (xlv' . .,xn_1,$n)

Damit hat man:

(AR @4 )24 =410 @A 10 A (1)

Denn nach Satz 21.2 Ay x --- x A, mit A; € A; fiir j = 1,...,n erzeugen die o-Algebra
A1 ®---® A, und auch (4; ® --- ® Ap_1) ® A,. Ahnlich:

RA || R 4]=[&XA4 l1<m<neN (2)
j=1 i=1

j=m+1

Satz 23.1. Fir o-endliche Mafle p1, ..., pn auf Ay ..., A, n € N gibt es genau ein Maj3
IIauvf A®---® A, mit

(A % x Ap) = p1 (A1) .. pin (An) VA €A j=1,....n (3)

Ferner ist II o-endlich.

Bemerkung. Man nenne Il das Produkt der Mafle 1, ..., tin.
Wir schreiben 11 = @7_; pj = p1 @ -+ @ fin.

Beweis.
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Eindeutigkeit: Im Satz 21.3 nehme man £; = A;. Dies ist ein N-stabiler Erzeuger von

A;.

Existenz: Die Existenz wird per Induktion bewiesen.
Der Fall n = 2 ist durch Satz 22.3 gegeben.
Die Induktionsannahme ist dann, dass Il' = 1 ® - - - ® i1 fiir ein n > 3
existiert und o-endlich ist.
Zum Induktionsschluss muss nun gezeigt werden, dass Il = p1 ® - - - ® iy,
existiert und ebenfalls o-endlich ist.

Nach Satz 22.3 ist IT := II' ® p,, ein MaR auf (41 ® -+ - @ A,—1) @ A, =
A1 ® - ® A, mit

H(GxAn):H’(G),un(An) VGeA® - @A,-1, A€ A,
Dies ist nach Satz 22.3 o-endlich und es ist
(A x - x Ap) =TI (A1 X -+ X Ap_1) o (Ap)

Letzteres ist nach Induktionsvoraussetzung genau pq (A1) ... -1 (Apn—1) pin (An).

O
Bemerkung. Somit gilt die Gleichheit
(1 ® @ 1) @ i = 1 @+ ® iy 1 @ i (4)
und dhnlich:
m n
®Mj ® ®uj = ® - Qup|l<m<neN (5)
j=1 j=m+1

= M@ o= "= "g\"™"
D e

n Faktoren

Bemerkung. (5) erlaubt uns, die allgemeine Version des Satzes von Fubini und Tonelli
zu formulieren. Beispielsweise:

Ist f>0 A®---® A, eine messbare numerische Funktion auf X1,...,X,. Dann gilt
fur jede beliebige Permutation ji,...,J, von 1,... n:

[rameom = [ ([ ([ e m@n) mn).. ) w @)

:/.../f(a:l...,xn) pji (dz1) pj, (dy)
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Beweis. Man zeige das selber per Induktion. (The proof is trivial and is left as an exercise
to the reader.) O

Satz 23.2. Sei (xj,A;, 1) ein o-endlicher Mafraum und f; > 0 eine reellwertige
Aj-messbare Funktion auf x; fir j = 1...n. Setze dann vj := fiu; (also v; (4;) =
[a. fi duj). Dann ist v o-endlich und

J

n n
Qv =FQu;
j=1 j=1
mit Dichtefunktion F (x1,...,x,) = H?:l fj (x;) (Tensorprodukt ,F' = ®?:1 1i%)

Beweis.

Schritt 1: v; ist o-endlich. Also existiert <Ei> CC Ay (Ei) < oo mit [ Jp2, Ei = X;.
j
Wir definieren
Ej = {j € Bl : fi(j) <m} = £ ([0,m]) N B C A;
Weiterhin ist

U £ (0,m]) = £ ( U b OOJ> = £ ([0,50)) = X,

m=1

Es gilt per Konstruktion E? = Uy Ei ., und

vj (Eim) = / Ly Jidp < m/ Lps duj = my; (Ei) <00

Letztere Abschétzung ist giiltig wegen

k,m k

J
Ek7

Es folgt X; = U, UX_ Bl . ©
Schritt 2: Nur fiir n = 2 (dann Induktlon')

ciavotan= (] ) (], 1)

— [ [ v ) 10) L (02 o o2) s () o)
- / / Liyy (21,22) o (21) fo (22) pia(diry) pra(dca)
- / / sy (@1,22) F (21, 22) oa(dy) pa(daca)

= / Fd(p ® p2)
A1><A2
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Auf Produktmengen A; x As stimmt die Aussage also. Aufgrund von Eindeu-
tigkeit stimmt die Aussage also auf A ® As!

24 Die Transformationsformel (Jacobi, 1841)

Hier haben wir eine Funktion f : V' — R wobei V, U C R™ offene Mengen und ¢ : U — V'
eine nette Bijektion (bspw. ¢ (x) =T -z, T € R™*™),
Wir stellen uns die Frage, ob man [;; f o ¢ |det Dy| dX™ berechnen kann.

Beispiel. Sei T': R™ — R™ linear und bijektiv ( <= detT # 0) und f = 14. Es ist
dann

/ILA (T (2)) |det T| dN™ :/L, A"
- |detT|/]lA (T (2)) dA™ :/A anm

~ |det 7| / Ly (2) dA™

= |det T| X" (T71 (A)) = A" (A)

Lemma 24.1. Se: T : R™ — R™ linear und bijektiv ( <= detT # 0), dann ist
T(B)eB™ VBeB™.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, dass 7~! : R™ — R™ linear und somit stetig ist, da
dim (R™) = m < oo. Also gilt T~ (B) € B™ VB € B™. Alsoist T(B) = (T~}) ™" (B) ¢
B™ ¥ B e B™. O

Lemma 24.2. Sei T : R™ — R™ linear und bijektiv (<= detT # 0), dann ist

A\"(T(B)) = |det T| \™ (B)| (1)

Beweis. Spéter. O

Bemerkung. Ist detT =0, dann ist \™ (T'(B)) = 0.

120



Erinnerung: Sei X C R™ offen und ¢ : U — R™ stetig differenzierbar, also

¢1(x)
x
p(x) = i ( ) ) 0; = 9 sei die partielle Ableitung.
8xj
Pm (T)
Die Ableitung sei dabei

81901 e 8mg01
81(,07” e am(pm

Letzteres bezeichnet man als die Funktionalmatriz. Die Richtungsableitung nach h sei

daber
Dy (x)[h] = 9 (x) by

m
Jj=1

Analysis Il: Zusammenhang zwischen det (Dy) # 0 und lokaler Bijektivitdt von ¢
Sei a € X,det (Dy (a)) # 0. Dann existieren offene Umgebungen U C X von a und V
von ¢ (a) so, dass @!U : U — V bijektiv und stetig differenzierbar und cp}U_l V=U

auch stetig differenzierbar ist. Auerdem gilt idy = gp‘U_l o gp‘U U = U,z — x. Ist also
det Dy nullstellenfrei auf X, so ist Y := ¢ (X) C R™ offen!

U,V .C R™ offen, ¢ : U — V C'-Diffeomorphismus, d.h. ¢ ist C! (stetig differenzierbar)
bijektiv und ¢! ist stetig differenzierbar. Wir hatten, dass det D¢ nullstellenfrei auf U
ist, womit ¢ (U) offen.

Weiter folgt: Ist ¢ : U — V, U,V C R™ offen bijektiv, stetig differenzierbar, so gilt:

¢ Cl-Diffeomorphismus <= det D¢ ist nullstellenfrei auf U

Definition (Operatornorm). Sei T : R™ — R™ linear. Es sei weiterhin ||-|| die euklidi-
sche Norm auf R™ oder R™.

T :=sup{||Tz||: x € R", [l <1} = |Tzf| < [T Edl
—— ~—~ ~—
Norm in R™ Operatornorm Norm in R™
Sei (e1,...,en) kanonische Basis von R™ und (l1,...,ly) die kanonische Basis von R™,

dann gilt R" > ¢ =%, | xpep und R™ >y = 27:1 y;il;.
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y—Tx—T(Za:klk> ZT@k xk—ZT'jkf]l'k—Z Z Tkxk lj

k= 16Rm J=1 \k= 1Matr1xelemente

k:l,.... n
m n 2 n
IT2|® = > Thran mit Y ap= [z’
j=1 k=1 k=1
e
n 2 . n
c% k=1 T5 2 k= 1 7
1
m n 2
= ||Tz]| < Z 7| =l
j=1 k=1

=:||T'||zg Hilbert-Schmidt Norm
= 1T < ITus

ol

m n
= IT-M| <|T-M[|> Mj)*
]:1 k=1

WICHTIG: Ist L:U — L (R™,R™) und U C R" offen, so ist L stetig in z¢ € U genau
dann wenn limg_,4, ||L (z) — L (z9)|| = 0, was auferdem &quivalent dazu ist, dass alle
Matrixelemente L;j (x) stetig in xq sind (dabeiist j=1...mund k=1...n).

1L @) = L @o)ll < 1L (2) = L (@o)ls = (D2 D (B (@) = L (20))%)*

Lj,k ('I) = <fjv (x) 6k>Rm

Insbesondere gilt:

p: U — R™ U C R" ist stetig differenzierbar
<= U 32— Dy (z) ist stetig (in Operatornorm)
<= Alle partiellen Ableitungen Orp; : U = R,j=1...m,k =1...n sind stetig

Weiterhin hatten wir:

T :R™ — R" linear 22" > \™ (T'(B)) = |det T| \™ (B) , B € B™
(det T#0)
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Frage: Ist ¢ : U — V,U,V C R™ ein Diffeomorphismus, gilt dann auch

A (V):/ dxm:/ dx”:/ (det Dy| dA™
v o(U) U

oder gilt A (¢ (B)) = / A\ = / |det Dep| dA™
»(B) B

oder sogar / fdX" = / fdX" = / fo|det Dp| dN™ fiir geeignete 7
1% o(U) U

Satz 24.3 (Transformationsformel, Jacobi 1841). U,V C R™ offen und ¢ : U — V
ein C1-Diffeomorphismus (inbesondere also det Dy ist nullstellenfrei auf U), V = o (U).
Dann gilt:

a) Y ACB}=UnB™ (Spur o-Algebra) ist

W (o (4) = [ [det De| ax” 3)

b) V€ M (V,B) =Mt (V,VNB™) gilt

/fdx"— fd)\m—/fogp\detDcp\ A" (4)
14 U

U

c) Sei f:V — R (oder C) ist \™ integrierbar iiber V oder dquivalenterweise f o
@ |det Dy| ist iber U X™ integrierbar. Dann gilt

/vfd)\m:/(p(U)fdAm:/Ufogp|detho| d\™ (5)

Ein paar Vorarbeiten: Halbring # = {0} U {[a,b),a,b € ;2,2 "Z™, [a,b] C U } er-
zeugt Spur o-Algebra B} = U N B™.

Lemma 24.4. Seien U,V C R™ offen und ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Dann
gilt

VIeH: A" (o () < / (det Do| dA™ (6)
I

Es gilt also Gleichung (3) als Ungleichung <.

Beweis. Spéter. [
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Lemma 24.5.
VAeB ist \"(p(A4)) < / |det Dw| d\™. (7)
A

Beweis. Vergleichssatz oder Nachmachen des Beweises des Eindeutigkeitssatzes iiber
D:={DeB:(7)} = D ist Dynkinsystem sowiec H C D O

Lemma 24.6. V f e M (V,B}) ist, U,V C R™ offen, ¢ : U — U Diffeomorphismus.

/fd)\m:/ fdAmg/fo<p|detD<p|d>\m
v o(U) U

Beweis.

Schritt 1 f € B (V,B2), f =S, culp, By € B, oy > 0
= / fd\" = al/ ax™ = al/ A\, Ay = o7 (By)
\%4 Z Bl Z ‘P(Al)
Lemma 5
= Zal)\m (p() < Z al/A |det Do| dA™
1

= / Zal]lAl |det Dg| dA™ = / fopldet Dp| dA™
U

Schritt 2 Esgilt f € M™ (V, B{}). Nehme eine wachsende Folge u,, € E* (V, BY}) , up41 >
Up > 0 mit f = sup,, uy, = limy, o0 Up.

Damit sind wir fertig! O

Wir haben

/fdAm:/ fd)\mg/fo<p|detho|d)\m
1% »(U) U

:/fd)\m:/ fam < /fo\lf|detD\If|d)\m
U (V) Lemma 6 JV

Dabei soll f = f o p|det Dp| und ¥ = =1 sein. Es ist also

Fe @) = (fo0) @) = (((fopldet D) o ¥) (x))
= /(¢ (¥ (2)))|det Do (¥ (2))| = f () |det Dp (™" ()|
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Daraus folgt auch

<fo U |det D\IID (x) = f(x) ‘det Dy ((p_l x)) det Do~ ! (x)‘

f
(@) |det (Dg (¢ (x)) D™ (2))]
[ (x)|detidgm| = f ()

Also ist schlieRlich
/ foW|det DU| dA™ = / fd\"®
1% |4

Wir wissen auch, dass wegen ¢ (gofl (:n)) = idy, ¢ : U — V und der Kettenregel

Dy (7 (z)) Dp~ ' (z) = D (pop) (z) = Didy = idgn gilt.

Damit folgt Teil b) von Satz 3, dass f Indikatorfunktion messbarer Mengen B = ¢ (A)

ist und damit Teil a von Satz 3. Fiir Teil ¢ betrachte man f*, f~, Teil b und subtrahiere.

Damit hétten wir Satz 3 geschaffen (Modulo Beweis von Lemma 4 und Lemma 2). 27.01.2020

Lemma 6 folgt aus Lemma 5 und dieser aus Lemma 4! Zuerst zeigen wir aber Lemma 2:

Beweis zu Lemma 2. Man rechne nach, dass vy (A4) :== A" (T'(A)), A € B™ ein Mak auf
B™ definiert. Weiterhin ist:

vr(A4+2) =" (T (A+2) =" (T(A)+Tx) =" (T (A) =vr(A)
Also ist vy translationsinvariant auf B™ und es gilt:

vp =¢(T)- A" ¢(T)  =vr([0,1)™) =A"(T([0,1)™)) < oo
>0

AT (ST (A) =9 () A" (T'(A)) =9 (S)$(T) A" (A)
= P (ST) = ()¢ (T)

Polarzerlegung: Sei T' : R™ — R™ linear und bijektiv. Es existiert dann eine l&ngener-
haltende, positiv definite Matrix O € O (m) mit |T'], fiir die T = O |T'| gilt.

= (1) =4 (O|T)) =¢ (O)p (IT]) = ¢ (IT1)

Weiterhin existieren D = diag (A1,...,Am),A; > 0,5 € SU (m) ( — St=9"1¢6!5 = idR'm)
mit |T| = S'DS. Wegen ¢ (O) \™ (By) = X (O (By)) = A™(By) gilt ¥ (O) = 1. Nun
folgt:

V(T = (8°) v (D) ¥ (S) = v (8°S) v (D) = ¥ (D)

Nun ist aber X™ (D ([0,1)™)) = A (H;?”;l[o, Aj)) =17, Ay = det (IT)) = |det (T)| O
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Polarzerlegung: Sei T': R™ — R™ linear und bijektetiv.

= 30 C O(m) : |T| positiv definite Matrix T = O|T| |detT|= det|T)|

Beweis. Sei T'T symmetrische positiv definite Matrix.
— JRc SU(m), R'R =idgm = Lyxm
T'T=R'R D =diag(di,...,dn) dj>0
Definiere |T| = VTT = R'VDR invertierbar. VD = diag <\/d1, ce \/dm>

-1
Definiere O = T'|T| ™" 7"t =R (\/5) R
=T
~~
(O, 02) g = <T|Tr1x,T\T|*1x> - <|T|1a:,TtT |T|11:>
~———
=TT =T
— T=0|T| AeR™ :<m-1x, ]T\x>: <\T! |T_1x,:r:>
=id
= 0'0 =idgm = (z,z)
© O

Wir haben auch (det |T|)* = det <|T|2) = det (T'T) = (det T)* und somit det |T| =
|det T'|.

Beweis zu Lemma 4. Nehme I € H sodass I C U. Dann gilt
n
I=Jrn (8)
v=1

wobei I, Wiirfelseiten der Lénge [ sind. Beliebig verfeinern durch Halbieren der Seiten
von I,,. Zerlegung (7) kann beliebig fein sein.

IcCU = 3r>0:B.(x)cUVzel

Da I kompakt ist gilt Ve >030<4§ <1 mit

Dy (x) = Dy ()| <eVayel:|lz—yl <4 (9)
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Behauptung Mit M := sup, 7 H(Dcp (x))_lH < oo gilt fiir I, sofern die Kantenldnge
d von I, klein genug ist

N (o (1) < (1 +2M\/Es)/l |det Dy| d\™ (10)

mit € an Verlust.

Angenommen die Behauptung gilt

A" (@ (I)) = A" (U v (L))
v=1
< ZA’” (o (1))
v=1

< Z (1+ 2M\/ﬁs)m/ |det Dp| dA™
(9) v=1 Iu
=(1+ 2M\/ﬁs)m/ |det Dip| dX™ Ve >0
I
Der Grenzwert ¢ | 0 liefert A™ (¢ (I)) = [, |det Dyp| dX™! ©

Es reicht also, die (9) zu zeigen. Sei @ € I, mit inf 7 [Dy(z)| = [Dyp (a)|. Die Idee
ware, ¢ durch eine affin lineare Funktion auf I, zu approximieren:

Definiere T' := Dy (a) & sup,.7 || D¢ (x) — Dy (a)|| < €, sofern I, C Bj(a). Dies ist

=T
der Fall, sofern | < ﬁ Definiere also h (z) = ¢ (x) — Tx.
MWS auf R™
b (z) = h(a)ll = l¢(x) =Tz = (p(a) =Ta)| < sup |[Dh(2)] |- all <evmi
zel, T~
=[|Dep(2)-T|<e

= h(x) € h(a)+ B, /m; (0)

— ¢(@) =T (z) € p(a) =T (a) + B ym (0)

= ¢(x) € p(a) + T (z—a) + B m (0)

= p@)epla)+T(x—a)+T <T*1 (Bs\/m (0)))

Wegen ||| < M und § < 1 sowiel < ﬁ < \/—% gilt 71 (Baﬁl (0)) € Bjp-1)eymi (0) C
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B_yr i1 (0) € Beps (0) und somit folgt:

Veel,:p(x) Cyola)+ T (z—a)+T (B (0))
=p(a)+ T (x —a+ B (0))

= o)) Ce(a)+T |1, + By (0)—a
—
cl,

Dabei ist I, ein Wiirfel mit Kantenlénge [ (1 + 2eM).

— X" (p (L) <A™ (9 (@) + T (1) - a)

—xn (1 (i, - a)

= |detT|\™ (fy - a)

Lemma 2
= |det T| A™ (I})
= |det T'| (I (1 +2eM))™
= (14 2eM)™A™ (1)
——

[m

Dies gilt fiir alle € > 0, sofern die Kantenlénge von [, klein genug ist!

|[det T| A (1) = [ |detT| d\™ < |det Dp| dA™
I, I

Es folgt die Behauptung, womit alles endgiiltig gezeigt ist. O

Beispiel (Polarkoordinaten in R?). Seien U = (0,00)x (0,27), V = R?\([0,00) x {0 })

A2 Nullfolge

©:U—=V, (r,9) = ¢(r,9):= (rcosd,rsind)

“__» _ 67'@1 619%01 o COS (19) —7rsin (7_9)
Do (r,0) “ =" (0rp, Opp) = <8T<p2 819@2) = (sin () rcos ()
€1
€2
e(U)

= detDp=7r>0
= fd)?:/
:/f(rcos(ﬁ),7“311(1(79))7“6[)\2 (r,ﬁ):/f(rcos(ﬁ),rsin(ﬁ))r drdﬁ:/f(rcos(ﬁ),rsin(ﬂ))rdﬁ
U U U

fdxt= / fogpldet Do|_, dA*(r,0), =
R2 U ~—

<
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Dies gilt fiir messbar oder integrierbare f > 0. Nach Tonelli gilt also
oo 21
fdr? = / / f(rcos(9),rsin(9)) dd r dr (JL‘% + 22 = 7“2)
R2 o Jo

Betrachte beispielsweise das Integral ffooo e~ dx. Es qgilt:

o 2 2 2 2
</ e ” dm) ://e_acle_:”2 dz1 dzo
—00 RJR
00 2m
Polar:koord./ / T'€_T2 do dr
0 0
2

o
:27r/ re” " dr
0

2 27 [ _

= = e " du
2 Jo

— _,u]®

_W[e }0

=7

25 Integration auf Mengen, die durch eine Karte
beschrieben werden kénnen

Ziel: Mafs und Integral auf Untermannigfaltigkeiten (U-Mfg)

Motivation:
1. Betrachte eine lineare Abbildung 7 : R¥ — R" 1 < k < n (also T € R™* mit ma-
ximalem Rang Rang T = k). Dann ist T (R¥) =: L = Bild (T) ein Untervektorraum
von R™. Ist V' C R offen, so ist T'(V') C L relativ offen.

Lemma 25.1 (Polarzerlegung). Wir definieren die Menge

O (k,n) : = { lingenerhaltende Abbildungen Q : R¥ — R™}
={QeR™:Q'Q =T}
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Sei T € R™* mit RangT = k. Dann existiert eine Matriz Q € O (k,n) und eine positiv
definite symmetrische Matriz |T| € RF*¥F mit

T=QIT| (1)
TP = T'T, det |T| = (det TtT)% (2)

Beweits.

T'T  RangT =k = T'T ist postiv semidefinit, hat also Eigenwerte Ay, ..., \; > 0.

symm., pos. def.
Also existiert ein Rmit T'T = R'DR, R'R = idyy, Rt = R™!, wobei D = diag (A1, ..., A\x).
Definiere |T| := R*V/DR!, wobei wir VD := diag (\/)\1, e ,sqrt)\k). Es gilt:
IT]> = R*DRR' VDR = R"WVDVDR = R'IDR = T'T
=id
Weiterhin gilt

1 1
7™ = R (D)2 R = R'dia <>R
71 = R (D) e( o

Definiere Q := T |T|™*, dann gilt:
T=QIT|
72
1 1 1 1 1
(Qu,Qu)gn = (TIT| &, 7T 2) = (1T 2, T T 2y = (T | T 2)
R N——

=[T| RK

Rk
= <.%', x)Rk‘

Damit ist
(det (T))2 = k det (|T|2) — det T'T

Beobachtung: @ : RF — R” Isometrie, T = G |T|, L = Bild (T) = G (Bild |T).
Sk = nat. vol. auf L, A C R¥ T (A) C L, S* (T (A)) = S* (G |T| (A)) = N (|T| (A)).
G: Weil |T'| (A) im R™ keinen 77?7 aber ldngenerhaltend.

A (IT] (A)) = det |T] AF (A) = (det TPT)? AF (A) =: S* (T (A)) 3)

V C RF offen, ¢ € C! (V,R") eine Immersion (d.h. Dy, () ist injektiv, d.h. Rang Dy, (z) =
k ¥z € V) und Homdomorphismus von V' auf ¢ (V) (dh. ¢ : V. — ¢ (V) ist stetig,
bijektiv und ¢! : ¢ (V) — V ist stetig).
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Definition 25.2.
Go={ECe(V):¢ ' (B)eB"} (4)

Sk (E) = det (D' D)) ? dA 5
E)e= [ (e (DeDp) )

Lemma 25.3.
a) (i ist o-Algebra
b) Sk: ¢, —[0,00] ist ein Map
¢) (e und S* hingen nur von der Menge o (V) ab! D.h. ist V! C R* offen und
¢ € CH(V',R™) eine Immersion, sowie ¢’ : V' — o (V') ein Homéomorphismus
mit o (V) = ¢' (V'), so folgt:

Ee(, «— ¢ 1 (BE)¢B" (6)

1
/P . (det DLD )2 dAb = L . (det DID])? dA¥ (7)

Beweis. a) und b) folgen aus der Definition und der Bijektivitét von ¢ auf ¢ (V) und
der Linearitat des Integrals. Betrachte also den 3. Fall:

vV o5 o)
T / I
VS o (V)

Dabei ist ¢t o ¢’ : V/ = V ein Homdomorphismus.

Behauptung. 1 ist sogar C!-Diffeomorphismus (siehe Skript)

Es gilt . Also ist

Dy’ =D (potp) = (Dpotp) Dy (8)
D¢/ ()" Dy (x) = (D (2))" ((D¢" (¢ (= )))) Dy (x) (9)
(det (D" Dy))? = (det (D! D) 01))? |det Dy| (10)

— / (det D" D) ? dAF = / (det (D" D)) da*
@'t plop~H(E)

=1

= / (det D' D) * dx* (11)
e(E)”
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Also ist (¢ (V)),\¥) ist Makraum. f: ¢ (V) = R (oder C) messbar gdw. f o ¢ messbar

ist. Fiir integrierbares f ist weiterhin |f|o ¢ (det DgOtD(p)
und es gilt

=

auf V bzgl. A\¥ integrierbar

/ fdst = / fop (det DcptDcp)% d\F (12)
e(V) 14

Wir nennen weiterhin ¢ = D! Dy die Gramsche Matrix oder Flicheninhalt oder Jaco- —{wielleicht??}
1 1
bische. Oft schreiben wir das als Jp = (det D' Dyp)? = (det g)2.

Wichtig: Matrix Dpr@ kann man schreiben als

(DuDy), ; = (010, 0i0)gn G5 =1,....k (13)
¢t
Denn: (Dy), ,, = % weil gilt Dy, = (d1¢, ..., Opp) und D}, = : |- Also ist
O’
Ot
DD, = 62 t (D19, -, Op) = (&wtajtp)m, = ({00, 9 0)n )i =1,
k¥

9 <3£ %>
¢ = ¢ (x,y) eine reguldre Fliche. Es sei dann g = D;D(p = Oz O 65’
%) I
Jz’ Oy y
Dann ist
1
detg=det DD, = [ | 22| |=2| — ( ==, == it N
g = R Hee (830 Oy Ox’ Oy Ox Xﬁy

Wobei im letzten Ausdruck das Kreuzprodukt im R? gemeint ist, denn fiir a,b € R? gilt
a2 b — {a,b)” = |a x b2,

Sphare

©:U=(0,7)x (0,21) = B2 CR® ¢ (01,03) = (sin O cos O, sin O sin O, cos O1)
— Dy'Dp = |sin©|?

2
— 5% (B?) = Fliche in B° :/ (/

2
sin @1 d@1) d@g =4m
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Beispiel 4. Sei V. C R"! offen, v € CL(V,R), ¢ : V — R* x — (2,7 (z)) eine
Immersion und Homdéomorphismus. Es gilt 0;¢ = e; + e,0;,5 = 1,...,n. Nach (13)
gilt
Dy!' Dy = idy—1 + V () @ V (¢)) (14)
Wir definieren weiterhin (a x b), ; == a;bj. Dann ist det (1 +a®a) =1+ la|? (x). Also
A=1+4+a®a=1+|a)a (Physiker)
Az =z+aa,x)

Also hat es Eigenwerte 1 x 1+ |a|* bzw. n — 1 x 1. Daraus folgt (x).

/ Jdsm = / J st = / f (@ @)1+ V9 @) A Nde)  (15)
Graph(y) (V) v

26 Grundlagen zu Untermannigfaltigkeiten

Definition 26.1 (Untermannigfaltigkeiten (U-Mfg.)). M C R™ heifit k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit falls zu jedem p € M eine offene Umgebung W C R™ und ein
Cl-Diffeomorphismus ¢ : W — R™ egistiert, so dass

¢ (MAW) — (Rk {0 }) N6 (W) (,Jokale Plittung®)

Satz 26.2 (U-Mannigfaltigkeitskriterium). Seien 1 < k <n, k,n € N, m C R". Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:
1) M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit

2) Niveaumengenkriterium: Zup € M 3 offene Umgebung W C R™ und h € C! (VV, R"*k)

mit Rang Dh = n—k auf W, sodass MOW ={q € W :h(q) =0} =h"1({0}),0 €
R,

3) Graphenkriterium: Zu p € M gibt es nach Umnummerierung der Koordinaten
offene Umgebung U x V. C R¥ x R** U € C'(U,V), sodass M N (U xV) =
[(w¢@)iveU}

Beispiel 5. Sei S"~ ! := {qeR": |q| = 1}. Definiere h(q) := |q|* — 1 und W = R" \
{0}. Dann ist Dh(q) = (Vh(q),-),Vh(q) =2q und S *NW ={qeW :h(q) =0}.

Satz 26.3 (o-Kompaktheit von U-Mfg.). Jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
M C R™ ist eine abzihlbare Vereinigung von kompakten Mengen K; C M M = U;i1 K;.

Beweis. Skript O
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Definition 26.4 (Karten & Atlas). Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von RF.

Karte: Setk=1,...,n.
Das Paar (¢,U) heift Karte (fir M), falls U C R* offen.
Sei nun ¢ € C' (U,R¥) die Inversion mit o (U) C M, ¢ : U — ¢ (U) Homéomor-
phismus. (auch lokale Parametrisierung)

Atlas: Eine Menge von (0o, Ua)qeca heifit Atlas (fir M) falls | c 4 o (Ua) = M. Ein
Atlas heifit endlich (abzihlbar) falls die Indexmenge A endlich (abzihlbar) ist.

Satz 26.5. Fiir jede C*-U-Mfg M C R™ gibt es immer einen abzihlbaren Atlas. Aufer-
dem:

Jedes p € M liegt nur in endlich vielen Mengen o (Uy) ‘

Beweis. Siehe Geometrie-Vorlesung (oder Skript). O

27 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Seien f: M — R eine Abbildung und (¢, Uys) eine Karte, wobei U, C R¥,
Annahme: f =0in M \ ¢, (Uy).
Wir definieren analog zu (25,12):

1
/ fdsk = / fdSy = / fdSy = [ fowa(det Dl Dipy)? dAF
M M M Ua
Wir haben dabei U 2> M i) R.
Zusammenkleben Zerlegung der Eins:
ho: M — R
ha (p) = H‘Pa(Ua) (p) pe M (1)
ZﬁeA ﬂ%(Uﬁ) (p)

Esgilt also 0 < hy < lauf M und ) o 4 ho (p) = 1 fiir alle p € M. Dabei sei (¢o, Ua) e a
ein abzahlbarer Atlas unter den Bedingungen aus (27.1). Beachte insbesondere auch die
Annahme, dass h, = 0 auf M \ ¢, (Uy) gilt.
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Definition 27.1. Unter obigen Bedingungen setzen wir folgendes um.

G (M) :=C:={ECM:(Epy(U,)) " Borelmessbare Menge im R*} (2)

Sir (B) = S* (B Z/ (hallg) o o (det D, Do) ? AN (3)
acA

Lemma 27.2.
a) (i (M) ist o-Algebra.
b) ¢k ¢ (M) — [0,00] ist Maf.
c¢) Wegen der Definition von ( (M) und (¥, ist dieses unabhingig von der Wahl des
Atlas.

Bewets.
a) Folgt direkt aus der Definition.
b) Die Endliche Additivitét folgt direkt aus der Definition; die Abzahlbare Additivitét
aus der monotonen Konvergenz.

c) Sei < ’,U’) ein weiterer Atlas.
) ¥sr Y3 seB
Analog zum Beweis von Lemma 25.5 c):

/ (hahls1g) o ga (det Dl Dy ) dAF

: 1
_ /U (halyls) o ¢l (det (D) D)™ ax* (4)
B

/

@ _
Wir erinnern uns dabei, dass U, — M, Us % M und setzen 1) := P © <<p’ﬁ 1).

Yo (Ua) Nyl (Ug) N E|. Das Summieren von (4) iiber das Maf und Monotone

Konvergenz liefert die Behauptung.

O]

Mit der o-Algebra i (M) und dem Maf S¥ auf (; (M) erhilt man aus den iiblichen
Prozeduren auch Integrale {iber messbare numerische Funktionen f : M — [0, 00| und
damit integrierbare Funktionen:

= f: M — R(C) ist integrierbar {iber M falls

[ 1n1dsly <o
M

Das Integral ist dann definiert als:

/deM _Z fo% (det DL, det Dy,)

acA

N[
U
>

-
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Lemma 27.3 (Ahnlichkeitssatz). Sei T : R® — R" eine Ahnlichkeit der Form T (p) =
AGp +a,a € R, G € O(n),\ > 0. Ist M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit, so ist
auch N :=T (M) eine Untermannigfaltigkeit und fir die zugehorigen Mafe gilt:
a) Ist A C M messbar (A € Cx (M)), so ist T(A) € C (N) mit Sk (T (A4)) =
MNESE (A).
b) Fiir positve messbare oder integrierbare Funktionen f: N — R (C) gilt

/defV:Ak/ foT dsk,
N M

Beweis. Zu q¢ € N wihle lokale Plittung ® : W — ® (W) von M mit T-!(q) € W.

Dann ist ® o T~1 : T(W) — ® (W) eine lokale Plittung von N mit ¢ € T (W). Also ist
N eine C!-U-Mfg.

Ist (p,U) eine Karte von M, so ist (T' o p,U) eine Karte von N (und umgekehrt). Au-
ferdem ist (T o ) " (T (A)) = ¢~ (A) A-messbar.
a) O.B.d.A.sei A C ¢ (U) fiir die Karte (¢, U) von M. Die Ableitung der Translation
ist die Identitdt und damit DT (z) = AG. Also ist

D (T o (2))! D(Top(x) "2 Dy (2)! (DT (¢ (2)))! DT (¢ (z)) Dy (x)
= Dy (2)! (\G)' \GDy (x)
= Dy (z)' N*G'GDy ()
= Dy (2)! X*Dy (2)
= \Dy (z)! Dy (x)

und

NI

Sy (T (A)) (det (DT 0 )" D (T 0 ¢))? dXF

Il
—

(Top) " (T(A))

A¥ (det Do' Dep)
L4

L_I(A) (det D(ptho)

= \kSE (A)

N

d\F

Il
?rﬁ\

N

I
>~

d\F

b) Folgt aus a) fiir Elementarfunktion, dann weiter wie tiblich.
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Satz 27.4 (Zwiebelformel). Sei f € L' (R").
Dann folgt: f|,, € L' (S55)), Br=B,(0), 0B, = 9B, (0)

Rnfd)\ /oo(andS'_>dT
/ /Bn 1 (rw) Sgnll(dw)d

Beweis. Sei ¢ : U — V C B"! eine lokale Parametrisierung. Definiere C (V/
Kugel iiber V in R" = {rw:w € V,r>0}. Dann sei ® : (0,00) x U — C(V

® (r,y) = r¢ (y) wobei y € U C R"™! gelten soll.

gij = (0ip, 0jQ)gn
D® (r,y)" D® (r,y) =

DO = | 0,®, 0P, 0P, ...,0,_1®
~~

_ 0%
oy1

= (‘707 7“6190’ sy ranflgo)
— D® (r,y)' D (r,y) = (

H
o
S
N———
m
s
3
X
3

— (det DB'DD)? = "1\ /det g
E=¢(A),AcB" ' C(E):Kugel iiber E
Also ist

/ f N = / £ (o (1)) (detg (2))® dX® (r,y)
C(E)

Fubini- Tornelh/ /f r, 90 detg( ) )\n_l(dy) )\l(d’l“)

/ / (rw) Sga. 1 (dw) dr
{erE}
Lemma n
T e sl ar
{'erE}

Der allgemeine Fall folgt aus der Zerlegung der Eins!

ffene
mit

O]

Definition 27.5. Sei A C R" offen. Der regulare Rand von A ist die Menge 0,A der
Punkte x € OA fir die es ¢ > 0 und G € C! (B, (x)) gibt sodass iiberall DG # 0 gilt

sowte

AN B, (2) = G ((~20,0))
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A heift Ct-berandet, falls 0A = 0, A.

Bemerkung.

Vo€ 0,A:0,ANDB,(z) =G 1 ({0}) (6)

Beweis. (0,AN By (z)) € G71({0}) ist klar, denn ist G (p) < 0 so gibt es eine offene
Umgebung U von p mit G < 0 in U und es gilt U C A. Ist andererseits G (p) > 0 so gibt
es eine offene Umgebung U von p mit G > 0 in U und somit U C A®.

Umgekehrt: G (z) = 0,a € R™.
%G (x +ta) = DG (z + ta) [a] (7)
= (VG (x + ta) ,a)

Dabei ist VG (z) # 0 und a = VG (z). Also enthilt jede (offene) Umgebung von z den
Punkt y mit G (y) > 0 bzw. einen (anderen) Punkt y mit G (y) < 0. Alsoist z € 9, A. O

Bemerkung. Aus (6) und dem Untermannigfaltigkeitskriterium (Niveaumengen) folgt:
0, AN By, (z) ist eine Untermannigfaltigkeit.

Tangentialraum: Wir nennen den folgenden (n — 1) -dimensionalen Raum Tangential-
raum:

T,0,A={aeR": DG (z)]a] =0} (8)
—{a€R": alVG (2)}

Lemma 27.6. Sei A C R™ offen. Dann gibt es fiir jedes x € 0, A einen Vektor v (z) € R"
mit

a) |v(z)=1
b) v(z) LT, (0,4) 2z €8,A
c) Yxed A gibtesp>0:

r+tv(z)e A Vo<t<0
r+tv(z) & VOo<t<eyp

Auferdem ist v € C (0, A,R™) und v ein (duferer) Normalenvektor.

Beweis. Aus a), b), c) folgt Eindeutigkeit.
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Existenz: Nehme:

VG (x)
v(z) =
N E]
macht es! © O
28 Satz von Gaul
Satz 28.1 (Satz von Gauk). Definiere v (z) := % als die aufere Normale (lokal).

Sei weiterhin A C R™ offen, beschrinkt und 9,A = 0A. Dann gilt fir F € ¢ (Z, R”) N
¢ (A,R"):

divF =Y 0,F; € L' (A)
j=1
— / div F' d\" :/ F-vdSy,!
A 0A

Lemma 28.2. W C R" offen, p € C (W). Die letztere Menge enthilt stetig differen-
zierbare und kompakte Triger supp (f) ={x: f(x) #0}.

of \n .

f(z) ,xeW

. Also ist f € C' (R™). Setze
0 e W

Beweis. Setze f fest auf R™. Definiere f = {

weiterhin x = (2/,1,) € R"~! x R.
of d\" F“‘éou/ / of (¢, 2n) day, da’
Rn—1 JR 8xn

R” 833n
/ 0 dz’
Rn—1

0

Lemma 28.3 (Lokale Version von Gauf). Sei V C R"™! offen und beschrinkt.

Y et (V) A={zeR":2 €V, z, Cy(af)}
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F e CH(A,R")NC (A,R"), sodass div F € L' (A) und es gebe K € V x R kompakt mit

F=0mA\K

= /dide)\":/ F.-vdst!
A 0A

Beweis.

daeR: F x xn —OVacnga

= x ,xn) dx,, dx’
A Sn Fublm

:/Vp(x,qu(gc))_p(x,a) da’ :/‘/F(x’,\lf(x’))daz’éi

Behauptung: Auch j =1,...,n — 1 erfiillt

OF} jan — _/ij (2, () gg‘i_ da’

A Tj

Aus und @ folgt:

/ div F d\" = Z / a; d\"

J

—Z< /F ) 2 4 )—i—/VFn(x’,w(:c'))dx’

Ly

) o =Vt (2)
_/V<F(x,7!)($))’\/1+W:w(x,)|2< vlw >>

=v(z/,zy)!

= ()

Achtung: A = {(2/,2,) : G (2, 2p) =2 — ¥ (2') <0}

—_————
=:G(z',xn)
= Normale: v (z) = ‘gg Eg‘

()= /{M (F,v) d§™!

mit 0A = graph (¢) und VG = <—Vm/11/1 (37/)>
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Zu @: Abschneidefunktion n € C! (R) : n(z) = 1 fiir 2 > 1 und 5 (2) = 0 fiir z < 3.
U () -z,
o) i (L2 M

€

Dann gilt Fy. = 0 auferhalb von {z € K : 2, <V (2') - 5§} C A. Somit gilt Fy, €
Ct (A) und nach Lemma 2ist 0 = [, div (Fp.) d\" = / (div F) pe dA" + [, F -V dX" (9).
A

el0
— [, div F dA™ nach Dom. Konv.

div ' € L(A),|pe] <1,0. — 1 punktweise.
Dabei ist ¢e (z) = % <Vx,:111(x )> i (w)

Umskalieren: z € V x [0, 00) g(2):=(, V() —¢ez,) = |detDg|=¢

Substitution: = =g (z) = fv fo ( ( ) — 5zn) (V\Ii(lm’)> 0 (zn) dzp, d2’

beschrinkt auf KNA
Da F und |VV¥| beschréankt auf K N A sind, folgt also mit Dom. Konv.:

Vi (3«"/) / /
lim () //0 hmF z 1/1 ) ezn)< 1 >n (zn) dzp, dz

eiO el0

// (2,0 (2 ( V(@ ))n’(zn) dzy, d2’
= [ FE @) [ o G dena
=AFWWVDM

Daraus folgt (@!

O

Lemma 28.4 (Glatte Zerlegung der Eins). Sei K kompakt und seien Uy, ...,Uy endlich
viele offene Mengen, die A tberdecken, also A C U}]:o Uj. Dann gilt:

3 Funktion ©; € C5° (Uj, [0, 1]) mit ZGJ (x)=1Vze A (11)
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Beweis. Spéter (Skript) O

Beweis des Satzes von Gauf.

/ div F d\" = / (F,v) ds" !
A 0A

Sei x € 0A = 0,A. ¢, > 0 und G wie in Definition von 9,A. Es gilt DG (x) # 0. Es
existiert also ein o, > 0, sodass JA in einer Umgebung von z ein Graph ist. Genauer:
Va € A gibt es, nach Permutation der Koordinaten und gegebenenfalls Inversen (x; —
—x;) offene Mengen U, = Bi(z) (V) +1p, r (z) > 0,05 > 0, I, = (xn — @a, Tn + ) und

N—_——
CRnr—1

eine C1-Funktion 1 mit Bi(x) (y') — I, mit
ANUp={yeUp:yn <v ()} (Graphenkriterium fiir U-Mfg.) (12)

Entsprechend ist G (2, z,) = 0,G (2',v (2')) = ¢. Da 0A C Uyepa Uz - - -, ist OA kom-
pakt. Es erfiillt also das topologische Kriterium fiir kompakte Mengen. Es gibt also endlich
viele Uy, ...,Uy, die OA iiberdecken! Nehme also Uy = A = A= AUJA = Uj:o Uj.
Wir verwenden die Linearitét des Integrals:

Nehme 60; aus Lemma 4: "6, () =1, Vo € A.

= div (F) dA™ = / div | F 0; | d\" = / div | F8; | d\"
/A ( ) A ; ! ; AﬂUj \f]/
— i

HY hat einen kompakten Tréiger in A = Uc. Aus Lemma 2 folgt also [ 4 divH 0 dxm = 0!

Fiir j = 1,...,J gilt nach Lemma 3 [, div H? d\" = [}, , ., (H;,v) dS"!. Fiir die obige
J

Folgerung gilt also weiter:

J J
div (F) d\* = / F-6;v dsnlz/ FS 0.,v)ds"™!
/A (F) jZOaA< ) 8A<Zj>

=0
:/ (F,v) dS™!
0A

O]

Angenommen wir seien auf R und wollen f € C* mit f = 0 auf (—o0,0], f > 0 auf
(0,00) und f < 1. Eine glatte Funktion mit diesen Eigenschaften wére

f(:):)—{ez ,x >0

0 ,x <0
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Es gilt tatsdchlich f € C*°! Betrachtet man ndmlich die Ableitung, so gilt

£ (@) = {P% (1)-e+ x>0

0 ,x <0
Funktion f € C*, f > 0 auf (a,b), f =0,z < a,z >b.

Literatur:
Konigsberger, 5. Aufl. Ana II
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Abbildung 12: Verweis auf die Relevanz von Satz 1.3
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Abbildung 13: K fiir d = 2

Abbildung 14: 77?7
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Abbildung 15: Beispielhafte konvexe Funktion ¢ und A¢ (z) + (1 — A)p (y)
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Abbildung 16: Beispiel fiir Q,, und Qa,
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Abbildung 17: Gestrichelte Linien: erinnern daran, wie [ f du die Fliche berechnet.
Diagonale Linien: markieren die Fliche(n), die von [*pu({f>1t}) dt
berechneten werden.

Rote Linie: Die zu integrierende Funktion f
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