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[21. Okt]

1 Einleitung: Motivation fiir Maf3theorie

Wir wollen in diesem Modul eine Theorie erarbeiten, um Teilmengen des R™ messen (das heifit
ihnen einen Inhalt zuordnen) zu kénnen. Auflerdem soll diese Zuordnung eines Inhalts bestimmten
(intuitiv klaren) Anforderungen geniigen. Wenn wir zum Beispiel zwei Teilmengen des R? A und
B, die disjunkt sind und denen wir entsprechende Inhalte zugeordnet haben, betrachten, dann
soll nach unserem intuitiven geometrischen Verstdndnis auch gelten

Flache(A U B) = Flidche(A) + Fliche(B)

Fiir einfache Teilmengen des R? haben wir bereits eine Moglichkeit, deren Flicheninhalt zu mes-
sen:

Beispiel 1.1.1 (Messen eines Rechtecks). Im Fall eines Rechteckes R C R? mit den Seitenlingen
a und b wissen wir bereits, dass wir einen sinnvollen Flacheninhalt durch

Flache(R) =a-b
berechnen konnen.

Beispiel 1.1.2 (Messen eines Dreiecks). Auch fiir ein Dreieck D C R? mit Grundfliche g und
Hohe h kennen wir die Formel

1
Flache(D) = Qgh

Beispiel 1.1.3 (Parkettierung). Wir kénnen auch eine komplexere Form F C R? mittels (ab-
zéhlbar) unendlich vielen Dreiecken approximieren. Dafiir nehmen wir abzéhlbar viele paarweise
disjunkte Dreiecke (Ay,),, sodass U Aj; = F. Dann gilt

jeN

JjEN j=1

Fléche(F') = Flache ( U Aj> 0 i Flache(A)

Bemerkung 1.1.4. Wir wollen dementsprechend ein Maf finden, also nach unserem Versténdnis
eine Abbildung p : F — [0, 00], wobei F C P(E) := {U : U C E} eine Familie von Teilmengen
von E # @& ist. Aulerdem soll gelten, dass

(i) u(@)=0
(ii) Fir A,Be F mit ANB =g ist u(AUB) = u(A) + u(B)
(iii) Fiir eine Folge A, € F mit A, N A,, = @ fiir n # m ist
H U An | = Z,U(An)
neN j=1

Diese Liste an Figenschaften fithrt wie wir spater sehen werden zu einer reichhaltigen Theorie

L o-Additivitét



2 o-Algebren und Mafle

2.1 o-Algebren

Definition 2.1.1 (0-Algebra). Sei E # & eine Menge. Eine o-Algebra in F ist ein System von
Teilmengen A C P(FE) von E mit folgenden Eigenschaften

(21) EFeA
(32) Ac A=A =FE\Ac A

(33) Fir (An), C A gilt U A, € A. Das heifit A ist stabil unter (abzéhlbaren) Vereinigungen
neN

Eine Menge A € A heifit messbar (A-messbar).
Lemma 2.1.2 (Eigenschaften von o-Algebren). Sei A eine o-Algebra in E. Dann gilt
(i) oe A
(i) A,Be€ A= (AUB) € A (das heifit A ist auch stabil unter endlichen Vereinigungen)

(iii) Fiir (Ap)n C Agilt [ Ap € A
neN

(iv) ABe A= A\B=AnB%c A
Beweis.
) EcAZ o=ECcA
(ii) Wir definieren A; := A, Ay := B und A; := @ fir ¢ > 3. Dann gilt gilt (X3)

AUB= ] A, €A

neN
c\ C
(i) Ave A= (A)ed= | A ed= || A4, cA= (4,4
neN neN neN
(iv) A\B=ANB®=ANB°NENEN---. Dann gilt nach (iii), dass A\ B € A O

Beispiel 2.1.3. Wir betrachten einige Beispiele fiir o-Algebren

(a) Fiir eine Mengen E ist die Potenzmenge P(E) selber nach Definition immer eine o-Algebra
iber E.

(b) {@, E} ist die kleinste o-Algebra in E.
(c) Fir AC E gilt A= {@ LA ACFE } ist die kleinste o-Algebra, die A enthélt.
(d) Sei E iiberabzéhlbar. Dann ist A := {A C E: A oder A® ist abzéihlbar} eine o-Algebra.

(e) Sei A eine o-Algebra in E. Fur F C E beliebig ist Ap = {ANF:Aec A} die Spur-o-
Algebra von F.



2.1 o-Algebren

(f) Seien E, E’ nicht-leere Mengen, f : E — E’ eine Funktion und A’ eine o-Algebra in E’.
Dann ist auch

A= {f(A) A en}
eine o-Algebra.

Beweis von (d). Wir priifen die Kriterien

($1) E€ = @ ist abzéhlbar = E € A

C
(32) A€ Ae Aoder AC ist abzihlbar < A® oder (AC) ist abzéihlbar < A€ € A

(33) Sei A, € A fur n € N. Wir unterscheiden 2 Félle
FALL 1: Alle A, sind abzéhlbar. Dann ist auch (J,,cy A abzéhlbar.

FALL 2: Ein A; ist iiberabzéhlbar. Dann ist aber (Aj)c abzéhlbar = M,,cn (An)° C (Aj)c
ist abzihlbar. Dann ist (U2, A,)° = MNhen (A,)© abzihlbar. Das heifit Upen4n € A. O

n=

Notation 2.1.4 (Durchschnitt). Seien I eine beliebige Menge und (A;)er € P(E) eine beliebige
Familie von Mengensystemen in F. Dann ist

A ={A:ACA;Vjel}

jel
der Durchschnitt der A;.

Satz 2.1.5. Sei I eine beliebige Menge und (\A;);¢s eine Familie von o-Algebren in E. Dann gilt

(A

jeI
ist wieder eine o-Algebra.
Beweis.
(31) E€e AjVjel=ECjerAj
(32) A€NjerAj & Ae AjVj el Daraus folgt AY € A; Vj € I = A° € N1 A;
(¥3) Sei Ay, € Njer Aj. Dann gilt Ay, € A;j Vi €1 = UpenAn € Aj Vj eI O

Satz 2.1.6. Sei ¢ C P(F) fir E nicht-leer ein System von Teilmengen von E. Dann existiert eine
kleinste o-Algebra o(¢) in E, welche ¢ enthélt. Das heifit

(a) o(Q) ist eine o-Algebra in F und
(b) Fir eine o-Algebra A in E mit ¢ C A folgt 0(¢) C A
Wir nennen o(¢) in diesem Fall die von ( erzeugte o-Algebra und ¢ den Erzeuger von o(().

Beweis. Wir definieren I := {A : A ist o-Algebra und ¢ C A} die Menge aller o-Algebren, die ¢
enthalten. Dabei gilt I nicht-leer, da P(E) € I. Damit gilt nach Satz dass

a(() =[] A

Ael

eine o-Algebra ist. Dabei ist ( C 0(¢) nach Forderung an I. Und nach unserer Konstruktion ist
auch Anforderung (b) erfiillt. O



[25. Okt]

2 o-Algebren und Mafe

Beispiel 2.1.7. Sei ( .= {A}. Dann ist {@, A, AC, E} die von ( erzeugte o-Algebra.

Definition 2.1.8. Sei Oy das System der offenen Mengen im R¢. Dann definieren wir die Borel-
o-Algebra

By = B(R?) == 5(04)

2.2 Mafle und Pramafle

Sei in diesem Teilkapitel stets X eine Menge.

Notation 2.2.1 (Disjunkte Vereinigung). Seien A, B Mengen mit A N B = @. Dann schreiben
wir AL B := AU B als disjunkte Vereinigung von A und B.

Definition 2.2.2 (Ma8). Ein (positives) Mafl 1 auf X ist eine Funktion p: A — [0, 00| mit
(Mp) A ist eine o-Algebra.
(M1) p(2)=0

(Mz) Sei (Ap)nen C A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Dann folgt

neN

M<|_| An) = Z 1(An)

Definition 2.2.3 (Prama8). Ist A C P(X) nicht unbedingt eine o-Algebra und p : A — [0, 0]
eine Funktion, so heifit © Pramaf, falls

(PM;) p(2) =0 (das setzt also auch voraus, dass @ € A)
(PM3) Sind (A,), C A paarweise disjunkt und (| |,cy An) € A, dann folgt

(L) - o

neN neN

Definition 2.2.4 (Wachsende und fallende Teilmengenfolgen). Sei (A,,), eine Folge von Teilmen-
gen von X. Dann nennen wir (A,),

- wachsend, falls A, C A,41 Vn € N
- fallend, falls A,41 C A, Vn € N
Notation 2.2.5.
1. Fir eine wachsende Teilmengenfolge (A,,), schreiben wir A, 7 A, falls Up>; A, = A.
2. Fiir eine fallende Teilmengenfolge (A, ), schreiben wir A, N\ A, falls N2, A, = A.

Definition 2.2.6 (Messraum und Mafiraum). Sei X eine Menge, A eine o-Algebra und p: A —
[0, 00] ein Ma$.

1. Wir nennen das Paar (X,.A) einen Messraum.

2. Wir nennen das Tripel (X, A, 1) einen Mafliraum.



2.2 Maf$e und PrimajSe

3. Wir nennen p endlich und (X, A, i) einen endlichen Mafiraum, falls u(X) < oo.

4. Wir nennen p Wahrscheinlichkeitsmafl (W-Maf}) und (X, A, ) einen Wahrscheinlichkeits-
raum (W-Raum), falls p(X) = 1.

5. Wir nennen p o-endlich, falls es eine Folge (4,), C A gibt mit A,, / X und
w(Ap) < 0o ¥n € N. In diesem Fall heifit (A,,), eine ausschopfende Folge.

Satz 2.2.7 (Eigenschaften von Maflen). Seien (X, .4, 1) ein Mafiraum sowie A, B, A,, B, € A.
Dann gilt

(i) ANB=@2 = pu(AUB) = u(A) + u(B) (Additivitét)
(i) AC B= pu(A) < u(B) (Monotonie)

)
)
(iii) AC Bund u(A) <oo = u(B\A) = pu(B) - pu(A)
)
)
)

(iv) w(AUB) 4+ pu(ANB) = pu(A) + u(B) (Starke Additivitéat)
(v) p(AUB) < u(A)+ u(B) (Subadditivitét)
(Vi) (An)n /A= u(A) =sup pu(A,) = h_>m w(Ay) (Stetigkeit von unten)

neN n—oo
(vii) (Bp)n N\ B und pu(By) < 0o = u(B) = 11611%#( n) = Jim w(Bp) (Stetigkeit von oben)
(viii) U A, | < Z w(Ay) (o-Subadditivitét)
neN neN
Beweis.

(i) Sei Ay == A, Ay := B und A,, := & fiir n > 3. Dann gilt

AuB=| | A,
nGN
p(AUB) Zu p(Ar) + p(A2) = p(A) + u(B)

(ii) Sei A C B, dann folgt B= AU (B \ A). Mit (i) folgt

u(B) = (AU (B A)) = u(A) + u(B\ A) > u(4)
(iii) pu(B) = u(A)+ p(B\ A). Dann folgt u(B\ A) = pu(B) — u(A), falls u(A) < oo.
(iv) Es gilt AUB =AU (B\ (AN B)). Dann folgt

pw(AUB) 4+ u(ANB) =pu(AU(B\ (AN B))) +u(ANB)

(
= u(A) + u(B\ (AN B)) + u(AN B)
= u(A) + u(B) — p(AN B) + (AN B)
= u(A) + pu(B)

(v) Aus (iv) folgt u(A) + u(B) = w(AUB) + u(AN B) > u(AU B)



2 o-Algebren und Mafe

(vi) Sei (Ay,)n wachsend. Wir definieren eine neue Folge von Mengen (F},), mit F; = A; und
F, = A, \ A,_ fiir n > 2. Dann sind F}; paarweise disjunkt und es gilt

j=1 7j=1
o(ya)-o(Un)-Su
neN JEN j=1

= dim, > u(F) = JLH;OM(LI Fj)
]:

7j=1
= lim p(An) = sup pu(4,)

n—o0 neN

(vii) Sei (Bp)n N\¢ B mit pu(B1) < co. Wir definieren A,, := B; \ B, /* B; \ B wachsend. Dann
gilt nach (vi)
p(Br\ B) = lim pu(B1\ By)
= w(B1) = p(B) = lim (u(B1) — p(Bn)) = p(B1) — lim p(By)

n—o0 n—o0

= u(B) = lim u(By) = éggN(Bn)

n—0o0

(viil) Sei (A,)n C A. Dann ist A = |, oy An. Wir definieren Ay = U;?:l Aj wachsend. Dann gilt

Nach (v) gilt

k= =1
k 00
< Jim D p(Aj) = 3 p(An) O
- j=1 n=1

Bemerkung 2.2.8.
1. Wir schreiben statt ,,paarweise disjunkt“ auch kiirzer ,,disjunkt*

2. Satz iibertrégt sich auch auf Pramafe, sofern A stabil beziiglich Durchschnitt, Ver-
einigung und Mengendifferenz ist (fiir (i)-(iv)) und sofern A stabil beztliglich abziahlbaren
Schnitten und Vereinigungen ist (fiir die verbleibenden Eigenschaften)

Beispiel 2.2.9 (Dirac-Maf}). Sei X eine Menge, A eine o-Algebra in X und zg € X. Wir defi-
nieren

0 $0¢A
1 g€ A

020 (A) = {

Dann ist 6., ein Maf in X und wird als Dirac-Maf} bezeichnet.



[28. Okt]

2.2 Maf$e und PrimajSe

Beispiel 2.2.10. Sei A = {A C R : A ist abzéhlbar oder A€ ist abzéihlbar}. Dann ist A nach
Beispiel (d) eine o-Algebra in R. Wir definieren ein Maf$ auf A mit

0 A ist abzahlbar
p(A) = o .
1 A ist nicht abzahlbar

Beispiel 2.2.11 (Zahlma8). Sei (X,.A) ein Messraum. Dann definieren wir das Z&hlmaf

Al = #A falls A endlich
" oo falls A unendlich
wobei #A die Anzahl an Elemente in A angibt.

Beispiel 2.2.12 (Diskretes W-Maf}). Sei Q = {wi,wy,...} eine abzéhlbare Menge, A = P(Q2)
und (pp)nen C [0,1] mit Y-, cxypn = 1. Dann ist

P(A) = Z Pn = Z Pndw, (A)

neN: w, €A neN
ein sogenanntes diskretes W-MafB. Der Raum (2, A, P) heiit diskreter W-Raum.

Bemerkung 2.2.13 (Ring und Algebra). Ein Mengensystem R C P(X) heifit Ring, wenn fol-
gende Eigenschaften erfiillt sind

(R1)) 9 €R

(R2) ABCR= (A\B)€R

(Rs) ABCR= (AUB)€eR

Ist ferner X € R, dann heifit R Algebra.

Bemerkung 2.2.14 (Eigenschaften von Mengenringen). Es sei R ein Mengenring. Dann gilt
1. Nach der Mengengleichheit AN B = A\ (A \ B) enthélt R auch Schnitte.

2. Wir definieren die symmetrische Mengendifferenz A : R x R —+ R, (A,B) — (A\ B) U
(B '\ A). Dann definiert (R, A,N) einen kommutativen Ring im Sinne der Algebra, wobei A
der ,Addition“ und N der ,,Multiplikation* entspricht.

10



3 Dynkinsysteme

Definition 3.1.1 (Dynkinsystem). Ein Mengensystem D C P(X) heifit Dynkinsystem, falls
(D) X D
(Dy) DeD=DCcD

(D3) Fiir eine paarweise disjunkte Mengenfolge (Dy,), C D = |_| D, eD
neN

Beispiel 3.1.2.
1. Jede o-Algebra ist ein Dynkinsystem.

2. Sei X eine 2n-elementige Menge. Dann ist D := {A C X : A hat eine gerade Anzahl an Elementen}
ein Dynkinsystem, aber keine o-Algebra.

Lemma 3.1.3. Sei I eine beliebige Indexmenge und (Dj);cs eine Familie von Dynkinsystemen
in X, dann ist ﬂ D; wieder ein Dynkinsystem.
Jjel

Beweis. (Ubung) O

Satz 3.1.4. Sei G C P(X). Dann existiert das kleinste Dynkinsystem §(G), welches G enthélt.
Wir nennen §(G) das von G erzeugte Dynkinsystem.

Beweis. P(X) ist ein Dynkinsystem. Wir definieren also
I ={D CP(X):D ist ein Dynkinsystem und G C D} # @
Anschlieflend setzen wir analog zum Schnitt iiber o-Algebren

5(G)= (D O

Del

Definition 3.1.5. Sei D C P(X). Wir nennen D N-stabil, falls A, B € D = (AN B) € D. Analog
dazu nennen wir D U-stabil, falls A, B e D= (AUB) € D.

Frage: Wann ist ein Dynkinsystem eine o-Algebra?

Lemma 3.1.6. Sei D ein Dynkinsystem. Dann gilt D ist genau dann eine o-Algebra, wenn
A,BeD= (ANB)eD.

Beweis. ,= “ Sei D eine o-Algebra. Dann ist D ein Dynkinsystem. Seien A, B € D. Dann folgt
(@]
AC BCeD= ANB = (ACUBC) € D.

»<=* Zu zeigen ist Eigenschaft (33). Sei (D), C D eine Mengenfolge. Wir definieren D, == &
und D), == D1 UDyU---UD,. Dann ist (D)), eine aufsteigende Folge und es gilt

U Dw=U D, =[] (D,\Dr)

neN neN neN

Auflerdem ist

| | (D, \D;,_,) €D falls (D, \ D), ;) €EDVneN
neN

11



3.1 Dynkinsysteme

Und es gilt D}, \ D,_; = (D}, n (D]

n—1

)C> € D, falls D] € D Vn € Ny. Wir haben also unsere
Behauptung gezeigt, wenn wir gezeigt haben, dass D U-stabil ist. Es gilt aber
C
AUB=(A°nB°) €D
Damit ist (X3) gezeigt. O

Satz 3.1.7. Sei X eine beliebige Menge und G C P(X). Dann folgt aus G ist N-stabil, dass §(G)
M-stabil ist.

Beweis. Wir nehmen ein beliebiges D € §(G) und definieren
Dp={QeP(X):QNDeiG)}

Behauptung: Dp ist ein Dynkinsystem

(D1) Da XND =D € 4(9) folgt X € Dp.

(D) Sei Q € Dp. Dann ist auch Q° € Dp, denn Q€ N D = (QC U DC) ND=(Q@nN D)C ND =
D\ (QnND)edg).

(D3) (Siehe handschriftliches Skript)

Nun kénnen wir folgendermaflen argumentieren: Da G N-stabil ist, gilt

VG, D€ G:GNDecGCG)
VD eg: GCDp

~ VD eg: §G) C§(Dp) ") ppy

VD eGVGed(G): GND €6(G)
Aus Symmetriegriinden gilt dann

VG €5(G)VD €G: DNG =GND e Q)
& VG €6(G): G C De
= 0(G) Cd(Dg) =Da VG €6(9)
< VD,Ged§(G): DNG € (G)

Das heifit 6(G) ist o-stabil. O

Korollar 3.1.8. Sei X eine beliebige Menge und G C P(X). Wenn G N-stabil ist, dann ist §(G)
eine o-Algebra und es gilt 0(G) = 4(G).

Beweis. Nach Satz ist 6(G) N-stabil und damit nach Lemma eine o-Algebra. Damit
gilt dann o(G) C §(G), da o(G) die kleinste o-Algebra ist, die G enthélt. Auflerdem ist §(G) C
3(0(G)) =0(9). O

12



4 [*] Eindeutigkeit von Mafen und erste Eigenschaften des Lebesque-MajfSes

4 [*] Eindeutigkeit von Maflen und erste Eigenschaf-
ten des Lebesgue-Mafles

[04. Nov] Satz 4.1.1 (Eindeutigkeitssatz). Sei (X,.A) ein beliebiger Messraum und A = (&) fiir £ C
P(X). Ferner seien p, v Mafle auf A4 mit

(a) & ist N-stabil
(b) Es gibt Mengen G,, € £ mit G, /* X (X = U,eny Gn) mit u(Gr),v(Gy) < 00 Vn € N

Dann gilt: Aus u(A) = v(A) VA € € folgt u = v auf A. Das heifit unter den obigen Vorausset-
zungen wird ein Maf} eindeutig durch seine Werte auf dem Erzeuger definiert.

Beweis. Da € N-stabil ist, folgt nach Korollar dass 6(€) = 0(€) = A. Wir halten n € N
fest und betrachten

Dn={Aec A: u(G,NA) =v(G,NA)}
D,, ist ein Dynkinsystem:
(Dy) Folgt direkt.

(D2) Sei A € D,,. Dann ist

i(Gn MAC) = p(Go \ A) = p(Gn \ (AN Gy))
= p(Gn) = (AN Gy)
=v(Gp) —V(ANG,)
=v(Gnn4%)
= A% eD,

(D3) Sei (An)m C D, eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Dann gilt

u(( | | Am) mGn) :u( | | (AmmGn)) = > w(An N Gy)
meN meN meN
=Y v(AnNGy) ((U Am)mGn)
meN meN

= || AmeD,

meN

Nach Konstruktion von D, gilt D,, C A. Andererseits ist £ C D,. Sei A € £ und ANG, € &, da
& N-stabil. Nach Voraussetzung gilt (AN G,) = p(ANG,), also folgt A € D,,.

Da & C D, = d(€) =6() C §) = Dy. Damit gilt o(€) C D,,. Das heifit VA € o(&) folgt
w(ANG,) =v(ANG,).

Fiir A € (&) definieren wir eine aufsteigende Folge A, = ANG, / A. Da u,v Mafle sind, sind
sie von unten stetig. Das heif3t

n(A) = lim p(Ap) = lim u(ANGy)
= lim v(ANG,) =v(A) O

13



4.1 Eindeutigkeit von Maffen

Bemerkung 4.1.2 (Ausschopfende Folgen). Wir nennen (G,), im Sinne von Satz eine
ausschopfende Folge. Wir nennen ein Mafl p auf A o-endlich, wenn es eine Folge (G,),, C A gibt
mit G, /' X und p(G,) < oo Vn € N.

Satz 4.1.3 (Eigenschaften der Borelmengen). In Definition [2.1.8) hatten wir B(Rd) = 0(0q),

wobei O das System offener Teilmengen im R? war. Wir definieren nun

- Ayg: System der abgeschlossenen Teilmengen im R¢
- Kg4: System der kompakten Teilmengen im R¢
Dann gilt o(Kq) = 0(Aq) = 0(Oq) = B(R?).

Beweis. SCHRITT 1: o(Ag) = o(Oy) ist klar, da o-Algebren stabil unter Komplementbildung
sind.

SCHRITT 2: Es gilt 3 C Ay = 0(Kq) C o(Ag).

SCHRITT 3: Fiir n € N definieren wir K, :== {|z| < n}. Sei A € Ay, dann ist AN K,, kompakt und

U K. =R?
neN
A= U (ANK,) €a(Ky)
neN
=AC U(’Cd)
= 0(Ag) € o(0(Kq)) = o(Ka)
= 0(Kq) = 0(Aq) = 0(Oa) [

Im Folgenden nehmen wir an, dass das Lebesgue-Mal \¢ auf B(Rd) existiert. Wir werden
das spéter noch beweisen, aber entwickeln das Mafl nun nach unserem geometrischen Verstédndnis
unter der Annahme, dass es existiert (das tut es) und untersuchen erste Eigenschaften:

Beobachtung 4.1.4. Wir betrachten den Fall d = 1 und ein halboffenes Intervall I = [a,b).
Dann muss gelten A'(I) = b — a. Wir betrachten allgemeine d mit a,b € R? wobei a < b (das
heiit a; < b;). Dann sei

la,b) = {xERd:aijjgbj VjE{l,...,d}}

und wir definieren nach unserem geometrischen Verstindnis
d
d .
A([a,0)) = ] (b — ay)
j=1

Definition 4.1.5. Es sei J¢ = {[a,b) ca,beRY o< b} das Mengensystem der halboffenen

Intervalle im R,

Bemerkung 4.1.6 (Translationsinvarianz des Lebesgue-MaB). Es sei ¢ € R? und wir definieren
eine Translation T,.(x) := x + ¢ mit inverser Funktion 7.7 . Dann gilt fiir ein halboffenes Intervall
I :=1a,b)

M([a—c,b—¢))
d

= T[ (b —¢j = (a; —¢)))

J=1

>
QU
S
3
—
—~
~
SN—
~——
Il
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4 [*] Eindeutigkeit von Mafen und erste Eigenschaften des Lebesque-MajfSes

d
H (bj —aj) = X(I)

Das heiBt auf J? ist A? invariant unter Translation.
Lemma 4.1.7. Sei B € B? eine Borelmenge und ¢ € R Dann ist B+ c¢:={b+c:b € B} € B%.

Beweis. Sei ¢ € R? fest. SCHRITT 1: Wir wenden das ,, Wiinsch-dir-was“-Vorgehen an und defi-
nieren

A::{AeBd:A+ceBd}

Dann ist A eine o-Algebra (Ubung).
SCHRITT 2: Oy ist translationsinvariant. Das heifit Oy C A = B? = ¢(04) C o(A) = A. Das
heifit B¢ C A. Damit sind die Borelmengen translationsinvariant. O

[8. Nov] (fehlt)
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[18. Nov]

4.1 Eindeutigkeit von Maffen

Satz 4.1.8. Es gilt
T()\d) — )\ VT € Bew (]Rd)

Beweis. SCHRITT 1: Sei T' € BeW(Rd> : T(0) = 0. Das heiit T" ist linear. Dann definieren wir
eine Translation

To(z) =z +a
= (TyoT)(x)=T(z)+a
=T(x) +T(b) (b:=T"a))

=T(x+b)=(ToTy) (x)
=T,oT =ToT

Wir definieren
=T\ =)ot
Tu(p) = Tu(T (")) = Tuo T(X)
=T o T, (\!) = T(Ty(\))
Damit ist p invariant unter Translation. Das heifit nach dem Eindeutigkeitssatz, dass = a\?.
Frage: Warum ist o = 1?7
Wir betrachten die abgeschlossene Einheitskugel B := {x cRe: |z| < 1}. Dann folgt
T-YB)=2B
= M(B) = M(T7}(B)) = u(B) = aX(B)
= a=1falls 0 < \¥(B) < oo
= T(X) = X! VT € Bew(R?) : T(0) = 0
SCHRITT 2: Sei T' € Bew (Rd) beliebig und wir setzen ¢ := T'(0) und S :=T_. 0T € Bew (Rd).
Dann gilt
S(0)=T_.(T(0)) =T-¢(c) =0
= S()\d> = X% nach SCHRITT 1
Wir wollen das aber noch fiir allgemeine Bewegungen zeigen. Es gilt
T=1T.08
= T(X) = T(S(\a)) = To(A7) = A
nach SCHRITT 1. I

Beispiel 4.1.9 (Lebesgue-MaB von einem Punkt). Sei z € R?. Was ist dann \({z})?. Wir
definieren fiir € > 0

J =[x,z +¢)

16



4 [*] Eindeutigkeit von Mafen und erste Eigenschaften des Lebesque-MajfSes

=>xeJ
= X{z}) < () =¢? =0
= X{z})=0 VzeR?

Damit ist auch das Lebesgue-Maf} von einer Menge von abzéhlbar vielen Punkten A = J,,en {20}
null, da

N(4) < 3 X({n}) =0

neN

= Ad((@d) =0

Beispiel 4.1.10 (Lebesgue-Maf einer Hyperebene). Es sei j € {1,...,d} und wir definieren eine
Hyperebene H; := {ac eER?:z; = O}. Was ist dann A%(H;)? Wir definieren

Jp = {xeRd:—ngkan,k#j/\—Mnggm}
Damit ist
H; C In
neN
M(H;) < )\d(U Jn) < i ()
neN n=1

Dieses Result gilt auch fiir allgemeine Hyperebenen, da wir eine Bewegung finden, die diese auf
eine Hyperebene der Form H; abbildet.

17



[25. Nov]

5 [*] Existenz von Maflen

Definition 5.1.1 (Halbring). Eine Familie S C P(X) heifit Halbring, falls

(S1) €8

(S2) AABeS=ANBeS

(S3) A, B € S existieren endlich viele disjunkte Mengen Si,..., Sy € S mit A\ B = |_|in1 S;

Satz 5.1.2 (Nach Carathéodory). Sei & C P(X) ein Halbring und p : & — [0, 00] ein Prama$.
Dann existiert (mindestens) eine Fortsetzung von p zu einem Mafl p auf o(S).
Falls p o-endlich auf § ist, dann ist die Fortsetzung eindeutig.

Definition 5.1.3 (AuBere Mafe). Eine Abbildung u* : P(X) — [0, cc] ist ein duBeres Maf, falls

(i) p*(@) =0 (Normierung)
(i) AC B = p*(A) < u*(B) (Monotonie)
(i) p*(UpenAn) < 2nen i (An) (o-Subadditivitat)

Konstruktion 5.1.4. Zu einem Pramaf$l p auf S gibt es ein duleres Maf.
Nehme A C X. Wir bepflastern A mit Mengen aus S:

C(A) = {(Sn)neN S, eSVne NAAC U Sn} (Cover)
neN

C(A) = @ ist dabei moglich. Gegeben ein Pramafl i : S — [0, 0o] definieren wir nun

inf {3, cn 1(Sn) : (Sn)n € C(A)}  falls C(A) # @
400 falls C(A) = @

pr(A) = {
Lemma 5.1.5. Das in Konstruktion definierte p* ist ein duBeres MaB.
Beweis.
(i) Wir nehmen S,, = @. Dann gilt p*(@) =0
(ii) Sei A C B. Angenommen C(B) # @ = C(B) CC(A)
W*(B) = int { 5 (S0 ¢ (Su)a € c<B>}

neN

neN
=y (A)

> inf { S 1(S0) ¢ (Su)n € c<B>}

(iii) Es gilt p*(A,) =1inf {3, cn 1(Sn) : (Sn)n € C(A)}. Fiir jedes n € N existiert ein (Spm)m €
C(Ay) mit

> p(Sn,m) < p(Ay) + X" Ve >0
meN

18



5 [*] Ezistenz von MajfSen

S (A< p(Sum)

n,meN

= Z (Z M(Sn,m)>

neN \meN

<D (W (Ay) +ex)
neN

:Zu*(Am)+5 Ve >0 O
meN

Konstruktion 5.1.6 (Pramafl auf erzeugtem Ring). Sei p ein Pramaf} auf einem Halbring S.
Wir wollen p zu einem Pramafl auf dem erzeugten Mengenring forsetzen. Dazu gehen wir wie
folgt vor.

Wir setzen Sy = {S1USU---S, :S; €S} und definieren

A(SiU---US,) = Xn:u(Sj)
j=1

Wir zeigen die Wohldefiniertheit von p. Angenommen SyU---US, =T1U---UT, und S;,T; € S.
Dann gilt

s -0 (1) -0 (1)

k=1

=

(Sj N Tk)

Analog ist auch

M N
:>Sl|_|--~|_|SM=|_| (SjﬂTk)
j=1k=1
M M
=>ﬂ(51|_|-~-|_|5n)=ﬁ |_| U(SjﬁTk))
j=1k=1

Das heifit 7z ist wohldefiniert.

Frage: Wie verhélt sich S, unter allgemeinen (endlichen) Vereinigungen und Schnitten? Wir
betrachten S, T € Sy mit

k
Das heifit Sy ist stabil unter (endlichen) Schnitten.

S\T:(SlLl---USM)\(TlLI---UTN)
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5.1 Existenz von Mafen

N
= SNT = (S u---uSy)n () Tk

Gmﬂﬂjl

(Sj N ch) € Sy

I
[ =

.
Il
—_

I
[ =
=

<
I
—_
i
—

Das heifit fiir S,T € Sy ist auch S\ T € S,. AuBlerdem kénnen wir schreiben
SUT=(S\T)U(SNnT)u(T\S) € Sy
Das heifit Sy ist ein Mengenring und 7 ist eine Fortsetzung von p auf Sy.
= pTUS) =p(S\T)+u(SNT)+u(T\S)
Das heifit 7z ist definiert fiir endlich viele Vereinigungen von Mengen aus Sy .

Behauptung: 7 ist ein Pramafl auf Sy. Also ist zu zeigen, dass 71 o-additiv auf Sy ist. Wir nehmen
(Tk)k € SU

T:=|]|TieSu
keN

Zu zeigen:
=Y n(Ty)
keN
Nach Definition von Sy gibt es (Sy,), € S und Indizes 0 = i(0) < (1) < i(2) < ... mit
Tk = Sik—1)+1 U+ U Siw) (k € N)
T=U;U---UUg

U =[]

1€J;

Indexmengen Ji,...,J; C N paarweise disjunkt und J; U ... UJ, =N

w(T)=nUu...uUL)
= A(U) + ... + (W)
= p(U1) + ...+ pu(U)
- IU’(SZ) +..+ M(Sz)
icJy 1eJ,

o0

(2
=2_uls Z a(Ty)
7=1
[29. Nov] Bemerkung 5.1.7 (Pramaf und duBeres Ma). Wenn wir ein PradmaB p auf einem Halbring S
haben, dann gilt
H(A) = 1"(A) VAES
wobei p* das in Konstruktion definierte duflere Maf3 ist. Das heifit p* ist eine Fortsetzung

von L.
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5 [*] Ezistenz von MajfSen

Beweis. Sei A € S und (S;); € C(A) Uberdeckung von A. Dann gilt

w(A) =(A) = u((U Sj) ﬂA)
jEN

Wegen der o-Subadditivitit von 7 gilt
< Zﬁ (8;NA) <> A(S))
j=1 j=1
Wir nehmen das Infimum auf beiden Seiten und erhalten

= u(4) <p*(A) VAeS

Wir wollen noch zeigen, dass pu(A) > p*(A). Fir ein A € & nehmen wir (S;); mit S; = A,
So=83=...=0

= pf(A) < p(4) VAES
= u(A)=pu(A) VAeS O

Definition 5.1.8 (Zerlegungsbedingung). Sei p* ein duBeres Mafi auf P(X). Dann sagen wir
A C X erfillt die Zerlegungsbedingung, falls

u(B)=p"(BNA)+u"(B\A) VBCX (5.1.1)

Auflerdem definieren wir
A = {A C X : A erfiillt die Zerlegungsbedingung [5.1.1]}

Bemerkung 5.1.9. Die Bedingung [5.1.1] ist aquivalent zu der Bedingung

W (B) = 1"(BNA)+ " (B\ A) VB C X
da die Ungleichung in die andere Richtung bereits durch die o-Subadditivitit von p* gegeben ist.
Lemma 5.1.10. Sei p* das vom Prémaf} p auf S erzeugte duflere Maf. Dann gilt

S C A,

Beweis. Sei A € S. Wir wollen zeigen, dass

§*(B) = i (BN A) + p*(B\ A) VBC X
O.B.d.A sei C(B) # @. Sei (By)n € C(B), By, € S. Dann gilt

B, =(B,NA)U(B,\A)
=>/L(B ) ZE(B ) = E((BnNA)) + p(Bn \ A)

:;ZM Z BﬂA +Z n\A
n=1 n=1 n=1

Es gilt (B, N A), € C(BNA) und (B, \ A), €C(B\ A)
> p(BNA)+a*(B\A)
= (BNA)+p"(B\ A)
= w(B) 2 p(BNA)+p"(B\ A) O
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[02. Dez|

5.1 Existenz von Mafen

Wir sind jetzt in der Lage, den Satz von Carathéodory zu beweisen.

Beweis von Satz[5.1.9. SCHRITT 1: Wir zeigen, dass A, eine Algebra ist. Die Stabilitit unter
Komplementbildung und @ € A, zeigt sich leicht. Wir wollen also noch zeigen, dass A;UAs € A,.
Das heif3t es soll gelten

p(B) = p" (BN (A1 U Az)) +p(B\ (A1 U Ay))
Wir definieren

By :=(A1NB)\ A

By :=(A2NB)\ A

Bs:=BNA;NA;
By =B\ (A1 U Ay)

Dann gilt

BN (A1 UAy)=(BNA)U (BN Ay)
= B1UByUBg
B\(A1UA2):B4

Das heif3t es ist zu zeigen, dass
u(B) = p(B1 U By U Bs) + 11(By)
Aj erfiillt die Zerlegungsbedingung. Also

P (B) = p (BN A+ p*(B\ A1)
= p*(B1U Bs) + p* (B2 U By)

Verwende Ay, um By U Bs zu zerlegen

p*(B1U Bs) = p*((B1U Ba) N Ag) 4+ p*((B1 U Bs) \ A2)
= p*(B1) + p*(Bs)

Genauso zerlegen von By U By mittels Ao

p* (B2 U By) =y (Bz) + 1" (Ba)
= ' (B) = " (B1) + 1 (B2) + 1 (Bs) + p*(Ba)

Machen dasselbe mit B := B; U B, U B3
= p*(B1UBy U Bs) = u*(By) + p*(Bz2) + " (Bs)

Es folgt dann Ay U Aq erfiillt die Zerlegungsbedingung und damit A; U Ay € A,.
SCHRITT 2: Wir zeigen, dass p* endlich additiv auf A, ist. Seien Ay, Ao € A, mit A; N Ay = @.
Wir benutzen Aq, um A; U As zu zerlegen. Es gilt

pr(Ar U Ag) = p((Ar U Ag) \ A1) + p"((A1 U Ag) \ Ag)
= p (A1) + p*(Az)
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5 [*] Ezistenz von MajfSen
SCHRITT 3: Wir zeigen, dass A, eine o-Algebra und p* ein MaB auf A, ist. Sei (4;); C A, und
A= Lljen Aj- Zu zeigen ist

W*(B) = (BN A) + " (B\ A) VB C X

Dabei reicht > zu zeigen, da die andere Ungleichung allgemein erfiillt ist. WIr definieren

FnZZUAjE.A*

j=1
mit F,, /A und
B\ACB\F, VneN
Also wird B von F,, zerlegt

,U'*(B) = u*(Ban) +u*(B\Fn)
=t (Bm ([| Aj)) +u*(BmﬂAjC)

Wegen der endlichen Additivitat von p* gilt

= znju*(BﬂAj) +u(Bn4,°)

j=1

BNA=Bn <|_| Aj) = | | (BN 4))

JEN jeN

:»u*(BﬁA)-u*(mBmAj))

jeN
o-Subadd.
< ) pi(BNA4))
JjEN

WH(BOA) + 1 (B\A) < 3w (B0 A + (B 4)

n

= lim Y (B A + (B A)
j=1

Aber wir wissen B\ A C B\ F,,. Damit folgt

n

< lim 37 (0 (BN Aj) +u'(B\ F)
j=1

= lim (*(BNFy) + 17 (B\ Fy)) = u(B)

Das heifit A erfiillt die Zerlegungsbedingung und damit A = | |;cy A; € A.. Das heifit A, ist ein
Dynkinsystem. Wir wollen Satz anwenden und miissen daher noch zeigen, dass A, N-stabil
ist. Es gilt

A1 NAy = (Alc U AQC)C e A,
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5.1 Existenz von Mafen

fir Ay, Ay € A,. Damit ist A, nach Lemma [3.1.6] eine o-Algebra.

SCHRITT 4: Wir zeigen, dass p* ein Maf} auf A, ist. Sei
B:=A= |_| AjeA
JEN
Wir zerlegen B mittels A

= 4 (B) 2 30 (B Ay + (B A)
j=1

Durch die o-Subadditivitdt haben wir auch die Ungleichung in die andere Richtung. Also folgt
/mmzm(u&)zzmm» =
jEN JEN
Um den Satz von Carathéodory auf A anwenden zu kénnen, brauchen wir noch
- J% = Mengensystem der (rechts-)halboffenen Intervalle im R? ist ein Halbring
- A g9 — [0, 00] ist ein Pramaf

Lemma 5.1.11. Seien X1, X5 Mengen und &7 ein Halbring in X7 sowie So Halbring in Xo. Dann
gilt &1 X Ss ist ein Halbring in X; x Xs.

Beweis.

(S1) @ € 81 x S, folgt direkt aus @ € §; und @ € Sy
(S2) Seien Ji,J? € Sy und J3,J3 € Sy. Dann gilt
(S xa)n (< J3) = (S nJg) x (JnJ3) €8x S

(S3) (Ubung)

Satz 5.1.12.
Jt = {[a,b) ca,be R q < b}
ist ein Halbring.

Beweis. Fiir eine Dimension (das heifit d = 1) zeigen sich die Halbring-Eigenschaften von J*
direkt durch Fallunterscheidungen. Wir wollen also fiir hdhere Dimensionen einfach Lemma [5.1.11
induktiv anwenden. Wir definieren also

TJ? =T x J!

Das ist nach dem Lemma ein Halbring
= J%:= J? x J! ist ein Halbring

= J3:= J% 1 x J! ist ein Halbring m
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[06. Dez]

5 [*] Ezistenz von MajfSen

Lemma 5.1.13. Sei p endlich-additiv auf einem Halbring S. Wir betrachten die folgenden Aus-
sagen

(a) p ein Pramaf

(b) A4, e SANA, fAES = limyoo u(Ar) = p(4)

(¢) A, € SANALNAESAUA) <00 = limy oo u(Ay) = p(A)
(d) A, € SAA, (DA p(Ar) < oo = limyyo0 A =0

Dann gilt (a) & (b) = (c¢) & (d). Gilt ferner u(A) < co VA € S, dann ist auch (¢) = (b).
In diesem Fall sind also alle Aussagen dquivalent und damit verwendbar, um zu priifen, ob u ein
Pramaf ist.

Beweis. (Spéter) O

Satz 5.1.14. Sei \? fir A € J¢ mit

definiert als

Dann ist A4 ein Pramaf} auf J¢.
Beweis. Es gilt A\(2) = M([a,a)) = 0. ?? O

Wir wollen Mafle nun einfacher darstellen, als nur als Fortsetzung eines Pramafles, was auf
einem Halbring definiert ist. Dafiir sei nun g ein Borelmaf auf R? mit u(K) < oo fiir alle
kompakten Mengen K C R9.

Konstruktion 5.1.15 (Mafie mit Funktionen identifizieren). Wir betrachten zunéchst nur den
Fall d = 1. Wir wollen p auf den halboffenen Intervallen durch eine Funktion ' : R — R darstellen.
Das heifit es soll gelten

u([a, b)) = F(b) — F(a) Va,beR
Welche Eigenschaften hat dann die Funktion F'?
1. F ist monoton wachsend

F(b) — F(a) = p([a,b)) >0 Yb>a

2. F ist 7seitig stetig. Wir betrachten eine Folge x,, — b (a < b) mit z,, < z,+1. Dann gilt

U [a,x,) = [a,b)

neN
Da p ein MaB ist, ist es von unten stetig. Das heifit es gilt

F(zn) — F(a) = p(la, z,)) / p([a, b)) = F(b) — F(a)
= lim F(x) = F(0)
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5.1 Existenz von Mafen

Beispiel 5.1.16 (Dirac-Maf).

Satz 5.1.17. Jede wachsende Funktion F' : R — R die von rechts stetig ist und (von links
Grenzwerte hat) erzeugt ein Borelmaf} up, sodass

ur(la,b)) = F(b) — F(a) Va,beR:a<b
Ferner: Sei G : R — R wachsend und von rechts stetig mit ug = pp. Dann folgt
deeR: G(z)=F(z)+C VreR

Beweis. Der letzte Teil zeigt sich durch nachrechnen direkt. Erster Teil: Siehe Literatur. 0
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6 [*] Messbare Abbildungen und Bildmafle

6.1 Messbare Abbildungen

Definition 6.1.1. Seien (X,.A) und (X', A") Messrdume und 7' : X — X' eine Funktion. Dann
heift T A — A’-messbar, falls

T'A)eAd vA e A
Beispiel 6.1.2.

1. Konstante Funktionen sind messbar

2. Wir betrachten (X, ), (X', O0’) mit O Mengensystem der offenen Mengen. Dann ist eine
stetige Funktion T' B(Q) — B(O’)-messbar, da die Urbilder offener Mengen unter stetigen
Funktionen offen sind

Satz 6.1.3. Seien (X, A), (X', A") Messraume und &' C P(X’) Erzeuger von A" = ¢(&’). Dann
ist T genau dann A-A’-messbar, wenn

TY(E)eA VE €&
Beweis. ¥/ = {A' C X' : T71(A") € A} ist eine o-Algebra in X’ (Ubung) mit &' C %'

A =0E)Co(X)=Y%
= A=Y O

Satz 6.1.4. Seien (X1,.41), (X2, A2), (X3, A3) Messraume und 77 : X; — Xy A;j-Ag-messbar
sowie Th : X9 — X3 Ao- Asz-messbar. Dann ist 15 0 T7 : X7 — X3 Aj-As-messbar.

Beweis. Sei Az € As. Dann ist

(TyoTy) " (Ag) = T ' (T3 ' (4s)) € Ag O

—_———
€Az

Bemerkung 6.1.5. Sei I eine Index-Menge und (X}, A;) ein Messraum fiir j € I. Abbildung
Tj: X — X;. Dann ist o (Uje; T; ' (A;)) die Kleinste o-Algebra, auf X, fiir die alle Abbildungen

T; messbar (also U(Ujej Tj_l(Aj))—Aj—messbar) sind.
Satz 6.1.6. S : Xy — X ist Ap-A-messbar. Dann ist A = G(Ujef T_l(Aj)) genau dann, wenn
TjoS: Xo— X ist Ap-Aj-messbar

Beweis. ,,= “ Folgt direkt aus Satz

»<" Nehmen E € Uj¢; Tj*l(.Aj). Dann ist E € 771(Aj) fir ein j € I. Dann ist E = 771(./4]-).
Bs folgt S1(B) = S~ (T (A))) = (T 0 8) ™" (4)) C Ap.

E=Ujer T;l(Aj) ist Erzeuger von A := ¢(€). Damit folgt die Behauptung. O
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[09. Dez]

6.2 Bildmajle

6.2 Bildmafle

Notation 6.2.1. Seien (X, .A),(X’, A’) Messrdume. Wir schreiben T : (X, A) — (X', A") fur
eine Funktion 7': X — X', die A-A’-messbar ist.

Konstruktion 6.2.2. Sei p ein Maf§ auf (X, A) und T : (X, A) — (X', A’) eine Funktion. Wir
nehmen A" € A’ und definieren

W(A) = p(T7(4))
Dann ist ' ein Ma$ auf (X', A").

Definition 6.2.3 (Bildmaf$). Im Sinne von Konstruktion nennen wir 4’ das Bild von pu
unter 7'. Das heit wir schreiben

Es gilt
T(p)(A') = p(T7(4))

Bemerkung 6.2.4 (Transitivitiat der Bildmafle). Ist T3 : (X1, A1) — (X2, A2), To: (X2, A2) —
(X3, A3) und p ein Maf auf (X7, 47). Dann gilt

(T2 0 Ty) (1) = To(T1 (1))
(TyoT) ' =T o1y}

= (TyoT1) ™" (A3) = Ty (T3 (4s)
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7 [*] Messbare numerische Funktionen

Definition 7.1.1 (R). Wir schreiben R := R U {—o00, 00} fiir die Menge der reellen Zahlen ein-
schliefllich £o00. Wir definieren die algebraischen Operationen wie folgt:

r+oo:=00 VreR
r—ooi=—-00 VreR
00 + 00 == 00
—00 + (—0) = —00 — 00 1= —00
—xo<r<oo VrelR
r-00=00 V>0
x-(—00):=—-00 V>0
x-00:=(—00) V<0

- (—0) =00 Vr<0
0-(xo0):=0
x
— =0 VzeR
Too 0 Vre

000 =00

00 - (—00) = —0

Dabei bleiben Ausdriicke wie oo — oo nicht definiert. Wir definieren offene Mengen im R wie folgt:
U C R ist offen, wenn

Ve e UNR3IR>0: (x—R,x+R)CU
Auflerdem muss fiir den Fall co € U zu sétzlich gelten
R >0: (R,00] CU
Analog muss fir —oo € U gelten
dL > 0: [-o0,L) CU
Mit dieser Definition kénnen wir die Borel-o-Algebra auf R definieren mit B' = B(@) =B.
Dann gilt fiir die Spur-o-Algebra B'NR =B

Bemerkung 7.1.2 (Identitdtsfunktion). Sei (X,.4) ein Messraum und A € A. Dann definieren
wir die Identitatsfunktion (von A) mit

reA
La(@) = {(1) J:ZA

Diese ist Borel-messbar. Auflerdem gilt

ACB=1,4<1p

ljc=1-14

Definition 7.1.3 (Numerische Funktion). Eine numerische Funktion ist eine Funktion f : X —
R. Ist A eine o-Algebra in X, so heifit f A-messbar, falls es A-B-messbar ist. Das heift

VBeB: f1(B)e A
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7.1 Messbare numerische Funktionen

Satz 7.1.4. Sei A eine o-Algebra auf X. Dann ist eine numerische Funktion f : X — R genau
dann A-messbar, wenn

{reX:f(x)>ale A VaeR
Beweis. Wir setzen € := {[a,0] : a € R}. Zu zeigen ist o(€) = B'
(1) Es gilt [o, 0] € B' VYa € R. Das heifit
= %:=0(8) B
8) = [a,00] \ [8,0] € B' (a < 5)

= [a,8) eRNB'
—~ B CcRNB' :a(RmBI)

B

(2) Es gilt

{+o00} = ﬂ [n,o0] € o(&)
neN

{—0} = ﬂ [—n, oo]C co(€)
neN

S VGET: GNR =GN ({~00,00}") =3
=RNX =%
=BCcx

= B' =B'U{0,{-occ},{o0},[~00,00)} C =

Also ist € ein Erzeuger von B' und es geniigt die Mafleigenschaften auf dem Erzeuger zu
haben.

O

Satz 7.1.5. Sei A eine o-Algebra auf X. Dann ist eine numerische Funktion f : X — R genau
dann A-messbar, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

{reX: f(x)>ale A YVaeR (1)
s{reX:f(r)>ate A YaeR (2)
s{reX:flx)<a}eAd VaeR (3)
s {reX:f(z)<a}e A VaeR (4)

Beweis. Die Aquivalenz zu (1) folgt direkt aus Satz Warum sind die anderen Aussagen
dazu dquivalent? (Ubung). O

Satz 7.1.6. Fiir messbare Funktionen f,g: X — R und (X,.A) ein Messraum folgt

{f<g}v{f§g}v{f:g}a{f7ég}€-’4

Beweis. Q ist abzéhlbar. Dann ist
{f<gt={zeX:fz)<g®)}
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[13. Dez|

7 [*] Messbare numerische Funktionen

= U{f<r}ﬂ{7“<g}€A
reQ

{(f<gt={f>g°
{(f=gt={f<gin{f>g}=A
{f#g={f=9g1"€A O

Satz 7.1.7. Seien f,g : X — R A-messbar. Dann folgt f + g (falls definiert) sowie f - ¢ sind
messbar.

Beweis.

=:h

={f=h}

Das heifit es reicht aus zu zeigen, dass « + g (bzw. h) messbare Funktionen fiir ein festes a € R
sind. g ist messbar, das heifit

{9<BteA
h>B&g+ta>Beg<f-a

{hzpt={9<B-a}

Das ist messbar, da g messbar ist und wir Satz [7.1.6] anwenden kénnen. Damit ist h und damit
f — g messbar.

Um zu zeigen, dass auch f 4 g messbar ist, konnen wir einfach zeigen, dass —g messbar ist. Es
gilt

{—9z27t={9=>-}

Damit ist —g, also auch f — (—g) = f + ¢g messbar.
Wir zeigen noch die Messbarkeit von f - g. Annahme: f und g sind reellwertig

(f+9) = (f—9)° =4fg
= fg=1 ((F+9*~ (F o))

Das heifit es reicht aus, zu zeigen, dass die Messbarkeit einer Funktion h auch die Messbarkeit
von h? impliziert

{h225}:X falls 8 < 0
{h225}:{h2\/ﬁ}u{hg—ﬁ}eA falls 8> 0

Damit haben wir die Messbarkeit von h? gezeigt. Wir wollen nun noch die Annahme loswerden,
dass f und g reellwertig sind. Wir definieren

X1 ={fg=—4oc} U({f>0}n{g=o0} U ({f <0}N{g=—00}))
U{f=o00}Nn{g=0}U{f=00}n{g<0})(7)

Xy = {fg = —o0}

Xg={fg=0t={f=0}U{g=0}
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7.1 Messbare numerische Funktionen

}(4:::()(1LJ)(2LLXB)C
= f,g: X4 — R sind reellwertig
fg=fglx, +oolx, —oolx, +01x,

Damit ist fg nach Voraussetzung messbar, da X4 € A. O

Satz 7.1.8 (WICHTIG). Sei (f,)n eine Folge messbarer Funktionen f, : X — R. Dann sind
sup,, fn, infy, fn, limsup,, . fn sowie liminf,_, f, messbar.

Bemerkung 7.1.9. Sei s := sup,, fn = sup,,cy fn ist punktweise definiert. Das heift

s(x) = (S%p fn> (z) = Sl:lp fu(z) = sup{fn(z) : n € N}
Beweis von Satz[7.1.8. Sei s(x) := sup,, fn(z). Dann ist

{s<a}={z:s(x) <a} =4
Ulfagal=N{zeX falz)<a}=4r¢c 4

neN neN

Wir zeigen A1 = As. Sei x € A;. Dann ist

a > s(z) = sup fu(z) > fo(z)
= fm(z) <a VYmeN
= Ay C Ay

Sei x € Ay. Dann folgt

fulx) <a V¥neN
= sup fp(z) <a=ze i

Damit ist Ay = As. Es gilt
inf f, = —sup (—fp)
n n

ist messbar

(limnsup fn> (z) = inf sup fo(x)

noa>n

(limninf fn> (x) = sup olérzlfn fa(z) O

Korollar 7.1.10. Sei (f,), eine Folge messbarer Funktionen auf X und (X,.4) ein Messraum.
Angenommen Vz € X existiert der Grenzwert f(z) = lim, o fn(z) (wir schreiben auch f =
lim,, o0 fr). Dann ist f messbar.

Beweis.
f= lim f, =limsup f, = liminf f,
n—r00 Nn—00 n—r00
Damit ist f nach dem vorherigen Satz messbar. O
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7 [*] Messbare numerische Funktionen

Korollar 7.1.11. Seien f1,..., f, : X — R messbare Funktionen. Dann sind
fiVv foV--V fr =max(f1, fo, .., fn) (punktweise)

sowie

fl /\f2/\"'/\fn = min(fl,f%--wfn)
messbar.

Beweis. Nehme die Folge (f,,), mit f,, = fm fiir 1 <m <nund f,, = f, fiir m > n. Damit ist
fiv...fn=supf,
n

messbar nach Satz Die zweite Behauptung zeigt sich analog. O

Notation 7.1.12. Sei f : X — R eine Funktion. Wir definieren

f+ = fV0=max(f,0)>0 (Positivteil)
f-=(=f)v0>0 (Negativteil)
Damit gilt aulerdem
f=T -
fl=f++ /-

Korollar 7.1.13. Sei f : X — R eine Funktion. Dann ist f genau dann A-messbar, wenn f; und
f— messbar sind.

Korollar 7.1.14. Sei f : X — R eine A-messbare Funktion. Dann ist | f| messbar.
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8 [*] Elementarfunktionen und ihr Integral

Definition 8.1.1. Es sei (X,.A) ein Messraum. Wir definieren E; = F, (X, .A) als die Menge
aller nicht-negativen Elementarfunktionen. Das heifit u € E, falls u : X — Ry = [0,00) A-
messbar ist und Bild(u) endlich viele Werte annimmt. Das heifit

uw(X) ={ar,a9,...,an}
mit
0<aj<oco Vji<n
a; #Fap YiFE]

Wir setzen A; = u~'({oy}) € A. Damit gilt u(x) = Yj_; 14, (). Wir haben den Raum X
nun folgendermafien disjunkt zerlegt: X = A1 LU Ax L ---U A,.

Sind umgekehrt nicht-notwendigerweise disjunkte Ap,..., 4, € A. Dann ist > =1 051 i eine
Elementarfunktion.

Bemerkung 8.1.2 (Eigenschaften von F.). Sei € Ry und u,v € E;. Dann gilt
-au€ by
-u+tve by
-u—ve by
-uAve kb,
-uVwve b,

Beweis. Folgt direkt aus der Definition und den Messbarkeitseigenschaften aus dem letzten Ka-
pitel. O

Notation 8.1.3 (Normaldarstellung). Sei v € Ey. Dann schreiben wir u(z) = 77 a;14; als
Normaldarstellung mit | |i_; = X.

Lemma 8.1.4. Sei u € Ey = F; (X, A) mit Normaldarstellungen

u= ZajﬂAj = Z/BkﬂBk
=1 k=1

Sei p ein Maf§ auf (X, .A). Dann gilt

k=1

> au(A) = Ben(Br)
j=1

Das heifit die Uneindeutigkeit der Normaldarstellung verschwindet bei der Verwendung eines
MafBes.

Beweis.

X=AU---UAy,
—BU---UB,
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8 [*] Elementarfunktionen und ihr Integral

m

|_| AﬂBk BkZU(AjﬂBk)
k=1 j=1

= 14, = Z Tanse 1B, =D 14,08,
Jj=1

k=1

m
:>u:Zoej1]A]. =
Jj=1 J

n m n m
> ailang, =YY Blans,
= j=1k=1

1k=1

Jeder Punkt x € X liegt in genau einer Menge A; N By,
u(z) = oyl AjoNBg () = BT AjoN By

i aju(4)) = i ajﬂ(LnJ AN Bk)

j=1 k=1

:ZM(A mBk ZZO‘],UA mBk)
k=1 =1k=1
= ZZ (AN By) =Y Bru(By) m

k=1

[16. Dez] Definition 8.1.5. Sei (X, A, p) ein Mafiraum und v eine Elementarfunktion. Dann heifit die von
der spezifischen Normaldarstellung = 3774 14, unabhéngige Zahl (Lemma 8.1.4)

[ = asuta

i=1

das (u-)Integral von u (iiber X). Wir schreiben auch

Jutn= [ wtn= [ w@an@) = [ w@ptas)

und definieren in diesem Sinne eine Abbildung

E+—>R

ur—>/udu

Lemma 8.1.6 (Eigenschaften des Integrals). Fir A C X, o € R und u,v € E gilt

0 [ tadu=n(a)

(i) [audi=a [udu
(iii) /(u+v)du=/ud,u+/vdu

(iv) ugvé/ud,ug/vdu

Beweis. (i) und (ii) folgen direkt aus der Definition. Fiir (iii) sei
m n
u:ZajﬂAj U:ZBkﬂBk
j=1 k=1
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8.1 Elementarfunktionen

:ZZ ]/LA N By) +ZZ k,LLA N By) /ud,qu/

Fiir (iv) gilt mit der Definition, die wir auch schon bei (iii) verwendet haben, dass a; < () auf
Aj N By,

k
= /udu:Zaj,u(AjﬂBk)SZZﬁkN(AjﬂBk):/Udﬂ
J j ok
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9 [*] Das Integral von nicht-negativen mef3ibaren Funk-
tionen

Satz 9.1.1. Fiir jede wachsende Folge (uy), C F4+ und jedes u € E4 gilt

u < sup U, = /udu < sup/undu
neN neN

Beweis. Sei u = 377" a;jla;, und 0 < 0 < 1. Wir definieren B, := {z € X : u,(v) > du(x)}. Wir
wissen nach Voraussetzung, dass u, < up41, das heifit sup,cyun(z) > u(z) Vo € X. Sei z € X
fest. Ist u(x) > 0, dann gilt AN (z) € N : u,(x) > du(x) fir n > N(z).

Aus upy1 > uy folgt B, € Bpyi. Auflerdem ist Vo € X : z € B, fiir ein ausreichend grofles n.
Also haben wir B,, /* X. Auch ist u,, > dulp,

= /und,uZ/éuﬂBndu

n
U = Z ozjﬂAj
j=1

n
= uﬂBn = ZajﬂAijn
=1

J
5/uﬂBndu:5/ZajﬂAijndu

j=1
= (52 ozj,u(Aj N Bn) — 0 Z O[j,U,(Aj)
j=1 j=1
= Sup/undu: li_}rn /udu > 620@' li_>m pn(A; N By) zézajﬂAj :5/udu
7j=1 7j=1
Das gilt fiir alle § < 1. Mit dem Limes fiir 6 — 1 folgt dann die Behauptung. O

Korollar 9.1.2. Seien (uy)n, (vn)n € FE+ wachsende Folgen von Elementarfunktionen. Dann gilt

Sup U, = sSup v, = sup/un dp = sup/vn du
neN neN neN neN

Beweis. Nach dem vorherigen Satz und u, < sup,cyvn, gilt

vt [
neN

= sup/undxgsup/vnd,u
neN neN

Aus Symmetriegriinden gilt dann

= sup/undm:sup/vnd,u

neN neN
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9.1 Integral nicht-negativer Funktionen

Notation 9.1.3. Wir schreiben £* = E} = E% (X, A) fiir die Menge aller numerischen mefSbaren
Funktionen f > 0 auf X, fir die es eine wachsende Folge (u,,), C E gibt, sodass sup,,cy un = f.
Fir f € E" ist dann

/fdﬂ:zsup{/undﬂzungE+v Supun:f}
neN

Das nennen wir das (u-)Integral von f.
[20. Dez] Bemerkung 9.1.4 (Eigenschaften des Integrals). Seien f,g € E* und a € R;. Dann gilt
(i)
(ii)
(iii) fg € E*
(iv) fVg:=max(f,g) € E*
)

(v) fAg:=min(fg) € E*

o) [(f)du=a [ 1du
(vii) /(f+g)du=/fdﬂ+/gdﬂ

(vili) f<g= /fdué/gdu
Beweis.

(i)-(v) Beachte f = sup,cyun und g = sup,,cy vn. Damit lassen sich entsprechende Folgen finden,
um auch Kombinationen von f und g im obigen Sinne zu finden.

(vi) (Ubung)

(vil) Esist f = lim, o0 Un, g = limy, 00 vy. Das heifit

/fd,u:sup/und,u: lim /und,u

/gd,u:sup/vnd,u: lim /vnd,u

/f+gdu=Sup/(un+vn)duzqggrgo/(un+vn)du

neN

:nh_>n;o (/undu—i-/vndu) :nlgngo/undu—i-nllngo/vndu
—/fdwr/gdu

(viii) f < g = up < sup,eyvn. Wir definieren (ay,)y, mit 4, = uy, fir ein festes k

= SuUp U = Ur < SUp Uy
neN neN

= /ukd,u,:sup/ﬂkduSsup/vnduz/gdlu
neN neN
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9 [*] Das Integral von nicht-negativen mefbaren Funktionen

= /ukdus/gdu
= /fdMZSUP/deuz/gdu
keN

Bemerkung 9.1.5 (Interpretation des Integrals). Das Integral beziiglich einem Maf u ist eine
monotone Linearform von E* nach [0, oo]. Aber was ist E*?

O

Notation 9.1.6. Es sei M4 = M (X, A) :={f:2 — [0,00], f ist A-messbar}.
Satz 9.1.7. E*(X, A) = M (X, A).

Beweis. E* C My ist klar. Wir zeigen die Inklusion in die andere Richtung. Wir definieren fiir
einneN, j€{0,...,n2"}

L_Ff>ﬂnhﬂf<0+n2@ j €0, 2" — 1}

j?n T

{f>n} j=n2" -1
Cfzr<r<GAn2Ty je{o.. 2t -1
iz j=n2"—1

Fiir ein festes n ist A;, N Ay, = @ fir j # k. Wir setzen

n2m

un:::§2j27nﬂA$n
=0

Behauptung 1: u, < upy1 Vn € N. Bew.:
Apgepr = {2027 0D < f < 2k +1)270 D] = [h2" < f < (2k 4 1)27 D)
Agieri e = {2k + )27 < f < (2k 4 1)27 (D}

= Apn = Aok 1 U Asky1 1
= up < Un+1

Damit ist auch u, < f Vn € N. Umgekehrt auf A;,, ist f(z) < (j +1)27" = u,(x) +27". Das
heiflt lim, o uy, = f fir € Aj,,. Insgesamt gilt damit lim, oo u, = f. ]

Satz 9.1.8 (Monotone Konvergenz). Sei (f,)n eine wachsende Folge in E*(X,.A). Dann folgt

sup fn, € E* und sup/fn dp = /supfdu.
neN neN neN

Beweis. Sei f = sup,,ey fn. Dann reicht es, zu zeigen, dass 3(vy,), € E4 wachsend mit sup,, ey vp =
fund v, < f,,. Denn in diesem Fall ist

/%wg/nwgmjnw
neN

= sup/vnduésup/fndu

neN neN

Mit Bemerkung folgt dann

Sup/fn dp = /Supfn dp
neN neN

39



9.1 Integral nicht-negativer Funktionen

Wir brauchen also nur noch die Existenz von (vy,),. Zu (f,) existiert ein (upmn), € Ey mit
Umn < Um—1,n, SOWiE f;, = SUp,, Um n. Das heift

Um < Ut
= supvy, € By
m

Behauptung: sup,, v, = f =sup,, fn. Da umpn < fr < fogi
= SUP Uy, < SUP frn = f
m m
Auch ist v, = Up—1 VUm—2V ... 2> Umpn — fn
fn = Sup um n = SuUp vy,
m m

= f=sup fn <supvy, < f
n m

= f = sup vn O
meN

Bemerkung 9.1.9. Im Sinne von Satz [9.1.8[ gilt die Ungleichung sup/fn dp < /supfd,u
neN neN
allgemein. Die Voraussetzung, dass die Folge wéchst ist nur fiir die Ungleichung in die andere

Richtung relevant.

Korollar 9.1.10. Sei (f,), € E*. Dann folgt Z fn € E* und / <Z fn> dp = Z / frndp.
n=1 n=1

n=1

Beweis. Wir haben f, > 0. Das heifit die Partialsummen von (f,), sind monoton wachsend.
Damit ergibt sich die Behauptung direkt aus Satz [0.1.8] O

40



[10. Jan]

10 [*] Integrierbarkeit

10.1 Integration von allgemeinen numerischen Funktionen

Wir haben f > 0 messbar auf X. Dann ist / f dp wohldefiniert. Wir wollen das auch auf
X
Funktionen mit negativen Werten erweitern.

Definition 10.1.1. Eine numerische Funktion f : X — R heifit (u-)integrierbar, wenn sie A-
messbar ist sowie [ fi dy, [ f- du € R. In diesem Fall definieren wir

[ = [redu- [ ran

Satz 10.1.2.Sei f : X — R messbar und g ein Mafl auf A. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent

(i) f+ und f_ sind integrierbar
(ii) Es existieren integrierbare Funktionen w,v > 0 mit f = u —v
(iii) Es existiert eine integrierbare Funktion g > 0 mit |[f| < g

(iv) |f| ist integrierbar

Im Fall (ii) ist/fdpz/ud,u—/vdu

Beweis. (i) = (ii): Wir wéhlen v = f1 und v = f_. Damit existieren die geforderten Funktionen.

(ii) = (iii): w und v sind integrierbare, nicht-negative Funktionen. Damit ist auch u + v inte-
grierbar und nicht-negativ und es gilt

f=u—v<u<u+wv
—f=v—u<v<v+u
= |fl<utv=yg

(iii) = (iv): Aus der Monotonie des Integrals (fiir nicht-negative, integrierbare Funktionen) folgt

/ (@) dpu(a) < / 9(z) du(z) < oo

(iv) = (i): Es gilt fy <|f] und f- <|f]|. Das heiit nach der Argumentation aus der vorherigen
Implikation sind fy und f_ integrierbar.

Im Fall (ii) ist f =u —v = f; — f_. Daraus folgt
=u+fo=fr+v

:>/udu+/f_d,u:/f+du+/vd
:>/udm—/vdu:/ﬁrdu—/f_du:/fdu

Bemerkung 10.1.3 (Komplexwertige Integrale). Eine messbare Funktion f : X — C ist inte-
grierbar, falls Re(f) und Im(f) integrierbar sind. Wir definieren dann

[ £du= [ Re(r)duc+i [ 1ms)an

Eine entsprechende Version von Satz[10.1.2] gilt dann auch fiir komplexe Funktionen.

O]
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10.2 Linearitit und Monotonie des Integrals

10.2 Linearitdt und Monotonie des Integrals

Satz 10.2.1. Seien f, g integrierbar und « € R. Dann sind af und f + g ebenfalls integrierbar

und es gilt
/afd,u:a/fd,u (i)
/f+gdu—/fdu+/gdu (i)
AuBlerdem sind auch max(f, g) und min(f,g) integrierbar. (iii)
Beweis.

(i) Es gilt (af), = afy und (af)_ = af-, falls a > 0 sowie (af)_ = afy und (af) = af,
falls a < 0. Fiir a > 0 gilt

/afdu—/(af)+du—/(af)dﬂ—/af+du—/oaf—du
—a[frdu—a [ rdi=a[ e

Der Fall a < 0 zeigt sich analog.

(ii) f und g lassen sich in positiv- und negativ-Teil zerlegen. Das heifit

fr9=fr—f-+9+—9-=f++g9+—(f-+9g-)
—_— —.—.——

=Uu =

Mit Satz [10.1.2] folgt die Integrierbarkeit von f + g und es gilt

[t4atn=[udu- [oan=[forgidu [ 149 an
=/f+du—/f—du+/g+du—/g—du=/fdu+/gdu

(iii) Es gilt |max(f,g)| < |f| + |g| sowie |min(f, g)| < |f| + |g|.- Damit folgt die Integrierbarkeit
direkt aus Satz[10.1.2] da f und g integrierbar sind.

O
Bemerkung 10.2.2. Fiir komplexe Funktionen f, g : X — C gilt Satz[10.2.1|analog (mit a € C).

Beweis. Der Beweis ist eine Standardrechnung und funktioniert genauso wie der Beweis des Satzes
fiir reelle Funktionen mit einer zusétzlichen Zerlegung in Real- und Imaginérteil. O

Satz 10.2.3. Seien f, g integrierbar auf X. Dann gilt

f<g= /fdu < /gdu (Monotonie)
sowie

‘/fdu‘ §/|f|du (Dreiecksungleichung)
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10 [*] Integrierbarkeit

Beweis. Monotonie: Aus f < g folgen fy < gy und f_ > g_

= [rau= [ feau- [ 1-a
S/g+du/gdu=/gdu

Dreiecksungleichung: Da f < |f]| und —f < |f| folgt aus der Monotonie

[ £au< [1s1dn
- [ran=[~ran< [ 1710
= |[ ran| < [ 151an

Bemerkung 10.2.4. Sei f : X — C integrierbar. Bisher haben sich alle Sdtze und Argumente
fiir reelle Funktionen ohne Probleme auch auf komplexe Funktionen {ibertragen. Bei Satz
ist hier jedoch etwas Vorsicht geboten. Wir versuchen, die Dreiecksungleichung analog zum vor-
herigen Beweis auch auf komplexe Funktionen zu iibertragen:

‘/fdM’ = ‘/Re(f)du—w/lm(f)dﬂ’
< ‘/Re(f) du‘ + ’/Im(f) du‘
g/]Re(f)|du+/|Im(f)|du
- / [Re(f)| + [Tm(f)| dp

O]

Die einzige Abschitzung, die wir jetzt noch sinnvoll machen kénnen, um wieder |f| im Integral
stehen zu haben, ist, sowohl Real- als auch Imaginérteil gegen den Betrag abzuschitzen

<2 [ |fldu

Der Faktor, den wir hier zusétzlich erhalten, ergibt sich aber nicht aus den Eigenschaften des
komplexen Integrals, sondern entsteht nur durch unsere zu grofziigigen Abschitzungen. Wir
fithren stattdessen ein besseres Argument mit Polarkoordinaten: (fehlt)

10.3 Der Raum L!()

Definition 10.3.1. Wir definieren £'(p) := L£(p1, R) als die Menge aller y-integrierbaren reellen
Funktionen auf X. Analog dazu ist £!(u, C) die Menge aller y-integrierbaren komplexen Funktio-
nen. Aus Satz und der zugehorigen Bemerkung folgt bereits, dass £!(u, R) bzw. £!(u, C)
Vektorrdume beziiglich Addition und Multiplikation mit o € R bzw. a € C sind.

Es gilt
[rae [oan =|[ r-gan|< [ 1~ glan

Damit definiert | f||; == [ |f|du eine Halbnorm auf unserem Vektorraum. Dabei ist || f||; keine
Norm, denn aus || f|; = 0 folgt nicht-notwendigerweise, dass f = 0. Betrachten wir dafiir das
Lebesgue-Maf$ und die Funktion f = 1o. Dann gilt [ |f|dA! = A({0}) = 0, aber f ist nicht die
Nullfunktion.
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10.4 Integration tber (messbaren) Teilmengen

10.4 Integration iiber (messbaren) Teilmengen

Definition 10.4.1. Sei f eine messbare numerische Funktion, die entweder nicht-negativ oder
integrierbar beziiglich p ist. Sei weiter A € A. Dann setzt man

/Afdusz-udu

und nennt [, fdu das (p-)Integral von f iiber A.

Bemerkung 10.4.2. Seien A, B € A. Dann gilt 14y + 1ang = 14 + 1. Das heifit

fdx+ fd:c:/fdx+/fd,u
AUB ANB A B

Insbesondere gilt [, o fdu= [, fdu+ [5 fdpu, falls ANB =@.
Beweis. (Ubung) O

Zusitzlich iibertragen sich auch Monotonie, Linearitdt und Dreiecksungleichung (mit entspre-
chenden Einschrénkungen auf die Menge A).

Lemma 10.4.3.
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[13. Jan]

11 [*] Fast iiberall bestehende Eigenschaften

Definition 11.1.1. Sei (X, .4, u) ein Mafiraum und F eine Eigenschaft, die fir 2 € X sinnvoll
definiert ist. Dann sagen wir E ist (u-)fast-sicher wahr oder E gilt (u-)fast-sicher (abgekiirzt (u-
)fs. und im Englischen (u-)almost-everywhere bzw. (u-)ae.), falls es eine Nullmenge N € A (d.h.
u(N) = 0) gibt, sodass F gilt fir alle z ¢ N.

Beispiel 11.1.2. Sei f : X — R eine messbare, numerische Funktion. Dann ist f p-fast-iiberall
endlich, falls IN € A: p(N) =0 A (Vo € NO: f(z) €R).

Beispiel 11.1.3. Sei f, eine Folge von messbaren Funktionen. Dann gilt f,, — f u-fs. genau
dann, wenn eine Nullmenge N € A existiert, sodass f,(z) — f(z) fiir alle z € NC und n — oco.

Satz 11.1.4. Sei f € M, (X, A) eine nicht-negative, messbare Funktion. Dann gilt [ fdu = 0
genau dann, wenn f = 0 p-fast-iiberall.

Beweis. ,= “: Wir definieren N := {f > 0} € A. Dann gilt
N={]J { f> 1}
B n
—_———

neN
=N,eA

M(Nn)zu({f> i}) :/ﬂ{fﬁ}dﬂ
:/{f>¢}1d”§/{f>i S
<n/fdu:0

= u(N)=0

,<%: Angenommen f = 0 p-fs. Das heiBt es existiert eine Nullmenge N, sodass f(z) = 0 Vo € N©.
Sei uy, :=m - 1y, dann gilt Vo € X, dass f(x) < sup,, um(z) = u(z).

OS/fdug/udu:%@m/umdu:n}gnoo(mu(]\f)):0 O

Korollar 11.1.5. Sei f : X — R eine beliebige mefibare, numerische Funktion und N € A eine
p-Nullmenge. Dann ist f iiber N integrierbar und |, N Jdu=0.

Beweis. FALL 1: Ist f > 0, dann folgt die Behauptung direkt aus Satz|[11.1.4
FaLL 2: Ist f = f4 — f—, dann haben wir nach FALL 1, dass

/Nf+du=0=/Nf—du
= [ rdu= [ g [ rau=o

Satz 11.1.6. Seien f, g messbare, numerische Funktionen auf X, (X, A, u) ein Mafiraum sowie
f =g p-fs. Dann gilt

i) f,g>0= [ fdu= [gdu.

O
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11.1 Fast dberall bestehende Figenschaften

(ii) f integrierbar = g integrierbar mit [ gdu = [ fdpu.
Beweis. Sei N = {f # g}. Dann ist N eine Nullmenge.

Oz/fdu:/gdu:(]
N N

:>[;fdﬂzi/ﬂMde:i/ﬂMgmi:dx/;gdﬂ
= /fdMZ/Nfdﬂ‘i‘/MfdM:/Ngdﬂ‘i'/Mng:/ng

(ii) Esist fi = g+ p-fs. sowie f_ = g_ p-fs. Damit gilt nach (i), dass

/hw:/%w
<

= /j”odu:/hdﬂ—/f—du:/gdu

Korollar 11.1.7. Seien f, g mefbare, numerische Funktionen auf X und |f| < g p-fast-tiberall
und g integrierbar. Dann ist f integrierbar (beziiglich p).

(i) Es gilt

Sei M := N©

O

Beweis. Sei g := gV |f| = max(g,|f]). Damit ist § = g fast-iiberall nach Voraussetzung und
|f] < g. Damit gilt nach Satz[11.1.6] dass

/gdu:/gd,u<oo
ﬁ/\flduﬁ/édu:/gdu<oo

= f ist integrierbar O

Satz 11.1.8. Sei f eine integrierbare, numerische Funktion auf (X, A, ). Dann ist f u-fs. reell-
wertig (d.h. f ist p-fs. endlich). Ferner hat die Menge {f # 0} ein o-endliches Ma$8.

Beweis. Sei N = {|f| = oo} € A. Dann gilt fiir beliebiges a > 0, dass aly < |f|. Damit folgt
auflerdem

on(N) = [ atxan< [ flan [ iflar <o
:>M(N)§i/\f]du—>0fﬁra%oo
= pu(N)=0

Also ist |f| < oo p-fs. Zu zeigen bleibt die zweite Behauptung

Ao =qn>0=U {in=}
neN | .
=A,
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11 [*] Fast iberall bestehende Eigenschaften

pan) = [ 1du= [ alsian
An An
=n [ 1ausn [ iflan< oo
= pu(4,) <oco VneN
Also hat {f # 0} ein o-endliches Mafi. O

Bemerkung 11.1.9. Sei A € Aund f: A — R (AN A)-messbar. Wir definieren

2 o Jfl@) zeA
o= {19 2=

Dann ist f : X — R A-messbar und genau dann integrierbar, wenn f iiber A integrierbar ist.
Wir sagen f ist u-fast-iiberall definiert, falls u(AC) = 0 und es gilt

/ﬂmzéfwzﬁfw
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12 [*] Konvergenzsitze

12.1 Monotone Konvergenz und das Lemma von Fatou

Satz 12.1.1 (Erweiterung von der monotonen Konvergenz). Sei ¢ > 0 integrierbar und f, >
—gVn € Nund f, < fy11 Vn € N. Dann gilt

[ i gan= tim [ goan=suw [ gt

Beweis. Sei hy, == fp, — g > 0 mit h,, < hy,4+1. Dann ist

/T}Lrgohndu_nlggO/hndu—/(erg)du

=nlggo/fndﬂ+/gdu§/fndu+/gdu (777)
O

[16. Jan] Lemma 12.1.2 (Lemma von Fatou). Sei (fp)neny € My (X, A) eine Folge nicht—negative
messbarer numerischer Funktionen. Dann gilt

[ timint £, dp < it [ 1, du
Beweis. Nach Def. ist

f= lﬂ&lf frn = lim inf f;

n—oo k>n
——
=gn
= gn S gn+1
e Satz@IH .
/fdu—/nlgrologndu = nlggo/gndﬂ
—l%nl)gf/gndugl%%g}f/fndu O

Lemma 12.1.3 (Leicht verallgemeinertes Fatou). Sei g > 0 eine p-integrierbare Funktion und
(fn)n eine Folge von meBbaren numerischen Funktionen mit f, > —g p-fs. fir n € N und
fn < fat1. Dann sind f,, und f = liminf,_, f, quasi-integrierbar (d.h. [(f,)— du < co und
[ f—dp < o) und es ist

—00 < /linlggffndu < Iiggioléf/fndu < oo
Beweis. Da (fp)— < g und f- < g p-fs. folgt f,, und f sind quasi-integrierbar. Das heifit es
existiert N, mit u(N,,) =0 und f,(z) < foi1(x) = € N, C. Essei by = fn4+9>0= hy < hpi1
fast iiberall. Das heif3t

lim inf hy, = liminf (f, +¢) = (lminf hy ) +g = f +9 >0

N=UNa= u(N) < S u(Na) =C

Jj=1

2Es reicht sogar, nur zu fordern, dass 0 < f,, p-fs.
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12 [*] Konvergenzsitze

und

fa(z) < fnpi(z) Vo ENC, neN
und

p(M)=0 f>—gauf MC

w(M,) =0 f, > —gauf M°

M=MU|J M,UN = pu(d) =0
neN

und

fngfn—i—l fnZ—ng—gauch

Redefiniere f,, f auf f,(z) = f(z) =0 fur x € M. Nach Lemma gilt dann
[ timint (4, + 9) dp < timint [ (£, +9)du
- /1inn_1>iolgffndu+/gdu < 1mgf/fndu+ /gdu
- /linrgg.}ffnduglinnii.gf/fndp 0O
Korollar 12.1.4 (lim sup-Version von Fatou). Sei g > 0 integrierbar und (f,,), eine Folge mess-

barer numerischer Funktionen mit f, < g u-fast-iiberall. Dann gilt f := limsup,,_,, fr ist quasi-
integrierbar und

/fd,u = /limsupfd,u > limsup/fn du
n—oo n—oo

Beweis. Wende Lemma [12.1.3|auf h,, :== g — f,, an und liminf,,_, h, = ¢ — limsup,,_, fn
= /liminfhnd,u < liminf/hn dp = /gd,u — limsup/ fndp
n—00 n—00

= /gdu—/fdué/gdu—limsup/fndu
n—oo

= hmsup/fn du < /limsupfn du O

n—o0 n—oo

12.2 Majorante Konvergenz (Lebesgue)

Satz 12.2.1. Seien f, f, : X — R meBbare Funktionen und lim,, s~ f, = f p-fast-iiberall. und es
gebe eine p-integrierbare Funktion g > 0 mit |f,| < g u-fast-tiberall. Dann sind f,, f integrierbar
und

Jm [ fadu= [ ran (1)
Jm [ 15ddn= [ 1714 )
dm 17 = Sl au=0 ©)
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[17. Jan]

12.2 Majorante Konvergenz (Lebesgue)

Beweis.

[su- [ uanl=|[ - t)au

g/]f—fn]d,u—)Ofﬁrn—)oo

[ irtan= [l an] =| [ 051 15D
< U= 1hldu< [ 1f = fuldu
Das heifit es gelten (1) und (1), sofern (2) gilt. Wir beweisen zusétzlich noch (2)
0< [1f = fuldu

0<hn=If = fal S+ [l <11+ 19l < g+ 9 =29 pts.
Nach Korollar gilt dann
lim sup/ hpdp < /lim sup hy, dp
n—oo n—o0
= /limsup|f — fuldp =0 p-fs.
n—oo
#limsup/\f—fn\du:O O
n—oo
Bemerkung 12.2.2. Der vorherigen Satz gilt auch fiir komplexwertige Funktionen.

Satz 12.2.3. Seien f,, f : X — R (oder C) integrierbar mit f,, — f p-fs. Dann gilt

Jm [ hlde= [ 17]d

Jm 17 = fldu=0

[ irdu= [ 1sadanl = | [ 171= 15l dn

< 1= 1slide < [15 = fulan o0
= “:Sei gn = |fu| +|f| = |f = ful > 0 p-fs. Dann folgt mit Lemma [12.1.2
/ lim inf g,, dy < lim inf / g i
liminf g, = 2[f] -0 = 2[f|

[ondi= [Upaldus [ 15100 [ 17~ salan

= lirginf/gndu:2/\f]du—limsup/f—fn]d,u,
n—oo n—oo

genau dann, wenn

Beweis. ,,<*:

:>0§limsup/|f—fn|du§0 O
n—oo
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12 [*] Konvergenzsitze

Satz 12.2.4. Seien f,f, : X — R (oder C') meBbar und es gebe g > 0 p-integrierbar mit

n
>
k=1
integrierbar und

< g p-fs. Ferner existiere f = > 07, f, = lim;_,o Zﬁ:l fn p-fs. Dann sind f, und f

/fduzni/fndu

Beweis. (Ubung) O
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13 [*] Anwendung der Konvergenzsitze

13.1 Parameter-abhingige Integrale

Satz 13.1.1. Sei T ein metrischer Raum, (X, A, 1) ein MaBraum und f : T x X — R (oder C)
eine Funktion mit

(i) @+ f(t,z) ist p-integrierbar Vt € T
(ii) t — f(t,x) ist stetig in ¢y fir p-fast-alle x € X
(iii) Es existiert eine p-integrierbare Funktion g > 0, sodass |f(t, )| < g u-fs. Vt € T
Dann gilt
p: T =R

trs [ fta)n(do)

ist stetig in %g.

Beweis. Zu zeigen: Sei (t)n, C T mit ¢, — to, dann muss folgen p(t,) — ¢(to)-

Wir haben Nullmenge Ny, sodass f(t,,x) — f(to,z) fir x € N;© und wir haben Nullmenge M,,,
sodass |f(tn, )| < g(z) Vo € M,°. Das heift fir M ==, M, gilt |f(tn, )| < g(z) Yz € MC,
Wir definieren N := M U N auch Nullmenge und beide obigen Folgerungen gelten fiir alle n €
N,z € N€. Das heifit nach Satz folgt mit f,, == f(tn,")

Jm [ fudu= [ rau= [ ftooutds) = otto) = lim_ [ fitn,z)n(do) =

Lemma 13.1.2 (Differentiationslemma). Sei I C R eine nicht-ausgeartetes Intervall (das heifit
weder leer noch einpunktig) und f: I x X — R (oder C) eine Funktion mit

(i) f(t,-) ist p-integrierbar Vt € T
(ii) ¢ — f(t,x) ist differenzierbar auf I fir alle v € X

(iii) Es existiert eine p-integrierbare Funktion g > 0 mit |f/(¢,-)| < g p-fs. Vit € I (das heiit es
existiert eine Nullmenge N € A mit |f/(¢,z)| < g(x) Yo € N€ t € )

Dann ist ¢(t) == [ f(¢,z)u(dz) differenzierbar auf I und V¢ € I ist f'(t,-) p-integrierbar mit

J(t) = / f(t,x)p(de)

Beweis. Sei ty € I beliebig und (t,), C I eine Folge mit ¢, — tg, wobei t,, # tg Vn € N. Dann
soll gelten

Fltn ) = fto,2)

hi(z) = ra—

f,(t()v .%')

Nach Voraussetzung ist h, p-integrierbar.
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt

f(t,z) — f(to, )
t—to

= f/(gtv Q?)
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[20. Jan]

13 [*] Anwendung der Konvergenzsdtze

fiir ein & zwischen tg und ¢

R ’f tn, ) — f(to,z)| _ I (&0, )| < g(x)

tn — to

Nach Satz [12.2.1] folgt

lim hndu:/nlgrgohndu:/f/(tojx) dp

n—0o0

t,) — ot
= ¢ ist differenzierbar in to und ¢'(to) = lim w = / f(to, z)p(dz) O
n—oo n — 10

Korollar 13.1.3 (Mehrdimensionaler Fall). Sei U C R offen und f : U x X — R (oder C) mit
(i) f(t,-) ist p-integrierbar Vt € U
(ii) t— f(t,x) ist auf U partiell differenzierbar p-fs. in der Variablen ¢; Vo € X

(iii) Es existiert eine p-integrierbare Funktion g > 0 mit

gtf (t,z)| < g(z) p-fs. firallex € X und t € U
Dann ist ¢(t) == [ f(t,z)u(dz) partiell differenzierbar beziiglich ¢; und
dp of
= | —=(t¢ d
5@ = [ Gt atan
Beweis. Halte alle Variablen bis auf ¢; und z fest und wende Lemma, [13.1.2) an. O

13.2 Vergleich des Riemann- mit dem Lebesgue-Integral

Satz 13.2.1. Sei f : [a,b] — K € {R, C} differenzierbar und f’ beschrénkt. Dann ist f’ Lebesgue-
integrierbar auf [a, b] und

b
[ rav=s - 1@
Warnung: f’ braucht hierfiir nicht Riemann-integrierbar zu sein.
Beweis. (Ubung) O

Satz 13.2.2. Sei f : [a,b] — R Borel-mefibar. Ist f Riemann-integrierbar (also auch beschrénkt),

so ist f Lebesgue-integrierbar mit
b b
/ fdx = / fdA
a a

Beweis. (Ubung) O
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13.3 Berechnung von [ e " \(dx)

Korollar 13.2.3. Sei f > 0 Borel-mefibar auf (a,b) und Riemann-integrierbar iiber den kompak-
ten Teilintervallen von [a,b). Dann ist f genau dann Lebesgue-integrierbar iiber (a,b), wenn das
uneigentliche Riemann-integral

b
lim fdx
aNa, b Ja

existiert und das Riemann-Integral und Lebesgue-Integral gleich sind.

Warnung:
00 o} b o
/ sin(z) do — lim/ sin(z) da
0 x b—o0 0 x
existiert, aber ist nicht Lebesgue-integrierbar iiber [0, c0), denn

/ *E@)y g5 (dr) = 0o
1 xr
(

/OO @) 13 de) = oo
1 x

Beweis. (Ubung) O

13.3 Berechnung von [, e=* \(dz)

Anwendung 13.3.1. Wir setzen

e—t(1+a:2)

ft,x) = (x eR,t>0)

14+ 22
und wahlen als Ansatz
a’® + b% > 2ab (a,b>0)
= 1422 >2|z] > |z
o o t(1+e?) < ¢t

=0< f(t,x) < et

0< /b ft,z)\(dx) < /n eI\ (dx)

0
= /On e trldy = % {—e_m}z
:l{l—e_m} —>1

t t

o
= / f(t,x)A(dzx) existiert fiir ¢ > 0
0
Genauso zeigt sich

0
= / f(t,x)A(dzx) existiert fiir ¢ > 0
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13 [*] Anwendung der Konvergenzsdtze

Wir betrachten noch den Fall ¢ = 0. Dann ist

1 1
0,2) = —— < —
f(,.l‘) 1—|—.%'2_$2

= f ist Lebesgue-integrierbar auf R fiir ¢t =0

Sei z € R fest, dann ist 0 < ¢ — f(¢,x) stetig und 0 < f(t,2) <
Majorante

1 . . . .
722 ist eine integrierbare

o(t) = / f(t,z)\(dx) ist stetig tiber ¢t > 0
R

und f(t,x) ist differenzierbar fiir ¢ > 0. Fir tg > 0, t > tg

o f(t,x) = 1 ;1362 (1 + :c2) e~ t(1+?)

— o t(1+2?)
|0 f(t,z)| = e~ t(1+a?) < el < e~tol7l jst Majorante
Diftbarkeit: Fiir ¢ > tg ist ¢ diff.-bar mit
o(t) = /R e~t(1+4) \(dx)

Da tg > 0 beliebig, ist ¢ diffbar V¢ > 0. ¢ > 0

Substitution z = t_%y

n n\/f
/ e—t(1+w2) d — tlé/ e—t(1+t*1y) dy

—-n —ny\t
nvt %)
= t_ée_t/ eV’ dy — t_ée_t/ eV’ dy
—nt —00
= —Gt 2¢7t

FirO<a<s

Substitution t = 72, dt = 2rdr

§ 1 \/g 2
/ etz dt = 2/ e Tt ordr
@ Va
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p(s) = p(a)

= p(s) — ¢(0)

13.3 Berechnung von [ e " \(dx)

v oo,
= —2G/ e " dr
Ja

= lim (¢(s) — ¢())
V3

= —2Glim [ e A(dt)
a\0 Ja

Vs,
Y / e \(dt)
0

Ve e
= —2G lim e \(dt)




14 [*] Die £P-Riume

14.1 Definitino der £P-Raume

Seip>1und f: X — R (oder C) meBbar sowie (X, .A) ein Messraum. Dann ist auch |f| mefbar.
1
Das heift |f|” ist mefibar und {|f|’ > a} = {|f| > 045} fiir a > 0.

Notation 14.1.1. Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Wir schreiben

= (. Iflpduy

Es gilt 0 < N,(f) < oo. Fiir a € R gilt Np(af) = |a| Np(f)

Satz 14.1.2 (Holder-Ungleichung). Sei p > 1 und 1 < ¢ < oo dual zu p (das heifit % + é =1).
Dann gilt fiir zwei me3bare numerische Funktionen f, g auf X

Ni(fg) < Np(f)Ny(9)

Beweis. Benutzt die Ungleichung von Young. Fiir a,b > 0 folgt ab < %ap + %bq.

Beweis von der Ungleichung von Young. Sei G(a) = %Dap. Wir wollen eine Funktion F', sodass
ab < G(a) + F(b) Va,b > 0. Das ist d4quivalent zu

F(b) > ab—G(a) Ya>0,b>0 fest
Die beste Wahl von I ist die kleinste obere Schranke. Das heif3t
F(b) = sup (ab— G(a))

a>0
Da(ab — G(a)) =b—G'(a) =b— aP™!
1 1 1 \P
S F(b)=b-biT — = (bt
(b) ()
:bﬁﬂ_}bﬁ:lbq 0
p q

[23. Jan] Wir setzen o0 = Np(f) und 7 = Ny(g). Im Fall 7 = 0 folgt direkt, dass Ni(fg) = 0. In diesem
Fall ist die Ungleichung erfiillt. Es sei also O.B.d.A. ¢ > 0 und 7 < oo (da die Ungleichung sonst

trivialerweise erfiillt ist). Sei f = {, g = £. Dann ist N, ( f) = Ny(g) = 1. Wir miisen also noch

zeigen, dass Ny ( f g) < 1 (Skalierungstrick). Es ist

|f3| = |7] 19l < ; |7+ ; 9l

:»Nl(ia)=/X]f§\dus/x(;\f\p+;|§|Q) du
=;/ ‘f‘pd/ﬂrl/ g1 dps
X qJ)x
— N7+ V@) =1t = 0

Satz 14.1.3. Es seien f,g: X — R (oder C) zwei numerische Funktionen, fiir die f + g definiert
ist und 1 < p < co. Dann gilt

Np(f +9) < Np(f) + Nyp(g) (Dreiecksungleichung)
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14.1 Definitino der LP-Rdume

Beweis.

[f+9lP < (£ + 19" < 2 1F1 v 19)"
=22(If1 v 1gl) = 22 (IF17 v lgl”) < 2P (If" + 191"

S NS+ 9 = [ 1+l d <2 (N0 + Nyfa)”)
Ist Np(f), Np(g) < oo, folgt N,(f +g) < oo

\f+glP =1f+gllf +glP " <IfIIf+gP" + gl |f + 9P

;‘Np(f+g)p=/!f+g\pduﬁ/!f!f+g\”1du+/|9!|f+9!p1dﬂ

Es sei % + % = 1. Dann folgt nach Hoélder

< </|f|pdu>; </f+g|p1du);+ (/ |g|Pdu)’1’ (/\f+g|p1du)é

p
q

= N,(F)No(f +9)7 + Np(9)Np(f + )7 = (Np(f) + Np(9)) Np(f + g)P
= Np(f +g) = Np(f + g)pr(f +g)l_p < Np(f) + Np(g) O

Bemerkung 14.1.4. Ist N,(f) < co und N,(g) < 00, so ist f, g fast-iiberall reellwertig und f+g¢
fast-iiberall definiert.

Definition 14.1.5. Sei f : X — R (oder C) meBbar. Dann heifit f p-fach integrierbar fiir
1 < p < oo, wenn N,(f) < oo. Wir definieren

LP(n) =LP(X, A, p) = {messbare Funktion f: X — R: N,(f) < oo}

Analog schreiben wir L fiir den Raum solcher komplexwertiger Funktionen. Die definierten
Réume sind Vektorraume. Zusatzlich gilt Homogenitdt und Dreiecksungleichung fiir IV,. Das
heift N, ist bereits eine Halbnorm. Aber N,(f) = f = 0 gilt nur u-fast-iiberall. Das kann man
beheben, indem man Aquivalenzklassen von LP-Funktionen definiert, die p-fast-iiberall gleich
sind.

Satz 14.1.6. Seien f,g € LP(p). Dann gilt af, f 4+ g € LP(n) sowie f A g, fV g€ LE(u).
Beweis. (Ubung) O

Korollar 14.1.7. Sei f : X — R eine messbare, numerische Funktion. Dann ist f € £P genau
dann, wenn fy, f_ € LP.

Beweis. ,= “: fL=fVO0, f-=(—f)VO.
»<=“: Sind fy € LP. Dann gilt

f=f+(=f)
Np(f) < Np(f+) + Np(f-) < o0 O

Satz 14.1.8. Sei f € LP, g € L7 sowie % + % =1mit 1 < p < co. Dann ist fg € £L.
Beweis. Holder! O

Bemerkung 14.1.9. Man schreibt auch héufig | f[|, = Np(f).
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14 [*] Die LP-Rdume

Korollar 14.1.10. Sei x(X) < co. Dann folgt aus f € LP(u) = L(n) (fiir 1 < p < 00).

[ irtan= [ 11

Beweis.

Nach Holder

= Ni(f) < (u(z)'T N(f) O

Satz 14.1.11. Sei f : X — R (oder C) eine p-fach integrierbare Funktion (f € LP(u)). g sei
fast-iiberall beschrankt, das heifit es existiert ein o > 0 und eine Nullmenge N, sodass |g(z)| <
a Vo € NC. Dann folgt gf ist p-fach integrierbar und N,(fg) < aN,(f).

Beweis. Es gilt |fg| = |f|lg] < |f] @ p-fast-iiberall

= Ny(fo) = [l an < [\ du=ar [ 157 dp = a?Ny (1 0
Notation 14.1.12.
L) = {g : X — R messbar : 3M, > 0, N, € A: u(Ny) = 0 sodass |g(z)| < M, Yz € Ngc}
Definition 14.1.13. Wir definieren N (g) :==inf {M > 0: |g| < M p-fast-iiberall}. Es gilt
Ni(fg) < Ni(f)Neo(9)
Auch

Neo(f +9) < Noo(f) + Neo(9)

Konvention 14.1.14. Wenn wir die £P-Ridume betrachten, beschranken wir uns auf den Fall
1 < p < oo, da fiir p < 1 Eigenschaften wie die Dreiecksungleichung verloren gehen und die
resultierenden Raume sich daher von denen mit p > 1 unterscheiden.

14.2 Konvergenzsitze

Sei 1 < p < oo und (X, A, ) ein Mairaum. N, ist auf £P(u) eine Halbnorm. Wir kénnen also
auch einen Abstandsbegriff definieren:

dp(f,9) = Np(f —9) = If —4ll,

Es gilt d,(f,g) = 0 = f = g p-fast-iiberall. Wir definieren auBerdem Folgen (fy,), C LP(p). Wir
sagen f, konvergiert im p-ten Mittel gegen f, wenn

lim dy(fn — f) =0

n—oo

Man sagt auch f, konvergiert in £P gegen f. Wir sagen auBerdem, dass (fy), eine Cauchy-Folge
in LP(u) ist, falls

Ve >0dN € N: Ny(fpn — fm) <e Vm,n>N
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[24. Jan]

14.2 Konvergenzsdtze

Satz 14.2.1. Sei (f,)n C LP eine Folge fiir 1 < p < co mit f, — f und (X, A, u) ein Mairaum.
Dann gilt fiir alle A € A

[ 1 [ 1o an

J 1l = [a1£l

= / |1]Afn’pd/~" = Np(ﬂAfn)

= [Np(Tafn) = Np(1af)| < Np(1a (fu — £))

Beweis.

Satz 14.2.2 (Riesz). Konvergiere (f,)n, C LP p-fast-iiberall gegen f € £P. Dann gilt

: p _ p
Jim [ 15p = [ 157

genau dann, wenn

lim Ny(fn, —f)=0

n—oo

Beweis. ,,= “: siehe oben.
<=1 Schritt 1

(+ )" < (2(aVvp))f =27 (a” v 7) <27 (o + B7) (a,82=0)
Schritt 2: Es gilt

oo = BI” < [laf + [B]]" < 2° (|’ + [B]7)
gn =20 (Ifal” + |F17) = |fn = fI

i — op+l P
A2y, 9 = 27|
Nach Fatou gilt
2p“/\f|pdu=/lgn;g;ffgndusgrggf/gndu
=2 (i [ 1P dus [ 157 de) ~timsup ([ 1, - 57 an)
n—oo n—oo
2p+1/|f|pdxlimsup(...)
n—oo
:>limsup/|fn—f|pduzo -
n—oo

Lemma 14.2.3. Sei (fn)n € M4 (X, A). Dann gilt

M(i fn> < Ny(f)
n=1

n=1
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14 [*] Die LP-Rdume

Beweis. Sei k € N. Dann ist

k k 00
Np< fn> <D Np(fa) < 32 Ny(fn)
n=1 n=1 n=1
k

Sy = Z fn monoton wachsend

n=1

lim N,(Sp)? = lim /|skypdﬂz/ lim [S[” dps
k—o0 k—o0 k—oc0
00 p 00 p
:/ > fn dsz,,(an) O
n=1 n=1

Satz 14.2.4 (Maj. Konvergenz in £LP). Sei (fy)n eine Folge u-fast-iiberall definierter Funktionen
fn € LP(p). Es existiert ein £ 5 g > 0 mit |f,| < g p-fast-tiberall ¥n € N und lim, o0 | fn|
existiert u-fast-iiberall.

Dann existiert ein f € £P(u), sodass f,, — f p-fast-iiberall und f,, konvergiert gegen f in LP(u).

Beweis. Entsprechend der Voraussetzungen existiert eine Nullmenge Ny, sodass f(z) = lim, e fn ()
existiert Vo € N;©. Wir definieren aufilerdem f(x) = 0 Vz € Ni. Das heifit |f| < g p-fast-iiberall.
Damit kénnen wir folgern

Np(f) < Np(g) < o0
= ferlP
by = [fo = fIP < (Iful + D7 < (g +1FD7 <27 (¢" + [fIP)

p-fast-sicher. Das heiBt es ist zu zeigen [ hy,du — 0

gn =2 (" + |fI7) = hn =27 (9" + |f1) = [fn = [T
= liminf = li_>m gn =2 (¢" + | f|F) wp-fas-tiberall
n—odo

n—oo

Ferner
p p p _ . . . .
/2 (9" + | f] )du—/hnrgggfgndﬂﬁlgggf/gndu
= /2p(gp+ |f|p)d,u—limsup/ |fr — fldp
n—oo
=0 <limsup [ [f, = /P du<0
n—oo
: P
= i Np(fn = f)7 =
= lim Np(fn—f) =0 O
Satz 14.2.5 (Vollstédndigkeit von £P). Sei 1 < p < oo. Jede Cauchy-Folge (f,)n C LP(u) kon-
vergiert gegen ein f € LP(u) im p-ten Mittel und eine geordnete Teilfolge (fy,)r konvergiert
pu-fast-iiberall gegen f. Das gilt auch fiir den Fall p = oo.

Beweis. Sei (fy)n eine Cauchy-Folge im £P. Dann gilt

lim sup Np(fom — fn) =0 (1)

n—=00 y>n
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[27. Jan]

Schritt 1: Wir zeigen, dass eine Teilfolge (f,,, ) existiert, sodass Y 5o,
(1) gilt

Np(frrs

14.2 Konvergenzsdtze

— fn,) < o0. Nach

1
dny € N: sup Np(fm — fny) < 3
m>ng
1
= dnp € N: sup N,(fm fn2)§—2
m>ng
1
= dni € N: sup Np(fm — fa,) < o"
m>ng
:>N (fnk+1 f”k) < sup Np(fm*fnk)
m>ny
<01
k=1 k=1
Schritt 2: Definiere
gk ‘= fnk+1 - fnk
o0
9= loxl
k=1
fnkJrl = gk‘ +fTLk = gk’ +gk‘—1 +fnk,1
=0kt gk-1+...+ 91+ fny

o0 [ee]
< Np(z |gk|) < S Nyl <
k=1 k=1

= Np(g) <1
=geLP
= g ist p-fast-iiberall endlich

= INullmenge M : Z lgk(x)] = g(z) < 00 Vz e MC

n=1

= i gk(z)
k=1

konvergiert Ve € M ©

existiert

)
- Lf;o,;%@

ng

= fra @

= (fu, )k konverglert u-fast-tiberall

o0
1
Do

k=1

+ fn, () existiert Vo e MC

Schritt 3: Definiere f(x) := limy_,o0 fn, (z) existiert fir p-fast-alle x € X. Frage: Ist f € LP?
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[30. Jan]

15 [*] Produkte von o-Algebren

Situation: Wir haben endlich viele Messraume (X, A;), 7 € {1,...,n}. Wir definieren ein Produkt

n
X=][X;=X1xXyx...x X,

j=1
und fir ein = (x1,...,2,) € X ist x; € X;. Wir definieren auflerdem Projektionsabbildungen
pj: X — Xj
r=(z1,...,2n) =

Wir haben o-Algebren .4; und wollen nun auch eine o-Algebra auf X definieren. Versuch fiir
n = 2: Wir definieren die Elemente der o-Algebra als A7 x As mit A1 € A;, As € As. Allerdings
ist

{A1XA2:A16A1/\A2€./42}

nur ein Halbring, aber im Allgemeinen keine o-Algebra. Wir setzen also stattdessen

®A] :A1®A2®®An 3:U(p17p27---’pn)

j=1
= kleinste o-Algebra auf X = X; x ... x X, sodass
alle Funktionen p; : X — X; A — Aj-messbar ist.

Satz 15.1.1. Sei fiir j = 1,...,n & ein Erzeuger von A; (A; = o(§;)), welcher eine Folge
von Mengen (Ej;)keny mit Ej, 7 X; enthdlt. Dann gilt 4 ® ... ® A, wird von den Mengen
Ey x By x ... x B, fir E; € & erzeugt.

Beweis. Es gilt A= A1 ®...® A, =0(p1,...,pn) genau dann, wenn p; A — Aj-messbar ist und
A die kleinste solcher o-Algebren ist. Das heifit nach A; = o(&;) gilt p; ist A — A;-meBbar. Das
heifit
@p;l(Ej) cA VE; € &
pj_l(Ej) = X1 X ... X Xj—l X Ej X Xj+1 X Xn
P (ED)Npy (BN ...npyten) =B x FBax ... xE, € A ®...0 A,

ist mefibar

=o0({E1x..xE,:Ejed) CARAR...0A,
Umgekehrt ist
EixEyx...xE,CA
fir alle £ € §;. Nehme fiir 1 <j <j

Fk 2:E1’]€><...XEj_lijEjXEj_;,_l’kX...XEmkg.A
Fk/‘Xl X...XX]‘,1 XEJ'XXJ'+1 X...XXn:pjl(Ej)
= pj ist A — Aj-messbar

Das heifit A ist die o-Algebra, die von Ey x Ey X ... x E, (Ej € §;) erzeugt wird. O
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15.1 Produkte von o-Algebren

Bemerkung 15.1.2. Sei A; = {&, X} und Ay = {@,A,AC,XQ}. Auflerdem sei & = {@},
& = As. Dann ist

G x&={FE1xEy:E1€&,E,€&t =0
= 0(§1 X §2) = 0(9) = {9, X1 x X} # A1 ® Az

Das heifit wir brauchen die Bedingung, dass es ausschopfende Folgen in den Erzeugern gibt, im
vorherigen Satz.

Beispiel 15.1.3. Sei X; = Rund A; = B!, §; = J'. Dann ist & x...x¢&, = J". Nach Satz|15.1.1
gilt

B'®.. 9B =0c(& x...x&)=0(T") =B"
Analog gilt auch
B" @ B™ =Bt

Das heifit die d-dimensionalen Borel-Mengen sind bereits als d-fache Produkt-o-Algebra von den
eindimensionalen Borel-Mengen definiert.
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16 [*] Produktmafle und der Satz von Fubini-Tonelli

16.1 Eindeutigkeit von Produktmafien

Situation: Wir haben Mafirdume (X;, A;, 15), j € {1,...,n} und Erzeuger &; von A;. Wann gibt
es dann ein Mal 7 auf A; ® ... ® A, (Produktmaf) mit

7T(E1 X ... XEn):Ml(El),Un(En) VEJ ng

und wann ist ein solches Maf} eindeutig?

Satz 16.1.1. Seien &; N-stabile Erzeuger von o-Algebren Aj;, j € {1,...,m} und es gebe Folgen

(Ejr)keny C & mit Ejp A& fiir B — oo mit pj(Ej,) < oo Vk. Dann gibt es hochstens ein

Produktmaf 7 mit der Eigenschaft
7T(E1 X ... X En) = /,Ll(El) /,Ln(En) VE] € §j

Beweis. Sei £ ==& X ... X &,. Dann folgt nach Satz[15.1.1} dass A1 ® ... ® A, = c(§) und & ist
N-stabil. AuBerdem ist

(ﬁE]) n ( I Fj) = ﬁ(EjﬁFj)
j=1 j=1 Jj=1

was induktiv aus By x Es N Fy X Fy = (E1 N F1) X (Ea N Fy) ergibt. Dann gilt

EkI:ELkX...XEn’k/(X:XlX...XXn

Wenn wir nun definieren, dass
n
7T(E1 X ... X En) = H'U’J(EJ)
j=1

dann ist m durch die Definition als Pramafl nach dem Eindeutigkeitssatz eindeutig auf ein Maf3
fortsetzbar. Das heifit es gibt héchstens ein solches Maf. O

16.2 Existenz von Produktmafien

Idee fiir n = 2: Fir (X1, Ay, 11) und (Xo, Az, p2) gilt
MMﬁZ/LMMWﬂM
pa(d2) = [ 1a,(wpnlcins)

Wir hétten gerne, dass

(111 @ p2) (A1 x Az) = 1 (A1)p(Az)

= (/1],41 (xl)u(dx1)> (/HAQ(wz)M(d@))
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16.2 Existenz von Produktmaflen

Vergleiche mit

/ (/ T4, (;1:1)11,42(332)#2(?62)) pa (1)
- / </1]A2(:cg),u(d932)> 14, (21)p(dz)
- (/ ﬂAl(wl)ug(dm)) (/ ﬂAQ(m)ul(dm))

[31. Jan] Konstruktion 16.2.1 (Schnitte im Falln = 2). Es sei Q C X7 x X fiir Messrdume (X1, A1), (X2, A2).
Dann definieren wir

Quz, = {x2 € Xo: (z1,22) € Q} C X

Quy = {m1 € X1: (21,72) € Q} C Xy
Wir haben dann

1., (z2) = 1g(z1,22) = 1q,, (1)
Lemma 16.2.2. Sei @ € A; X Ag. Dann gilt Q,, € A2 und Q,, € A1 V1 € X1,29 € Xo.
Beweis. Prinzip der guten Mengen. Fiir z1-Schnitte (z2-Schnitte funktionieren analog) sei
C={Qe A ®A2:Qqy € A2} C A @ A
Wir zeigen, dass C eine o-Algebra ist:
(X1 x Xa),, = X2
(QF) = (X1 x X\ Q),, = (X2 Qu) = (Qu)°

1
n=1 2, n=1
Das heifit C ist eine o-Algebra in X; x X5 und
Ay x A €C VA € A1, Ar € Ay
=0(A1 x A2) CCC A ® Ay
=>A10A CCCA A
=C=A4A1® A

Noch zu zeigen: x1 — p2(Qy,) ist Aj-messbar. Definieren

sQ(z1) = p2(Qz,)
D:={Q € A ® Ay : sg ist Aj-messbar}

sqe (1) = p2 (@) = 12(X2\ Quy) = i2(X2) — 2(Quy)

Fiir den letzten Schritt brauchen wir allerdings, dass p2(X2) < 0o

U, @n (1) = p2 (( U Qn) ) = H2 ( U (Qn)xl)
n=1 1 neN

o0

= Z: H2 ((Qn)m)

[¥03. Feb]
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[06. Feb]

16 [*] Produktmafle und der Satz von Fubini-Tonelli

Satz 16.2.3 (Tonelli). Sei f € M4 (X7 x X2, 41 ® A3). Dann ist

T H/ f(w1, zo)pu(dz2)

Aj-messbar und

T2 H/ flx1, z2)p(day)

ist Ag-messbar. Aulerdem gilt insgesamt
[ fdmeom = [ [ sneumem o)
X1xXo X1 /X2

= / f(z1, zo)pr (dar) po(dzs)
X9 J X4

Beweisskizze. Klar, wenn f eine einfache Funktion > 0 ist. Ist f eine meflbare Funktion auf
X1 x Xy, dann verwenden wir eine wachsende Folge einfacher Funktionen (u,), ,* f. Dann ist

/XIXX2 up, d(p1 @ p2) = //X1 U (21, 22) i (dao) py (day)

und aus monotoner Konvergenz folgt dann die Behauptung. Dass sich die Integrale taushcen
lassen, zeigt sich analog. d

Satz 16.2.4 (Fubini). Seien (X;, A;, 1;) o-endliche Mafirdume fiir j = 1,2 und f: X1 x X3 - R
A1 ® As-messbare Funktionen welche beziiglich des Produktmafles 1 ® po integrierbar ist. Dann
ist 1 — f(x1,z2) fiir festes xo Aj-messbar und fiir po-fast-alle xo beziiglich i integrierbar. Das
heifit

/f(J?h x2)p1(dwy)

existiert fir xo fest. Und umgekehrt ist zo — f(x1,22) Az-messbar und fiir alle 7 € Xy puo-
integrierbar. Ferner gilt

/ fd(p ® po) = / ( f($1,x2),u2(d1‘2)> pa(dey)
X1%Xo x \Uxe

:/< f(m,m)m(dxl))uz(dm)
X X3

Wichtig: Die Voraussetzung fiir Satz[16.2.4]ist bereits, dass f 1 @ uo-integrierbar ist. Beziehungs-
weise aquivalent, dass |f| p1 ® po-integrierbar ist. Zu wissen, dass das der Fall ist, ist eigentlich
gerade unser Ursprungsproblem, aber hier kénnen wir Satz anwenden, da |f| > 0. Das
heifit, genau dann, wenn nach Tonelli eines der einzelnen Integrale von |f| endlich ist, kénnen wir
dann Fubini anwenden.

Beispiel 16.2.5. Sei f(x1,22) = Tg(z1). Dann ist
/f(:L'l,ZL'Q))\l(dIL‘l) =0 Vzye Xy
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16.2 Existenz von Produktmaflen

[ freani@en) = [ 1glmn! dea)
— Tg(e)A (R) = oo x Tg(z1)
_ {o z1 € R\Q

o x1€Q

Zerlege f = fi—f—.Dannist | f| u1 ®ue-integrierbar, genau dann, wenn f, f_ pu; ®@ue-integrierbar
sind. Nach Tonelli folgt

//fi(l‘l’@)m(dwz)m(dxl) < 00
= /f:t(xlaxQ)MQ(dIz) < 0

fiir p-fast-alle 1
/fﬁ:(x17x2)ﬂl(d$1) < 00
fiir po-fast-alle xo nach Tonelli und Symmetrie. Das heifit nach Tonelli
/ fe(z1, z2)pa (dar) po(dae) = / fed(pu @ p2)
Xy J X1
= /fd 1 ® fiz) //f+ 1, T2) 1 (dzr) po(dw2)
o RGeS
Z/f(ﬁlwz)m(dﬂ?l)m(diﬂz)

Mit den Einzelintegralen oben folgt dann

://fd()\1®)\2):0

Satz 16.2.6 (Extrem nitzlich). Sei (X, A, p) ein o-endlicher Mafiraum und f :  — [0, o0
messbar sowie ¢ : [0, 00] — [0, 00] monoton wachsend, stetig, ¢(0) = 0 und ¢ diff.bar auf (0, co).
Dann ist

[ oo fdu—/¢ )du = /¢ u({f > AL ()

+ /Oa ¢ (s)ds

#(s) ds = / " ¢ (5) 00y (s) ds

Beweis.

)0, £(x)) (5) ds
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16 [*] Produktmafle und der Satz von Fubini-Tonelli

Wir miissten uns jetzt noch iiberlegen, dass (s, x) = ¢'(s)1 s> (z) >0 B'® A-messbar ist. Dann

kénnen wir mit Tonelli folgern, dass
= / (/ gb'(s)ﬂ{fzs} d,u) ds

= [ emitr = s as m
. Richtiger* Beweis. Wir definieren By = [0,00] N B! und Ay = Az, . F(xz,t) = (f(z),t) € R?.
F: X xRy — R? ist A® By — B%-messbar. Dann ist p;(s1, s2) == s; die Koordinatenprojektion

und p1o F' = f sowie fao F(z,t) = t. Wir betrachten F = {(x,t) € X xRy : f(z) >t} € ARB,.
Dann ist E = F~1({(s,t) : s > t}) € A x By. Nach Tonelli gilt

/(/aﬁ ﬂExt))\+dt> (da) //¢ V(e () A ()
/¢ (/ﬂE ) (dz:)) A (dt)

/ S Ou{f > thr. ()

Ferner

/ "Wy = [ g

(0,a]

—Jim [ (= lim ola) - o) = (@)

n—o0

/ &(6)1 (e A (dF) = /(0 S O1zN (@)

- [0 a= o)
= [ [ ¢@sonanndn = [ o @t
— [0orau m
Beispiel 16.2.7. Sei ¢(a) = a, ¢ = 1. Dann ist ¢ o f = f und
[ ran= [ o outts = i
= [ uttr =

Das heifit wir messen an jeder Stelle ¢ das Maf3 des Levels, wo f > t. Da das in der Vorstellung
einer Funktion, die stufenweise steigt und dann stufenweise wieder sinkt (was dem Querschnitt
eines mehrstockigen Hochzeitskuchen dhnelt), nennt sich diese Darstellung auch Wedding cake
representation.

Beispiel 16.2.8. Sei ¢(a) = a? = ¢/(a) = paP~!. Dann gilt
[ s au=y /0 Bl > 6 dt
[ au=p [ s = 0)a
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(07. Feb]

16.2 Existenz von Produktmaflen

Satz 16.2.9. Zu o-endlichen Maflen p; auf A;, j = 1,...,n existiert genau ein Produktmaf =
auf (A; ® --- ® A,) mit

m(Ar x - x) = [T wi(4)
j=1

Beweis. Sei £; = A; als Erzeuger. Nach der dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafie gibt es also hochs-
tens ein solches Produktmafl. Um auch die Existenz zu beweisen, gehen wir induktiv vor. Wir
setzen

M= @ 2<1<n
=79 = 1 @ uo auf A3 ® A
=m3=ma®us auf (A ® A2) ® As

= (11 ® p2) ® 3

Wir kénnten 73 aber auch definieren als

Ty = 1 © (pg @ pu3)
Nach dem Eindeutigkeitssatz muss aber gelten

T3 = Ty

Wenn man dieses Argument iteriert, folgt die Assoziativitdt des Produktmafles im Allgemeinen.
Das heifit, da wir die Existenz des Produktmafl zweier Mafle bereits gezeigt haben, ergibt sich
induktiv die Behauptung. O
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17 [*] Integrale beziiglich Bildmaf3 und Jacobi Trans-
formationsformel

17.1 Integrale beziiglich Bildmaf3

Wir haben (X, A), (X', A’) Messrdume und T : X — X’ eine A — A’-messbare Funktion sowie
p ein MaB auf (X, A). Dann ist T'(x) definiert durch T'(u)(A’) == p(T~1(4")) fir A’ € A'. Wie
héngt das Integrieren beziiglich Mafl und Bildmaf} zusammen?

Satz 17.1.1. Seien (X, A), (X', A") Messrdume und 7' : X — X’ eine A — A’-messbare Funktion,
p ein MaB auf (X, A) sowie f : X’ — R eine Funktion. Dann gilt: Ist f beziiglich T'(x) integrierbar,
so ist f o T beziiglich y integrierbar und es gilt

[ rarew = [ roras (1)
X' X
Ist f >0, so gilt (1) immer.

Beweis. Mit algebraischer Induktion. (Siehe Ubung). O

17.2 Jacobi-Transformationsformel

Situation: Seien X,Y C R? offen und ® : X — Y ein Diffeomorphismus (d.h. bijektiv, stetig
differenzierbar und ®~! auch stetig differenzierbar)

Satz 17.2.1 (Jacobi). Sei ® : X — Y mit X,Y C R? offen ein Diffeomorphismus. Dann gilt

(i) Fir Ac BInX
A(D(A)) —/ |det D®| dA?
A

(ii) Fur alle f: X — [0, 0o] numerischen, meBbaren Funktionen

/fd)\d:/fo@\detD@|d>\d
Y X
- /X F(®(x)) |det D()| A% (d)

(iii) f : Y — R ist genau dann iiber Y Lebesgue-integrierbar, wenn f o ® |det D®| iiber X
Lebegue-integrierbar ist und es gilt

/fdAd:/fo<1>|detD<I>|d)\d
X X

Beweis.

(i) Es reicht zu zeigen, dass Vf € M., (Y, BN Y) ist
/fd)\d</ f o ®|det DB|dX? (2)
Y X
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17.2 Jacobi- Transformationsformel

Haben wir nidmlich die Ungleichung (2), definieren wir ¥ := @~ h := f o ® |det D® o ¥,
dann folgt mit (2)

:>/hd)\d§/ho\l/|detD\I!]d)\d
X Y

AuBlerdem ist

DU(y) = D(7')(y) = (DO(U(y))) " = [DP o W]~
1

= detDV(y) = 55500

Gemeinsam folgt dann
/ fo®|det DO|dAN? < 77
X
< / ho W |det DW|dX?
Y

:/f|detD<I>o\IJ||detD\l!|d)\d:/fd)\d
Y Y

Das heifit aus (2) erhalten wir auch die Ungleichung in die andere Richtung und damit
Gleichheit. Wir missen nun noch (2) beweisen: 777
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[10. Feb]

18 [**] Der Satz von Gaufl

18.1 Vorbereitungen

Schritt 1. Wir betrachten den R% und eine lineare Abbildung 7 : R¥ — R Auflerdem sei
L = T(Rk) = k-dimensionaler Unterraum des R?. Wenn wir dann V' C RF offen betrachten,

dann ist T(V) relativ-offen in L C R%.
Definition 18.1.1 (Isometrische Matrizen). Wir definieren
O(k,d) = {G c L‘(R’“,Rd) QTG = ﬂRk}
als die Menge der isometrischen Matrizen. Dann gilt beziiglich des Standardskalaprodukts

(Gz,Gx)pa = <x,GTG:c>Rd = (x,Z)pa

Beobachtung 18.1.2 (Polarzerlegung). Sei T' € L(Rk,Rd) mit vollem Rang (d.h. 7" hat Rang

k). Dann existieren @ € O(k,d) und S € E(Rk,Rk) mit S symmetrisch und positiv-definit,
sodass T'= @QS. Ferner gilt dann

S?=T'T
det S = \/det(TTT)
Beweis. TTT : RF — RF ist linear und 77T # 0 fiir R¥ 5 z # 0, denn
(2,T"Ta) = (T2, Tz) >0
Das heit TTT ist positiv-definit und symmetrisch, weil
(TTT)T — 77T

Das heifit es gibt ein R € SO, sodass

T'T = R"DR
wobei

D = diag(dy,...,dy) d; >0Vj=1,...,k
VD = diag(\/dj,...,\/@)
= S=R"VDR

=5T=49
S?2 = R"DRR"™VDR = R"DR =T"T

Wir definieren
Q=T85!
S = (RT\/T)R)_1 kWD (RT) -1
= R"D 'R = R"diag (d;".... d—l)*l R

r'n
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[14. Feb]

18.1 Vorbereitungen

=T=05
QTQ = (Ts—l)T (157") = s 77757 = §71525 7 = 1
(det $)? = det S% = det TTT
= det S = Vdet TTT O

Sei A C R¥ offen. Dann sei H*(T'(A)) das k-dimensionale Volumen von T'(A) als Teilmenge von
L= T(Rd). Es gilt

H*(T(A)) = HMQ(S(A))) = HY(S(A4)) = |det S| A*(4)
Definition 18.1.3. Sei V C R offen und ¢ : V — R? eine Immersion. Das heifit
Ve e V:Dy(x): R* — R? hat vollen Rang
Wir definieren
Ay ={B € p(V): 177}

77
Lemma 18.1.4.

(i) A, ist eine o-Algebra

(ii) 77

(iii) (go(V),.A@,H’SZ) ist ein Maflraum.
Lemma 18.1.5. (Dw(x))T Dy (x) ist eine k x k-Matrix. Die Matrix ist gegeben durch

(Do) D), = (010, 0m¢)

Schritt 2: Integration iiber k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R%. Sei M C R? mit
M # .

Definition 18.1.6 (Karte). (¢, U) nennen wir eine Karte, wenn U C R offen ist und ¢ : U — M
ein Homomorphismus ist. M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn

Vp € M 3R > 0, Karte (¢, k) : Br(p) " M C ¢(U)
Definition 18.1.7 (Atlas). (¢;,Uj);c; I ist endlich oder abzéhlbar e i(Uy) = M
Beobachtung 18.1.8. Jeder Punkt in M liegt in endlich vielen ¢;(U;).
Schritt 3: Regulidrer Rand offener Gebiete, offene Gebiete mit C!-Rand.

Definition 18.1.9. Sei Q € R? offen und 99 Rand = QN (QC). Wir definieren
Ores = {2 € 00 : Fp > 0, FPunktionG € C'(B,(x)),YG(x) # 0,20 By(z) = G~ ((~00,0)) }

als den reguliren Rand von €. Hat  C'-Rand, haben 02 = Oregf .
Lemma 18.1.10. Sei © € Oree$2. Dann folgt QN By(z) = G~1({0}).
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18 [**] Der Satz von Gauf

Beweis. Ist G(z) < 0. Dann folgt fir » > 0, dass Yy € B,(z) : G(y) < 0. Ist G(z) > 0, so folgt
fur ' > 0, dass 3 € By (z) : G(y) > 0. Daraus folgt = ¢ 99.
Ist G(z) = 0. a € R?

0;G(z + ta) = DG(z + ta) [a] = (VG(x + ta),a) =10 (0G(x),a) #0
Beobachte: Satz von der impliziten Funktion. (4+Tangentialraum) (?) O

Lemma 18.1.11. Sei ) offen. Dann existiert fiir alle z € Opee (2 existiert genau ein Normalenvektor
V(z), sodass

(i) [V(z)| =
(ii) V(z) = 0T,00% (wobei T der Tangentialraum ist), das heifit V(z) ist parallel zu VG(x)
)

(iii) V2 € OregQ I > 0: 2 +tV(2) €QV - f <t <0, 2 +tV(z) €Q°VO <t < f.

Beweis. Definiere

und rechne Eigenschaften nach. O

18.2 Der Satz von Gaufl

Satz 18.2.1 (Satz von Gaufl). Sei Q offen und beschrinkt mit C!-Rand. Sei F € C! <Q,Rd) N
c(ﬁ, Rd) mit div F = Y7, 8,,F; C £1(Q). Dann gilt

/ divFdA* = / FvdHjS!
Q o0

mit v als dulere Normale von 02 im Punkt x € 0f2.

Korollar 18.2.2.
/ 9;f A\ = / frj dHA?
Q 15)9)

Lemma 18.2.3 (Integral unter dem Graphen einer Funktion (mit Rand)). Sei V' C R4~ offen
und g € CL(V). A= {z = (y,1) : t < g(y))}, F € C" (A,Rd> NCAR? Es gelte K C V x R kompakt,

sodass F' =0 auf A\ K. Dann folgt
/ div Fd\? = / ?
A M

Beweis von Satz[I8.2.1. (Fehlt hier) 0

wobei M = graph(G).
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