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Aufgabe 1 (Rechnen mit komplexen Zahlen).

(a) Berechnen Sie fiir n € N den Real- und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen:

. 34 5i
(1) Zl T 2_i7

(i) z -—;und
27T (1 +1)2

3n

(iii) z3 = (1 —i\/E) .

(b) Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene:
(i) D, = {z eC: Re(zz) < 1},

() Dy:={zeC: |z+2+i| = |z -1},

(iii) D;:={z € C: 1 < Re(iz) < 2} und

(iv) D, == {ze C:lz+1—i] <2 Re(z)> %}
(c) Welche geometrische Form hat die Losungsmenge der Gleichung 2zz +iz—iz—1 = 0?

(d) Bestimmen Sie alle z € C, welche die gegebene Gleichung 16sen: z2 — 2z + 1 = 0.

Aufgabe 2 (Komplexe Differenzierbarkeit = Reelle Differenzierbarkeit + Cauchy-Riemann-
sche Differentialgleichungen). Es seien D C C offen und f : D — C eine Funktion. Definie-
renwir u := Re fund v := Im f, so konnen wir f(z) = u(x, y)+iv(x, y)fiiralle z := x+iy € D
schreiben (wobei wir den Definitionsbereich D von u und v als Teilmenge des R? auffassen).
Im Folgenden sei z, = xo + 1y, € D. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) f ist komplex differenzierbar in z,.
(b) u und v sind reell differenzierbar in (x,, y,) und es gelten u,(xp,yo) = v,(X0,Yo);
“y(xo’ yO) = _Ux(XOs yO)-

Nutzen Sie hierfiir, dass f genau dann in z, komplex differenzierbar ist, wenn es einc € C

gibt mit lim,_, ,, |f (Z)_fl(zZO)z_f(z_ZO)l
—40

f(2) = f(zo) — c(z — zo).
Aufgabe 3 (Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie).

= 0, und bestimmen Sie Real- und Imaginérteil von

(a) Zeigen Sie mithilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, dass die Funk-
tion f: C - C, f(z) := zZ an keiner Stelle komplex differenzierbar ist.
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(b) Essei f: C — C\ {0} stetigund die Abbildung z — f(z)? sei holomorph auf C. Zeigen
Sie, dass dann f holomorph auf C ist und berechnen Sie die Ableitung.

Aufgabe 4 (Komplexe Potenzreihen).

(a) Berechnen Sie jeweils den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen.
(0]
(i) D@+ ni)z",
n=0

(ii) D) (in?+2")z*" und
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(b) Bestimmen Sie alle z € C, fiir welche die gegebene Reihe

i (n—1)z"
2
=1 1

konvergent ist.



