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Analysis fiir das Lehramt
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Aufgabe 1 (Rechnen mit komplexen Zahlen).

(a) Berechnen Sie fiir n € N den Real- und Imagindrteil der folgenden komplexen Zahlen:

. 34+ 5i
(1) Zl = 2_15

(i) z -—;und
2T (40

3n
mnz3=(1—m6).
(b) Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene:
(i) Dy := {z eC: Re(zz) < 1},
(ii) Dy ={z€C: |z+2+i] =|z—1i]},
(iii)) D;:={z € C: 1 < Re(iz) < 2} und
ﬁWlh:{zeC:&+1—ﬂ<LRdmz%}
(c) Welche geometrische Form hat die Losungsmenge der Gleichung 2zZ + iz —iz—1 = 0?

(d) Bestimmen Sie alle z € C, welche die gegebene Gleichung 16sen: z2 — 2z + 1 = 0.

Lasungsvorschlag.
(a) (i) Esgilt

Z__@+5mz+n
™ 2=-D2+1)
_ 6+3i+10i—5

B |2 —il2
1+ 13i

22 4+ (—1)2

1 13,

=<+ —i,
575

alsoRez; = 1/5und Im z; = 13/5.
(ii) Es gilt
_ 1
(1 +1)2
_ 1
T 12420+ 12

2y



Analysis fiir das Lehramt - Losungsvorschlag zu Ubungsblatt o1

alsoRez, = 0und Imz, = —1/2.
(iii) Wir nutzen die Polarkoordinatendarstellung
1—/3i=rel® =rcosp +irsing

mitr = |z| und ¢ = argz € (—m, 7). Somit gilt

r=[ =i =/ +(—V3) =VI¥3=2

und

1—/3i = 2¢!% = 2cos ¢ + 2ising

V3

1 -
&> cosg =5 Asing =——-

— g=-_C
qo - 3 ’
also1— i\/g = 2e~™/31, Wir berechnen also

3n .

(1 _ \/El) — (ze—ln/3)3n
— 23n(e—in/3)3"
= p3ng—in/33n
— 23neinn
= 23"(cos(—nm) + isin(nm))
=23"((-1)" +0).

Somit gilt Re z; = (—1)"23" und Im z; = 0.
(b) (i) Firu=x+iymitx,y € Rgilt
22 = (x +iy)* = x2 — y2 + i2xy
= Rez?=x*-)»*<1
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= x?<1+4y?
= |x| <V1+y2
= —\1+y?<x<W1+)2

Die gesuchte Menge ist also die zwischen den beiden blauen Linien.

Im

(ii) MitB = -2 —iund B, = ihat D, die Form{z € C: |z — B| = |z — B}, also ist

die gesuchte Menge die dunkelblaue Linie.
Im

‘Re

3 -2 -1 1 2

(iii) Firz = x + iy mit x,y € R giltiz = i(x + iy) =

Re(iz) = —y = — Im z. Somit gilt
1 < Re(iz) < 2
= 1l<-Imz<2
= —-1>Imz> -2,

ix —y = —y + ix, also

also ist die gesuchte Menge die zwischen den beiden blauen Linien.
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Im

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘Re
-3 =2 -1 1 2 3

N

(iv) MitR = —1 +ihat D, die Form {z € C: |z — B| < 2, Rez > 1/2}. Die gesuchte
Menge ist somit der Teil des Kreises, der rechts der blauen Linie liegt.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘Re
-3 -2 -1 1 2 3

_2”
(c) Wir berechnen

2zZz+iz—1=0
(=)zZ+iz iZ+1 1—1
27 274 4 2
<=>(z li)<2+li) 1_1
2 2 4 2
<:>(z 11)(2 1i>—3
2 2] 4
4:»'2 11‘2—3
21 4
1] 3
@|Z—§l'—7
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Somit beschreibt die Gleichung einen Kreis mit Mittelpunkt 1/2i und Radius \/5/2.
(d) Firz € Cmitz=x+iyund x,y € R gilt

z2—-2Z2+1=0

= (x+iy)2—2(x—iy)+1=0

= x?—y*+i2xy—2x+2iy+1=0
= (X*—y*—2x+1)+i2xy+2y)=0
— x2—-y>-2x+1=0

Ay(x+1)=0.

Falls y = 0, so folgt

(x—-1%*=0
= x—1=0
= x=1.

Falls y # 0, also x = —1, so folgt

1-y’+2+41=0
= y*=4
= ye{-22}

Somit ist die Losungsmenge der obigen Gleichung {1, —1 =+ 2i}. O]

Aufgabe 2 (Komplexe Differenzierbarkeit = Reelle Differenzierbarkeit + Cauchy-Riemann-
sche Differentialgleichungen). Es seien D C C offen und f : D — C eine Funktion. Definie-
ren wir # := Re f und v := Im f, so kbnnen wir f(z) = u(x, y)+iv(x, y) fiiralle z := x+iy € D
schreiben (wobei wir den Definitionsbereich D von u und v als Teilmenge des R? auffassen).
Im Folgenden sei z, = xq + iy, € D. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) fist komplex differenzierbar in z.

(b) u und v sind reell differenzierbar in (xo, y;) und es gelten u,(xp, yo) = vy,(X0,Y0)s
Uy(xo’yo) = —Ux(X0, Yo)-

Nutzen Sie hierfiir, dass f genau dann in z, komplex differenzierbar ist, wenn eseinc € C

gibt mit lim,_, ,, F@)-f I(Zo)—r(Z—Zo)l = 0, und bestimmen Sie Real- und Imaginirteil von
zZ—Zy

f(@) = f(z0) — c(z — 2o).
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Losungsvorschlag. Esseiz = x+iy € Dmitx,y € Rund z # z,, es sei f = u + iv fiir zwei
Funktionen u: R? - Rund v: R? - R und ferner sei ¢ = a + ib fiir a,b € R. Dann gilt,
dass

f(@)f(z0) = c(z = 2o)
= u(x,y) +iv(x, y) = (u(xo, yo) + (X0, yo)) — (@ + ib)((x — Xo) + (¥ — o))
= u(x,y) +iv(x, ) = (u(xo, yo) + i(xo, yo))
— (a(x = xo) = b(y = yo) + i(b(x — xo) + a(y = ¥o)))

_ (u(x, ) = u(xg, yo) — (_"b> (’y“ ~ ;‘:)) + i(v(x,y) — v(Xo, o) — (Z) (;C _ ;2))
=: P(x,y) +iQ(x, y).

Die Funktion fistin zq = Xy +iy, € D mit xy, yy € R genau dann komplex differenzierbar,
wenn gilt

f@ 1) _,

dc=a+ibeC(a,beR): lim =0
Z—2Z Z—Zy
e dc=a+ibeC(abeR): lim |f(z)_f|(ZZ°)Z_|C(Z_Z°)| =0
— 29
p .
< 3c=(a,b) e R*: [P, y) + 1 Y _
(xay)_’(XO!yO) |<x - x0>|
Yy—=DXo
p
«‘;}Elc:(a,b)elRZ; M: i M:O
(x,9)=(x0,y0) | (x - x0)| (x,9)=(x0,¥0) |<x — x0>|
Yy—=DYo Y—=DXo
< uund vsind in (xo, y,) € R? reell differenzierbar und es gelten
(Vu)(xo, yo) = (“x(xo,yo) uy(Xano)) =(a —Db)
(VU)(x0, Yo) = (vx(x05 Y0) Vy(X0, ¥0)) = (b a) fiir a,b € R
< wuund v sind reell differenzierbar in x,, y, und es gelten
Uy (X0, o) = Uy(xo,YO)
Uy(xo,J’o) = —Ux(x0, Yo)- O

Aufgabe 3 (Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie).

(a) Zeigen Sie mithilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, dass die Funk-
tion f: C — C, f(z) := Z an keiner Stelle komplex differenzierbar ist.

(b) Essei f: C — C\ {0} stetigund die Abbildung z — f(z)? sei holomorph auf C. Zeigen
Sie, dass dann f holomorph auf C ist und berechnen Sie die Ableitung.
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Lésungsvorschlag.
(a) Flirz=x+iymitx,y € Rgilt
f@)=z=x-liy=uxy)+iv(x,y),
wobei u: R? - R, u(x,y) =xundv: R? > R, v(x,y) = —y. Fiir alle x,y € R gilt

ux(x,y) =1, uy(x,y) =0,
Ux(x’y) =0,
vy(x,y) = -1,

alsouy,(x,y) =1 # —1 = v,(x,y) fiir alle x, y € R. Somit ist f in jedem Punktz € C
nicht komplex differenzierbar.

(b) Seizy € C.Dann giltfiir z € C \ {z,}
f@) = f(z0) _ (f(2) = f(20))(f(2) + f(20))

z—20  (z—z0)(f(2) + f(20))
f(2) = f*(20) 1
Z—2Zy f(2)+ f(z0)

fiir z — zy, da f? holomorph ist und f stetig ist sowie f(z) # 0 fiir alle z € C. Somit
ist f in z, komplex differenzierbar und es gilt f'(zo) = (f2)'(z0)/(2f(z,)). Da z, € C
beliebig gewdhlt war, folgt, dass f holomorph ist. O

Aufgabe 4 (Komplexe Potenzreihen).

(a) Berechnen Sie jeweils den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen.

(i) D@2+ ni)y"z",
n=0

(i) Y. (in? +2Mz*" und

n=0

i yn—1
i) Y (1"3” 2",
n=1 :

(b) Bestimmen Sie alle z € C, fiir welche die gegebene Reihe

i (n—1)z"
2
=1 1

konvergent ist.
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Lésungsvorschlag.
(@) () Setzea, :=(2+in)" fiirn € N,. Fiir n € N gilt
R a,l =12+ in| > |Im(2 +in)| =n - o0 (n > )
= lim %/|a,| = o
n—oo
= R=0.
(ii) Setze ay, = in? + 2" und a,,,, = 0 fiir n € Ny,. Dann gilt fiir n > 4

2" = [Re(azy)|
< |a2n|
= 2" + in?|

=/ @) + (@)’
<4/ @M% +(2n)
/2

- 21/2 S ZLV |a2n|

< 21/221/(41’1)

- 22 (n - )

= lim %/|a,,| = 2% = limsup %/|a,,|
n—oo

n—oo
1
= R=—.
V2
(iii) Setze a,, = (in)"~/n! fiir n € N. Es gilt
a, | _ n"1/n!
|l (m+ D)7/ (n+ 1)
nn—l
~ (n+1n-1
n n—1
- (n + 1)
1 n-—1
- (1 - 1/n)
_ 1
(14 1/n)n1
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1
= (n
~2 (o)
1
— R=-.
e
(b) Setze a, = (n—1)/n. Fiirn > 2 gilt
1 n/2 n—1 n 1
— = = < — = —
2n n? < lan| n2 ~nZ2 n W
und damit
1 1
1 —— <Ala < —=— 1
/2 4/n ’/n

fiir n —» co0. Mit dem Sandwichlemma folgt also lim,,_, , %/|a,| = 1, also R = 1. Die
Reihe konvergiert also fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1.

Die Folge (a,),>, ist fallend, da

n—1 1n-1 1 1
L B LTS R v

n n n n n

und x — x(1 — x) fiir x € [0, 1/2] wachsend ist. Weiter gilt

n 1
|an|3ﬁ=z—>0

fiir n — o0, also konvergiert die Reihe nach Satz 3.3 fiir |z| < 1 mit z # 1.
Fiir z = 1 divergiert die Reihe nach Gleichung (1) und dem Minorantenkriterium.

Insgesamt konvergiert die Reihe genau dann, wenn |z| < 1und z # 1. O]



