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Lösungsvorschlag zu Übungsblatt 01

Aufgabe 1 (Rechnen mit komplexen Zahlen).

(a) Berechnen Sie für 𝑛 ∈ ℕ den Real- und Imaginärteil der folgenden komplexen Zahlen:

(i) 𝑧1 ≔
3 + 5i
2 − i ,

(ii) 𝑧2 ≔
1

(1 + i)2
und

(iii) 𝑧3 ≔ (1 − i√3)
3𝑛
.

(b) Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene:
(i) 𝐷1 ≔ {𝑧 ∈ ℂ∶ Re(𝑧2) ≤ 1},
(ii) 𝐷2 ≔ {𝑧 ∈ ℂ∶ |𝑧 + 2 + i| = |𝑧 − i|},
(iii) 𝐷3 ≔ {𝑧 ∈ ℂ∶ 1 < Re(i𝑧) < 2} und

(iv) 𝐷4 ≔ {𝑧 ∈ ℂ∶ |𝑧 + 1 − i| < 2, Re(𝑧) ≥ 1
2}.

(c) Welche geometrische Form hat die Lösungsmenge der Gleichung 2𝑧 ̄𝑧+ i𝑧− i ̄𝑧−1 = 0?

(d) Bestimmen Sie alle 𝑧 ∈ ℂ, welche die gegebene Gleichung lösen: 𝑧2 − 2 ̄𝑧 + 1 = 0.

Lösungsvorschlag.

(a) (i) Es gilt

𝑧1 =
(3 + 5i)(2 + i)
(2 − i)(2 + i)

= 6 + 3i + 10i − 5
|2 − i|2

= 1 + 13i
22 + (−1)2

= 1
5 +

13
5 i,

also Re 𝑧1 = 1/5 und Im 𝑧1 = 13/5.
(ii) Es gilt

𝑧2 =
1

(1 + i)2

= 1
12 + 2i + i2
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= 1
2i

= 1
2

i
i ⋅ i

= 1
2
i
−1

= −12i,

also Re 𝑧2 = 0 und Im 𝑧2 = −1/2.

(iii) Wir nutzen die Polarkoordinatendarstellung

1 − √3i = 𝑟e𝑖𝜑 = 𝑟 cos𝜑 + i𝑟 sin𝜑

mit 𝑟 = |𝑧| und 𝜑 = arg 𝑧 ∈ (−π, π]. Somit gilt

𝑟 = ||1 − √3i|| = √12 + (−√3)
2
= √1 + 3 = 2

und

1 − √3i = 2ei𝜑 = 2 cos𝜑 + 2i sin𝜑

⟺ cos𝜑 = 1
2 ∧ sin𝜑 = −

√3
2

⟺ 𝜑 = −π3 ,

also 1 − i√3 = 2e−π/3i. Wir berechnen also

(1 − √3i)
3𝑛
= (2e−iπ/3)

3𝑛

= 23𝑛(e−iπ/3)
3𝑛

= 23𝑛e−iπ/3⋅3𝑛

= 23𝑛ei𝑛π

= 23𝑛(cos(−𝑛π) + i sin(𝑛π))
= 23𝑛((−1)𝑛 + 0).

Somit gilt Re 𝑧3 = (−1)𝑛23𝑛 und Im 𝑧3 = 0.

(b) (i) Für 𝑢 = 𝑥 + i𝑦mit 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ gilt

𝑧2 = (𝑥 + i𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2 + i2𝑥𝑦
⟹ Re 𝑧2 = 𝑥2 − 𝑦2 ≤ 1
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⟺ 𝑥2 ≤ 1 + 𝑦2

⟺ |𝑥| ≤ √1 + 𝑦2

⟺ −√1 + 𝑦2 ≤ 𝑥 ≤ √1 + 𝑦2.

Die gesuchte Menge ist also die zwischen den beiden blauen Linien.

−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

Re

Im

(ii) Mit 𝑃1 = −2 − i und 𝑃2 = i hat 𝐷2 die Form {𝑧 ∈ ℂ∶ |𝑧 − 𝑃1| = |𝑧 − 𝑃2|}, also ist
die gesuchte Menge die dunkelblaue Linie.

−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

𝑃1

𝑃2

Re

Im

(iii) Für 𝑧 = 𝑥 + i𝑦 mit 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ gilt i𝑧 = i(𝑥 + i𝑦) = i𝑥 − 𝑦 = −𝑦 + i𝑥, also
Re(i𝑧) = −𝑦 = − Im 𝑧. Somit gilt

1 < Re(i𝑧) < 2
⟺ 1 < − Im 𝑧 < 2

⟺ −1 > Im 𝑧 > −2,

also ist die gesuchte Menge die zwischen den beiden blauen Linien.
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−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

Re

Im

(iv) Mit 𝑃1 = −1 + i hat 𝐷4 die Form {𝑧 ∈ ℂ∶ |𝑧 − 𝑃1| < 2, Re 𝑧 ≥ 1/2}. Die gesuchte
Menge ist somit der Teil des Kreises, der rechts der blauen Linie liegt.

−3 −2 −1 1 2 3

−2

2
𝑃1

Re

Im

(c) Wir berechnen

2𝑧 ̄𝑧 + i𝑧 − 1 = 0

⟺ 𝑧 ̄𝑧 + i
2𝑧 −

i
2 ̄𝑧 + 1

4 −
1
4 =

1
2

⟺ (𝑧 − 1
2i)( ̄𝑧 + 1

2i) −
1
4 =

1
2

⟺ (𝑧 − 1
2i)(𝑧 −

1
2i) =

3
4

⟺ |||𝑧 −
1
2i
|||
2
= 3
4

⟺ |||𝑧 −
1
2i
||| =

√3
2 .
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Somit beschreibt die Gleichung einen Kreis mit Mittelpunkt 1/2i und Radius√3/2.

(d) Für 𝑧 ∈ ℂmit 𝑧 = 𝑥 + i𝑦 und 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ gilt

𝑧2 − 2 ̄𝑧 + 1 = 0

⟺ (𝑥 + i𝑦)2 − 2(𝑥 − i𝑦) + 1 = 0
⟺ 𝑥2 − 𝑦2 + i2𝑥𝑦 − 2𝑥 + 2i𝑦 + 1 = 0

⟺ (𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 1) + i(2𝑥𝑦 + 2𝑦) = 0
⟺ 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 1 = 0

∧𝑦(𝑥 + 1) = 0.

Falls 𝑦 = 0, so folgt

(𝑥 − 1)2 = 0
⟺ 𝑥− 1 = 0

⟺ 𝑥 = 1.

Falls 𝑦 ≠ 0, also 𝑥 = −1, so folgt

1 − 𝑦2 + 2 + 1 = 0
⟺ 𝑦2 = 4
⟺ 𝑦 ∈ {−2, 2}.

Somit ist die Lösungsmenge der obigen Gleichung {1, −1 ± 2i}.

Aufgabe 2 (Komplexe Differenzierbarkeit = Reelle Differenzierbarkeit + Cauchy–Riemann-
sche Differentialgleichungen). Es seien 𝐷 ⊆ ℂ offen und 𝑓∶ 𝐷 → ℂ eine Funktion. Definie-
renwir 𝑢 ≔ Re𝑓 und 𝑣 ≔ Im𝑓, so könnenwir 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦)+i𝑣(𝑥, 𝑦) für alle 𝑧 ≔ 𝑥+i𝑦 ∈ 𝐷
schreiben (wobei wir den Definitionsbereich 𝐷 von 𝑢 und 𝑣 als Teilmenge des ℝ2 auffassen).
Im Folgenden sei 𝑧0 = 𝑥0 + i𝑦0 ∈ 𝐷. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

(a) 𝑓 ist komplex differenzierbar in 𝑧0.

(b) 𝑢 und 𝑣 sind reell differenzierbar in (𝑥0, 𝑦0) und es gelten 𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0),
𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) = −𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0).

Nutzen Sie hierfür, dass 𝑓 genau dann in 𝑧0 komplex differenzierbar ist, wenn es ein 𝑐 ∈ ℂ
gibt mit lim𝑧→𝑧0

|𝑓(𝑧)−𝑓(𝑧0)−𝑐(𝑧−𝑧0)|
|𝑧−𝑧0|

= 0, und bestimmen Sie Real- und Imaginärteil von
𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0) − 𝑐(𝑧 − 𝑧0).
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Lösungsvorschlag. Es sei 𝑧 = 𝑥 + i𝑦 ∈ 𝐷mit 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ und 𝑧 ≠ 𝑧0, es sei 𝑓 = 𝑢 + i𝑣 für zwei
Funktionen 𝑢∶ ℝ2 → ℝ und 𝑣∶ ℝ2 → ℝ und ferner sei 𝑐 = 𝑎 + i𝑏 für 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. Dann gilt,
dass

𝑓(𝑧)𝑓(𝑧0) − 𝑐(𝑧 − 𝑧0)
= 𝑢(𝑥, 𝑦) + i𝑣(𝑥, 𝑦) − (𝑢(𝑥0, 𝑦0) + i𝑣(𝑥0, 𝑦0)) − (𝑎 + i𝑏)((𝑥 − 𝑥0) + i(𝑦 − 𝑦0))
= 𝑢(𝑥, 𝑦) + i𝑣(𝑥, 𝑦) − (𝑢(𝑥0, 𝑦0) + i𝑣(𝑥0, 𝑦0))
− (𝑎(𝑥 − 𝑥0) − 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + i(𝑏(𝑥 − 𝑥0) + 𝑎(𝑦 − 𝑦0)))

= (𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑥0, 𝑦0) − ( 𝑎−𝑏) (
𝑥 − 𝑥0
𝑦 − 𝑦0

)) + i(𝑣(𝑥, 𝑦) − 𝑣(𝑥0, 𝑦0) − (𝑏𝑎) (
𝑥 − 𝑥0
𝑦 − 𝑦0

))

≕ 𝑃(𝑥, 𝑦) + i𝑄(𝑥, 𝑦).

Die Funktion 𝑓 ist in 𝑧0 = 𝑥0+i𝑦0 ∈ 𝐷mit 𝑥0, 𝑦0 ∈ ℝ genau dann komplex differenzierbar,
wenn gilt

∃𝑐 = 𝑎 + i𝑏 ∈ ℂ (𝑎, 𝑏 ∈ ℝ)∶ lim
𝑧→𝑧0

|||
𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
− 𝑐||| = 0

⟺ ∃𝑐 = 𝑎 + i𝑏 ∈ ℂ (𝑎, 𝑏 ∈ ℝ)∶ lim
|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0) − 𝑐(𝑧 − 𝑧0)|

|𝑧 − 𝑧0|
= 0

⟺ ∃𝑐 = (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2∶ lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

|𝑃(𝑥, 𝑦) + i𝑄(𝑥, 𝑦)|

|(𝑥 − 𝑥0
𝑦 − 𝑦0

)|
= 0

⟺ ∃𝑐 = (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2∶ lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

|𝑃(𝑥, 𝑦)|

|(𝑥 − 𝑥0
𝑦 − 𝑦0

)|
= lim

(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

|𝑄(𝑥, 𝑦)|

|(𝑥 − 𝑥0
𝑦 − 𝑦0

)|
= 0

⟺ 𝑢 und 𝑣 sind in (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ2 reell differenzierbar und es gelten
(∇𝑢)(𝑥0, 𝑦0) = (𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) 𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0)) = (𝑎 − 𝑏)
(∇𝑣)(𝑥0, 𝑦0) = (𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0) 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0)) = (𝑏 𝑎) für 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ

⟺ 𝑢 und 𝑣 sind reell differenzierbar in 𝑥0, 𝑦0 und es gelten
𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0)
𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) = −𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0).

Aufgabe 3 (Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie).

(a) Zeigen Sie mithilfe der Cauchy–Riemannschen Differentialgleichungen, dass die Funk-
tion 𝑓∶ ℂ → ℂ, 𝑓(𝑧) ≔ ̄𝑧 an keiner Stelle komplex differenzierbar ist.

(b) Es sei 𝑓∶ ℂ → ℂ⧵ {0} stetig und die Abbildung 𝑧 ↦ 𝑓(𝑧)2 sei holomorph auf ℂ. Zeigen
Sie, dass dann 𝑓 holomorph auf ℂ ist und berechnen Sie die Ableitung.

6



Analysis für das Lehramt – Lösungsvorschlag zu Übungsblatt 01

Lösungsvorschlag.

(a) Für 𝑧 = 𝑥 + i𝑦mit 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ gilt

𝑓(𝑧) = ̄𝑧 = 𝑥 − i𝑦 = 𝑢(𝑥, 𝑦) + i𝑣(𝑥, 𝑦),

wobei 𝑢∶ ℝ2 → ℝ, 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 und 𝑣∶ ℝ2 → ℝ, 𝑣(𝑥, 𝑦) = −𝑦. Für alle 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ gilt

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = 1, 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 0,
𝑣𝑥(𝑥, 𝑦) = 0,
𝑣𝑦(𝑥, 𝑦) = −1,

also 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 1 ≠ −1 = 𝑣𝑦(𝑥, 𝑦) für alle 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. Somit ist 𝑓 in jedem Punkt 𝑧 ∈ ℂ
nicht komplex differenzierbar.

(b) Sei 𝑧0 ∈ ℂ. Dann gilt für 𝑧 ∈ ℂ ⧵ {𝑧0}

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)
𝑧 − 𝑧0

=
(𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0))(𝑓(𝑧) + 𝑓(𝑧0))

(𝑧 − 𝑧0)(𝑓(𝑧) + 𝑓(𝑧0))

=
𝑓2(𝑧) − 𝑓2(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
1

𝑓(𝑧) + 𝑓(𝑧0)

→ (𝑓2)′(𝑧0)
1

2𝑓(𝑧0)

für 𝑧 → 𝑧0, da 𝑓2 holomorph ist und 𝑓 stetig ist sowie 𝑓(𝑧) ≠ 0 für alle 𝑧 ∈ ℂ. Somit
ist 𝑓 in 𝑧0 komplex differenzierbar und es gilt 𝑓′(𝑧0) = (𝑓2)′(𝑧0)/(2𝑓(𝑧0)). Da 𝑧0 ∈ ℂ
beliebig gewählt war, folgt, dass 𝑓 holomorph ist.

Aufgabe 4 (Komplexe Potenzreihen).

(a) Berechnen Sie jeweils den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen.

(i)
∞
∑
𝑛=0

(2 + 𝑛i)𝑛𝑧𝑛,

(ii)
∞
∑
𝑛=0

(i𝑛2 + 2𝑛)𝑧2𝑛 und

(iii)
∞
∑
𝑛=1

(i𝑛)𝑛−1
𝑛! 𝑧𝑛.

(b) Bestimmen Sie alle 𝑧 ∈ ℂ, für welche die gegebene Reihe
∞
∑
𝑛=1

(𝑛 − 1)𝑧𝑛

𝑛2

konvergent ist.
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Lösungsvorschlag.

(a) (i) Setze 𝑎𝑛 ≔ (2 + i𝑛)𝑛 für 𝑛 ∈ ℕ0. Für 𝑛 ∈ ℕ gilt

𝑛√|𝑎𝑛| = |2 + i𝑛| ≥ |Im(2 + i𝑛)| = 𝑛 → ∞ (𝑛 → ∞)

⟹ lim
𝑛→∞

𝑛√|𝑎𝑛| = ∞

⟹ 𝑅 = 0.

(ii) Setze 𝑎2𝑛 = i𝑛2 + 2𝑛 und 𝑎2𝑛+1 = 0 für 𝑛 ∈ ℕ0. Dann gilt für 𝑛 ≥ 4

2𝑛 = |Re(𝑎2𝑛)|
≤ |𝑎2𝑛|
= ||2𝑛 + i𝑛2||

= √(2𝑛)2 + (𝑛2)2

≤ √(2𝑛)2 + (2𝑛)2

= 2𝑛√2

⟹ 21/2 ≤ 2𝑛√|𝑎2𝑛|

≤ 21/221/(4𝑛)

→ 21/2 (𝑛 → ∞)

⟹ lim
𝑛→∞

2𝑛√|𝑎2𝑛| = 21/2 = lim sup
𝑛→∞

𝑛√|𝑎𝑛|

⟹ 𝑅 = 1
√2

.

(iii) Setze 𝑎𝑛 = (i𝑛)𝑛−1/𝑛! für 𝑛 ∈ ℕ. Es gilt

|||
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

||| =
𝑛𝑛−1/𝑛!

(𝑛 + 1)𝑛/(𝑛 + 1)!

= 𝑛𝑛−1

(𝑛 + 1)𝑛−1

= ( 𝑛
𝑛 + 1)

𝑛−1

= ( 1
1 − 1/𝑛)

𝑛−1

= 1
(1 + 1/𝑛)𝑛−1

8



Analysis für das Lehramt – Lösungsvorschlag zu Übungsblatt 01

→ 1
e (𝑛 → ∞)

⟹ 𝑅 = 1
e .

(b) Setze 𝑎𝑛 = (𝑛 − 1)/𝑛. Für 𝑛 ≥ 2 gilt

1
2𝑛 = 𝑛/2

𝑛2 ≤ |𝑎𝑛| =
𝑛 − 1
𝑛2 ≤ 𝑛

𝑛2 =
1
𝑛 (1)

und damit
1⟵ 1

𝑛√2
1

𝑛√𝑛
≤ 𝑛√|𝑎𝑛| ≤

1
𝑛√𝑛

→ 1

für 𝑛 → ∞. Mit dem Sandwichlemma folgt also lim𝑛→∞
𝑛√|𝑎𝑛| = 1, also 𝑅 = 1. Die

Reihe konvergiert also für |𝑧| < 1 und divergiert für |𝑧| > 1.

Die Folge (𝑎𝑛)𝑛≥2 ist fallend, da

𝑎𝑛 =
𝑛 − 1
𝑛2 = 1

𝑛
𝑛 − 1
𝑛 = 1

𝑛(1 −
1
𝑛)

und 𝑥 ↦ 𝑥(1 − 𝑥) für 𝑥 ∈ [0, 1/2] wachsend ist. Weiter gilt

|𝑎𝑛| ≤
𝑛
𝑛2 =

1
𝑛 → 0

für 𝑛 → ∞, also konvergiert die Reihe nach Satz 3.3 für |𝑧| ≤ 1mit 𝑧 ≠ 1.

Für 𝑧 = 1 divergiert die Reihe nach Gleichung (1) und demMinorantenkriterium.

Insgesamt konvergiert die Reihe genau dann, wenn |𝑧| ≤ 1 und 𝑧 ≠ 1.
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