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Aufgabe 1 (Komplexe Potenzreihen). Bestimmen Sie alle 𝑧 ∈ ℂ, für welche die gegebene
Reihe ∞

∑
𝑛=0

𝑛(𝑛 + 1)𝑧𝑛.

konvergent ist. Berechnen Sie zusätzlich denWert der Reihe für die 𝑧 ∈ ℂ, für die die Reihe
konvergiert.
Aufgabe 2 (Komplexe Funktionen).

(a) Berechnen Sie den Real- und Imaginärteil folgender komplexer Zahlen:

(i) 𝑧1 ≔ (1 + i)i,

(ii) 𝑧2 ≔ (log(i))i und

(iii) 𝑧3 ≔ i(ii).

(b) Berechnen Sie für 𝑤 ∈ ℂmit |𝑤| = 1 alle Lösungen 𝑧 ∈ ℂ der Gleichung e𝑧 = 𝑤.

(c) Berechnen Sie die Nullstellen der komplexen Funktionen exp, sin und cos.

Aufgabe 3 (Holomorphe Funktionen). Es sei𝛺 ⊆ ℂ ein Gebiet und 𝑓∶ 𝛺 → ℂ holomorph.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind.

(a) 𝑓 ist konstant.

(b) Re𝑓 ist konstant.

(c) Im𝑓 ist konstant.

(d) |𝑓| ist konstant.

Hinweis: Cauchy–Riemannsche Differentialgleichungen (siehe Aufgabe 2 von Übungsblatt 1)
und Satz 4.1.
Aufgabe 4 (Komplexe Funktionen).

(a) Gegeben sei die Funktion

𝑓∶ ℂ ⧵ (−∞, 0] → ℂ, 𝑓(𝑧) = √|𝑧|
𝑧 + |𝑧|
|𝑧 + |𝑧|| .

Zeigen Sie 𝑓(𝑧)2 = 𝑧 für 𝑧 ∈ ℂ ⧵ (−∞, 0] und folgern Sie, dass 𝑓 holomorph ist.

(b) Bestimmen Sie alle Lösungen 𝑧 ∈ ℂ der Gleichung cos(𝑧) = 1
2
.
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(c) Sind sin und cos auf ℂ beschränkt? Begründen Sie.

Aufgabe 5 (Wegintegrale).

(a) Es seien 𝑎 ∈ ℂ, 𝑟 > 0, 𝑛 ∈ ℕ und 𝛾(𝑡) ≔ 𝑎 + 𝑟ei𝑛𝑡 (𝑡 ∈ [0, 2π]) (𝑛-mal positiv
durchlaufener Kreis). Berechnen Sie die Weglänge 𝐿(𝛾).

(b) Berechnen Sie das Wegintegral von 𝑓∶ ℂ → ℂ, 𝑓(𝑧) = ̄𝑧𝑧2 mit 𝛾(𝑡) ≔ ei(π−𝑡) und
0 ≤ 𝑡 ≤ π

2
.

(c) Es sei 𝑟 > 0 und der Weg 𝛾𝑟 durch 𝛾𝑟(𝑡) ≔ 𝑟 + i𝑡 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑟) gegeben. Zeigen Sie:

∫
𝛾𝑟
e−𝑧2 d𝑧 → 0 (𝑟 → ∞).
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