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Analysis fiir das Lehramt
Losungsvorschlag zu Ubungsblatt o2

Aufgabe 1 (Komplexe Potenzreihen). Bestimmen Sie alle z € C, fiir welche die gegebene
Reihe

o)

Z n(n+ 1)z".

n=0
konvergent ist. Berechnen Sie zusitzlich den Wert der Reihe fiir die z € C, fiir die die Reihe
konvergiert.

Losungsvorschlag. Es sei a, = n(n+ 1) fiir n € N,. Fiir n € N gilt

Tan] = Yt/ 1 -1

flirn — oo, alsoR = 1.
Fiir |z| = 1 divergiert die Reihe, da (a,,z"),cn keine Nullfolge ist fiir |z| = 1.
Die Reihe konvergiert also genau dann, wenn |z| < 1.
Fiir z € C mit |z| < 1 gilt

(o] (o]
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=z Z (n —1)nz"2
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Aufgabe 2 (Komplexe Funktionen).

(a) Berechnen Sie den Real- und Imaginérteil folgender komplexer Zahlen:
@ z =1 +1),
(i) z, = (log(i))! und

(iii) z5 = 1.
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(b) Berechnen Sie fiir w € C mit |[w| = 1 alle Losungen z € C der Gleichung e = w.
(c) Berechnen Sie die Nullstellen der komplexen Funktionen exp, sin und cos.
Lésungsvorschlag.

(a) (i) Wir bemerken zunichst, dass

log(1 +1) =log(|]1 +i|) +iarg(1 +i) = log\/5+ i%.

Somit gilt
z; = (1 +1i)
= exp(log(1 +i)i)
= exp(—% +ilog \/E)
= e T/4 exp(i log \/E)
= e‘”/“(cos log V2 +isin log \/5)
Also folgt

Rez, = e ™4 coslogy/2 und
Imz, = e ™4sinlog/2.
(ii) Wie vorhin bemerken wir, dass
logi = logli| +iargi= ig und
. T T.T
loglogi = log(lg) = log 5 + i
Somit gilt
2, = (log )
= exp(loglogi - i)
.7
= exp(—i + ilog 5)
— o T/2 T . T
=e (coslog > + isinlog 2).
Also folgt

—7t/2

Rez, =e oS logg und

—1t/2

. T
Imz, =e sinlog >



Analysis fiir das Lehramt - Lésungsvorschlag zu Ubungsblatt 02

(iii) Esgilt
Z3 = 1(11)
= exp(logi - i)
= exp(ig exp(logi - i))
= exp(ige‘"/z)

7 . (T
—e‘“/z) + 1sm(§e‘n/2).

= COS( 5

Also folgt
Rez; = cos(ge_“/z) und

Imz; = sin(ge‘”/z).

(b) Seiz = x+ iy mit x,y € R mite® = w. Dann gilt
1= |w| = [e¥e| = [e¥]e! = e*,
also x = 0. Somit erhalten wir
ely = v = |w|eiargw = elargw
— ely—agw) -1
< cos(y —argw) =1
Asin(y —argw) =0
— y—argw=2kn, ke”Z
Ay—argw=In,leZ
— y—argw=2kn, ke”Z
= z =li(argw + 2kn), k € Z.

Andererseits gilt fiir k € Z
elargw+2km — elargwel2km — 1)el2k™ — y)(cos(2km) + isin(2km)) = w.
Also sind die Zahlen z; = i(argw + 2km) genau die Losungen der Gleichung e = w.

(c) Fiirz € Cgilt
1=¢%=¢e?% =¢%e?

alsoe? # O fiirallez € C.
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Fiir z € C gilt zudem
sinz =20
= l(eiz —eZ)=0
2i
= e =1

&~ 2z=argl+2kn, keZ
— z=kn, ke

Schlief3lich gilt fiir z € C, dass

cosz=0
= %(eiz +e %) =0
= eZ=-1
— 2z=arg(—-1)+2kn, ke”Z
(:>z=§+krc,kez. ]
Aufgabe 3 (Holomorphe Funktionen). Es sei Q C C ein Gebiet und f: 2 — C holomorph.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.
(a) f ist konstant.
(b) Re f ist konstant.
(c) Im f ist konstant.
(d) |f] ist konstant.

Hinweis: Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen (siche Aufgabe 2 von Ubungsblatt 1)
und Satz 4.1.

Losungsvorschlag. Sei f wie oben und setze u := Re f sowie v := Im f. Die Implikationen (a)
= (b),(a) = (c)und (a) = (d) sind Klar.

(b) = (a) Sei u konstant. Dann folgt
Uy =uy =0
= Uy =—U, =0
= f'=u,+iv, =0.

Mit Satz 4.1 folgt also, dass f konstant ist, also folgt (a).



Analysis fiir das Lehramt - Lésungsvorschlag zu Ubungsblatt 02

(c) = (a) Der Beweis funktioniert analog.

(d) = (a) Sei |f| konstant und ohne Einschridnkung sei auch |f| # 0. Dann gilt

f(2)#0 VzeQ
= Yy ist holomorph auf Q

2
= f= lle = u — iv ist holomorph auf Q
——+% ux = —Uy = —ux
Uy = Uy = —U,

= f' =u,+iv, =0,
also ist f konstant. O
Aufgabe 4 (Komplexe Funktionen).
(a) Gegeben sei die Funktion

z + |z
|z + |zl

fiC\ (0,01 > C, f(2) =]z

Zeigen Sie f(z)? = zfiir z € C \ (—o0, 0] und folgern Sie, dass f holomorph ist.
(b) Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung cos(z) = é

(c) Sind sin und cos auf C beschrinkt? Begriinden Sie.

Losungsvorschlag.  (a) Wir zeigen zuniichst, dass f(z)? = z fiir alle z € C \ (—0,0] und
folgern daraus, dass f holomorph ist.

Zunichst ist f wohldefiniert, da

z+|z]| =0 < z+|z|=0 < z=—|z| = z € (—,0].

Ferner gilt fiir z € C \ (—o0,0]

(z + |z|)*
|z + |z]|?
(z + |z])?
(z + 12z + |z])
z+ |z|
i
_ zlz| +|z)?
T Z4 7]

f(2)* = I]
= |z|
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lz| + z
= z—
Z+|z|

= Z.

Zudem ist f stetig auf C \ (—o0, 0] als Komposition stetiger Funktionen und z
f*(z) = zfiir z € C \ (—c0, 0] ist holomorph (da es ein Polynom ist). Somit folgt mit
Aufgabe 3 von Ubungsblatt 1, dass f holomorph ist.

(b) Seiz € Cund w = e'?. Dann gilt

cos zl
2

1, . : 1

— —(elz +e-i2) = =
5( )=5
= e?+e7iZ =
= w4+wl=1

= w+l=w

= w—-w+1=0

= (w 1)— 3
4
= w 1—+ 31
2 V4
1 /3.
= -4+ —
= w 2_21
: 1 3
iz _ = 4 V2s: __ L #in/3
— e 2+21 e
— ei(Z?TC/3) =1

= z¢§=2nk keZ

= z:i§+2nk, kez.

(c) Die Funktionen sin und cos sind auf C nicht beschrénkt. Fiir y > 0 gilt

1, .. 3
Isin(iy)| = ‘i(eﬂy _ e‘“y)’

1

= Slev—¢
1

= 3 -
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— &0

fiir y — oo. Somit ist sin auf C unbeschrinkt. Fiir cos folgt die Unbeschranktheit aus
einer analogen Rechnung. O]

Aufgabe 5 (Wegintegrale).

(a) Esseien a € C,r > 0,n € Nund y(t) := a + re"™ (t € [0,2n]) (n-mal positiv
durchlaufener Kreis). Berechnen Sie die Wegldnge L(y).

(b) Berechnen Sie das Wegintegral von f: C — C, f(z) = zz? mit y(t) = el und
0<t<Z.
- T2

(c) Esseir > 0und der Weg ¥, durch y.(t) :=r + it (0 < t < r) gegeben. Zeigen Sie:

f e 2 dz—0 (r > o0).

Yr

Lasungsvorschlag.

(a) Esgilty’ = rine'™ fiir alle t € [0, 27t]. Somit folgt

2T
L) = f (0] de
0

27
=f |rinei™t| dt
0
27
:/ |r||i||n||ei”t|dt
0

27
= rn/ dt
0

= 27rn.

(b) Fiirt € [0, 2m] gilt
@) = y(Oy(e) = e7F0e2i0) = 0

und y'(t) = —iel(™ 1), Somit folgt

/2
f f(2)dz = f FO@Y @0 d
Y 0
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/2
— f ei(n—t)(_i)ei(rc—t) dt
0

/2
- i f im0 gy
0
/2
= —i/ e~ 2t gy
0
2
= —i[l.e‘z“] i
2i 0
1
= ~(-1—1
2( )

=-1.

(c) Fiirt € [0,r] gilt y'(t) = 1. Also gilt

f e? dz
Y

r

r
e_yr(t)zy'f(t) dt

S

r
e—(rz—tz)—i2rt dt

I
—

0
v
= fe‘zzdz S/ |e‘(’2“2)||e‘iz”|dt
Yr 0
r
=/ et dr
0
,
Sf e—r2+rtdt
0
,
—r2 rt
=e fe dt
0
—r21[lert]r
rLr 0
2
e’ r2
=——("-1)
1 )
=—(1-e7")
1
S —
’
-0
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fiir r - oo0. Damit folgt die Behauptung.



