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Aufgabe 1 (Komplexe Potenzreihen). Bestimmen Sie alle 𝑧 ∈ ℂ, für welche die gegebene
Reihe ∞

∑
𝑛=0

𝑛(𝑛 + 1)𝑧𝑛.

konvergent ist. Berechnen Sie zusätzlich denWert der Reihe für die 𝑧 ∈ ℂ, für die die Reihe
konvergiert.

Lösungsvorschlag. Es sei 𝑎𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1) für 𝑛 ∈ ℕ0. Für 𝑛 ∈ ℕ gilt

𝑛√|𝑎𝑛| = 𝑛√𝑛𝑛√𝑛 + 1 → 1

für 𝑛 → ∞, also 𝑅 = 1.
Für |𝑧| = 1 divergiert die Reihe, da (𝑎𝑛𝑧𝑛)𝑛∈ℕ keine Nullfolge ist für |𝑧| = 1.
Die Reihe konvergiert also genau dann, wenn |𝑧| < 1.
Für 𝑧 ∈ ℂmit |𝑧| < 1 gilt

∞
∑
𝑛=0

𝑛(𝑛 + 1)𝑧𝑛 = 𝑧
∞
∑
𝑛=1

𝑛(𝑛 + 1)𝑧𝑛−1

= 𝑧
∞
∑
𝑛=2

(𝑛 − 1)𝑛𝑧𝑛−2

Satz 3.2
= 𝑧( dd𝑧)

2
(

∞
∑
𝑛=0

𝑧𝑛)

= 𝑧( dd𝑧)
2
( 1
1 − 𝑧)

= 𝑧 dd𝑧
1

(1 − 𝑧)2

= 𝑧 2
(1 − 𝑧)3

= 2𝑧
(1 − 𝑧)3

Aufgabe 2 (Komplexe Funktionen).

(a) Berechnen Sie den Real- und Imaginärteil folgender komplexer Zahlen:
(i) 𝑧1 ≔ (1 + i)i,
(ii) 𝑧2 ≔ (log(i))i und

(iii) 𝑧3 ≔ i(ii).
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(b) Berechnen Sie für 𝑤 ∈ ℂmit |𝑤| = 1 alle Lösungen 𝑧 ∈ ℂ der Gleichung e𝑧 = 𝑤.

(c) Berechnen Sie die Nullstellen der komplexen Funktionen exp, sin und cos.

Lösungsvorschlag.

(a) (i) Wir bemerken zunächst, dass

log(1 + i) = log(|1 + i|) + i arg(1 + i) = log√2 + iπ4 .

Somit gilt

𝑧1 = (1 + ii)
= exp(log(1 + i)i)

= exp(−π4 + i log√2)

= e−π/4 exp(i log√2)

= e−π/4(cos log√2 + i sin log√2).

Also folgt

Re 𝑧1 = e−π/4 cos log√2 und

Im 𝑧1 = e−π/4 sin log√2.

(ii) Wie vorhin bemerken wir, dass

log i = log|i| + i arg i = iπ2 und

log log i = log(iπ2 ) = log π2 + iπ2 .

Somit gilt

𝑧2 = (log i)i

= exp(log log i ⋅ i)

= exp(−π2 + i log π2 )

= e−π/2(cos log π2 + i sin log π2 ).

Also folgt

Re 𝑧2 = e−π/2 cos log π2 und

Im 𝑧2 = e−π/2 sin log π2 .
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(iii) Es gilt

𝑧3 = i(ii)

= exp(log i ⋅ ii)

= exp(iπ2 exp(log i ⋅ i))

= exp(iπ2 e
−π/2)

= cos(π2 e
−π/2) + i sin(π2 e

−π/2).

Also folgt

Re 𝑧3 = cos(π2 e
−π/2) und

Im 𝑧3 = sin(π2 e
−π/2).

(b) Sei 𝑧 = 𝑥 + i𝑦mit 𝑥, 𝑦 ∈ ℝmit e𝑧 = 𝑤. Dann gilt

1 = |𝑤| = ||e𝑥ei𝑦|| = |e𝑥|ei𝑦 = e𝑥,

also 𝑥 = 0. Somit erhalten wir

ei𝑦 = 𝑤 = |𝑤|ei arg𝑤 = ei arg𝑤

⟺ ei(𝑦−arg𝑤) = 1
⟺ cos(𝑦 − arg𝑤) = 1

∧ sin(𝑦 − arg𝑤) = 0
⟺ 𝑦 − arg𝑤 = 2𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ

∧𝑦 − arg𝑤 = 𝑙π, 𝑙 ∈ ℤ
⟺ 𝑦 − arg𝑤 = 2𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ

⟹ 𝑧 = i(arg𝑤 + 2𝑘π), 𝑘 ∈ ℤ.

Andererseits gilt für 𝑘 ∈ ℤ

ei arg𝑤+2𝑘π = ei arg𝑤ei2𝑘π = 𝑤ei2𝑘π = 𝑤(cos(2𝑘π) + i sin(2𝑘π)) = 𝑤.

Also sind die Zahlen 𝑧𝑘 = i(arg𝑤 + 2𝑘π) genau die Lösungen der Gleichung e𝑧 = 𝑤.

(c) Für 𝑧 ∈ ℂ gilt
1 = e0 = e𝑧−𝑧 = e𝑧e−𝑧,

also e𝑧 ≠ 0 für alle 𝑧 ∈ ℂ.
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Für 𝑧 ∈ ℂ gilt zudem

sin 𝑧 = 0

⟺ 1
2i(e

i𝑧 − e−i𝑧) = 0

⟺ ei2𝑧 = 1
⟺ 2𝑧 = arg 1 + 2𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ
⟺ 𝑧 = 𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ.

Schließlich gilt für 𝑧 ∈ ℂ, dass

cos 𝑧 = 0

⟺ 1
2(e

i𝑧 + e−i𝑧) = 0

⟺ ei2𝑧 = −1
⟺ 2𝑧 = arg(−1) + 2𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ

⟺ 𝑧 = π
2 + 𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ.

Aufgabe 3 (Holomorphe Funktionen). Es sei𝛺 ⊆ ℂ ein Gebiet und 𝑓∶ 𝛺 → ℂ holomorph.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind.

(a) 𝑓 ist konstant.

(b) Re𝑓 ist konstant.

(c) Im𝑓 ist konstant.

(d) |𝑓| ist konstant.

Hinweis: Cauchy–Riemannsche Differentialgleichungen (siehe Aufgabe 2 von Übungsblatt 1)
und Satz 4.1.

Lösungsvorschlag. Sei 𝑓 wie oben und setze 𝑢 ≔ Re𝑓 sowie 𝑣 ≔ Im𝑓. Die Implikationen (a)
⟹ (b), (a) ⟹ (c) und (a) ⟹ (d) sind klar.

(b) ⟹ (a) Sei 𝑢 konstant. Dann folgt

𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 = 0
⟹ 𝑣𝑥 = −𝑢𝑦 = 0
⟹ 𝑓′ = 𝑢𝑥 + i𝑣𝑥 = 0.

Mit Satz 4.1 folgt also, dass 𝑓 konstant ist, also folgt (a).
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(c) ⟹ (a) Der Beweis funktioniert analog.

(d) ⟹ (a) Sei |𝑓| konstant und ohne Einschränkung sei auch |𝑓| ≠ 0. Dann gilt

𝑓(𝑧) ≠ 0 ∀𝑧 ∈ 𝛺
⟹ 𝑦𝑓 ist holomorph auf 𝛺

⟹ ̄𝑓 =
|𝑓|2

𝑓 = 𝑢 − i𝑣 ist holomorph auf 𝛺

⟹ 𝑢𝑥 = −𝑣𝑦 = −𝑢𝑥
𝑢𝑦 = 𝑣𝑥 = −𝑢𝑦

⟹ 𝑓′ = 𝑢𝑥 + i𝑣𝑥 = 0,

also ist 𝑓 konstant.

Aufgabe 4 (Komplexe Funktionen).

(a) Gegeben sei die Funktion

𝑓∶ ℂ ⧵ (−∞, 0] → ℂ, 𝑓(𝑧) = √|𝑧|
𝑧 + |𝑧|
|𝑧 + |𝑧|| .

Zeigen Sie 𝑓(𝑧)2 = 𝑧 für 𝑧 ∈ ℂ ⧵ (−∞, 0] und folgern Sie, dass 𝑓 holomorph ist.

(b) Bestimmen Sie alle Lösungen 𝑧 ∈ ℂ der Gleichung cos(𝑧) = 1
2
.

(c) Sind sin und cos auf ℂ beschränkt? Begründen Sie.

Lösungsvorschlag. (a) Wir zeigen zunächst, dass 𝑓(𝑧)2 = 𝑧 für alle 𝑧 ∈ ℂ ⧵ (−∞, 0] und
folgern daraus, dass 𝑓 holomorph ist.
Zunächst ist 𝑓 wohldefiniert, da

|𝑧 + |𝑧|| = 0 ⟺ 𝑧 + |𝑧| = 0 ⟺ 𝑧 = −|𝑧| ⟹ 𝑧 ∈ (−∞, 0].

Ferner gilt für 𝑧 ∈ ℂ ⧵ (−∞, 0]

𝑓(𝑧)2 = |𝑧|
(𝑧 + |𝑧|)2

|𝑧 + |𝑧||2

= |𝑧|
(𝑧 + |𝑧|)2

(𝑧 + |𝑧|)( ̄𝑧 + |𝑧|)

= |𝑧|
𝑧 + |𝑧|
̄𝑧 + 𝑧

=
𝑧|𝑧| + |𝑧|2

̄𝑧 + |𝑧|
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= 𝑧
|𝑧| + ̄𝑧
̄𝑧 + |𝑧|

= 𝑧.

Zudem ist 𝑓 stetig auf ℂ ⧵ (−∞, 0] als Komposition stetiger Funktionen und 𝑧 ↦
𝑓2(𝑧) = 𝑧 für 𝑧 ∈ ℂ ⧵ (−∞, 0] ist holomorph (da es ein Polynom ist). Somit folgt mit
Aufgabe 3 von Übungsblatt 1, dass 𝑓 holomorph ist.

(b) Sei 𝑧 ∈ ℂ und 𝑤 = ei𝑧. Dann gilt

cos 𝑧12

⟺ 1
2(e

i𝑧 + e−i𝑧) = 1
2

⟺ ei𝑧 + e−i𝑧 = 1
⟺ 𝑤+𝑤−1 = 1
⟺ 𝑤2 + 1 = 𝑤

⟺ 𝑤2 − 𝑤 + 1 = 0

⟺ (𝑤 − 1
2)

2
+ 1 − (12)

2
= 0

⟺ (𝑤 − 1
2)

2
= −34

⟺ 𝑤− 1
2 = ±√

3
4i

⟺ 𝑤 = 1
2 ±

√3
2 i

⟺ ei𝑧 = 1
2 +

√3
2 i = e±iπ/3

⟺ ei(𝑧∓π/3) = 1

⟺ 𝑧 ∓ π
3 = 2π𝑘 𝑘 ∈ ℤ

⟺ 𝑧 = ±π3 + 2π𝑘, 𝑘 ∈ ℤ.

(c) Die Funktionen sin und cos sind auf ℂ nicht beschränkt. Für 𝑦 > 0 gilt

|sin(i𝑦)| = |||
1
2i(e

ii𝑦 − e−ii𝑦)|||

= 1
2|e

−𝑦 − e𝑦|

= 1
3(e

𝑦 − e−𝑦)
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→∞

für 𝑦 → ∞. Somit ist sin auf ℂ unbeschränkt. Für cos folgt die Unbeschränktheit aus
einer analogen Rechnung.

Aufgabe 5 (Wegintegrale).

(a) Es seien 𝑎 ∈ ℂ, 𝑟 > 0, 𝑛 ∈ ℕ und 𝛾(𝑡) ≔ 𝑎 + 𝑟ei𝑛𝑡 (𝑡 ∈ [0, 2π]) (𝑛-mal positiv
durchlaufener Kreis). Berechnen Sie die Weglänge 𝐿(𝛾).

(b) Berechnen Sie das Wegintegral von 𝑓∶ ℂ → ℂ, 𝑓(𝑧) = ̄𝑧𝑧2 mit 𝛾(𝑡) ≔ ei(π−𝑡) und
0 ≤ 𝑡 ≤ π

2
.

(c) Es sei 𝑟 > 0 und der Weg 𝛾𝑟 durch 𝛾𝑟(𝑡) ≔ 𝑟 + i𝑡 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑟) gegeben. Zeigen Sie:

∫
𝛾𝑟
e−𝑧2 d𝑧 → 0 (𝑟 → ∞).

Lösungsvorschlag.

(a) Es gilt 𝛾′ = 𝑟i𝑛ei𝑛𝑡 für alle 𝑡 ∈ [0, 2π]. Somit folgt

𝐿(𝛾) = ∫
2π

0
|𝛾′(𝑡)| d𝑡

= ∫
2π

0
||𝑟i𝑛ei𝑛𝑡|| d𝑡

= ∫
2π

0
|𝑟||i||𝑛|||ei𝑛𝑡|| d𝑡

= 𝑟𝑛∫
2π

0
d𝑡

= 2π𝑟𝑛.

(b) Für 𝑡 ∈ [0, 2π] gilt

𝑓(𝛾(𝑡)) = 𝛾(𝑡)𝛾(𝑡)2 = e−i(π−𝑡)e2i(π−𝑡) = ei(π−𝑡)

und 𝛾′(𝑡) = −iei(π−𝑡). Somit folgt

∫
𝛾
𝑓(𝑧) d𝑧 = ∫

π/2

0
𝑓(𝛾(𝑡))𝛾′(𝑡) d𝑡
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= ∫
π/2

0
ei(π−𝑡)(−i)ei(π−𝑡) d𝑡

= −i∫
π/2

0
e2i(π−𝑡) d𝑡

= −i∫
π/2

0
e−2i𝑡 d𝑡

= −i[ 12ie
−2i𝑡]

2π

0

= 1
2(−1 − 1)

= −1.

(c) Für 𝑡 ∈ [0, 𝑟] gilt 𝛾′(𝑡) = 1. Also gilt

∫
𝛾𝑟
e−𝑧2 d𝑧

= ∫
𝑟

0
e−𝛾𝑟(𝑡)2𝛾′𝑟(𝑡) d𝑡

= i∫
𝑟

0
e−(𝑟2−𝑡2)−i2𝑟𝑡 d𝑡

⟹
||||
∫
𝛾𝑟
e−𝑧2 d𝑧

||||
≤ ∫

𝑟

0

||e−(𝑟
2−𝑡2)||||e−i2𝑟𝑡|| d𝑡

= ∫
𝑟

0
e−𝑟2−𝑡2 d𝑡

≤ ∫
𝑟

0
e−𝑟2+𝑟𝑡 d𝑡

= e−𝑟2 ∫
𝑟

0
e𝑟𝑡 d𝑡

= e−𝑟2 1𝑟 [
1
𝑟 e

𝑟𝑡]
𝑟

0

= e−𝑟2

𝑟 (e𝑟2 − 1)

= 1
𝑟 (1 − e−𝑟2)

≤ 1
𝑟

→ 0
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für 𝑟 → ∞. Damit folgt die Behauptung.
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