17. Mai 2023
Institut fiir Analysis
Priv.-Doz. Dr. Gerd Herzog

Karlsruher Institut fur Technologie Henning Heister

Analysis fiir das Lehramt
Losungsvorschlag zu Ubungsblatt o3
Aufgabe 1 (Wegintegrale).

(a) Berechnen Sie das Wegintegralvon f : C — C, f(z) = |z|*> mit y eine Parametrisierung
des Randes der Menge {z € C: Rez,Imz € (0, 1)}, wobei der Rand entgegen dem
Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

(b) EsseiR > 0und y(t) := Re' (¢t € [0,27]). Berechnen Sie fiir alle n € Z das Wegintegral

/z" dz.
Y

(c) Bestimmen Sie fiir alle n € N den Wert des reellen Integrals

2T

(cos(t))*" dt,
0

indem Sie eine geeignete Funktion entlang des Weges y(t) := e' (¢t € [0,27]) integrie-
ren.

Hinweis: Schreiben Sie (cos(t))*" mithilfe der exp-Funktion und nutzen Sie die Definition
des Wegintegrals, um auf die zu integrierende Funktion zu schliefien.

Lésungsvorschlag.

(a) Definiere y : [0,4] — C durch

B =1 felon.
Bt =1+i(t—1) te[L,2),
y() = rO=A+1)—(—-2) te[23)
O =i-it-3)  te[34].

Dann ist y stiickweise stetig differenzierbar und berandet die gegebene Menge gegen
den Uhrzeigersinn. Es gilt

4
f f(2)dz = f FOOY @ d
Y

0

4k
3 f FOROWL() di
k=1Yk-1

1 2 3
fﬂdt+f |1+i(t—1)|zidt+f (1 +1) — (t = 2)*(=1) dt
0 1 2



Analysis fiir das Lehramt — Losungsvorschlag zu Ubungsblatt 03

4
+f i —i(t —3)*de
3
1 1

1 1
= [ 2de+ | il+ieffde+ | DA +DPde+ | |1 = 0if*(=i)dt
/0. /o. 1 1 /0. 1 fo 1 1

1
=/ 2 +i(1+6%) — (201 —t) + 2) —i(1 — £)*dt
0
1
=f(—2+2t)+i(1+t2—(1—2t+t2))dt
0

1
= / (=24 2t) +i2tdt
0

_ 211 | rin,ql
= [-2t + 2]+ [i2t],
=—-2+1+i
=-1+1i

(b) Sei R > 0und y(t) = Rel’ fiir t € [0,27]. Sei n € Z mit n # —1 und setze Q = C \ {0}.
Es gilt, dass 2 in C offen ist und y ein geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer
Weg in Q ist. Weiter gilt, dass die Abbildung z — z" auf Q die Stammfunktion z —
z"*1/(n + 1) hat. Mit Satz 7.1 folgt, dass

/z”dz=0.
14

Sei n = —1. Dann gilt

21

Yy (@ dt

2T

R-1e~itjiRelt d¢

/z‘l dz =
Y

S—— S—

27

idt

Il Il
[\

g o
a.

Somit ergibt sich

2ni n=-1,
fz” dz =
Y 0 nez\{-1}.
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(c) Sein € Nund y(t) = e’ fiir t € [0,27]. Wir suchen so eine Funktion, dass

27 27
(cos )™ dt = f f@dz= | feO)y@®d,
Y

0 0

also

(cos )" = fr()Y' (1) = Fr@©))i(e)

fiir t € [0, 27t]. Es gilt

. ..\ 2n 2n
n_ [ell el y(®) + y(t) 1 (y(®)+y@®)™
oy = (S5 - (KOO

Wir definieren

z+z! >2n

1) = é( s

fiir z € C \ {0}. Damit erhalten wir

/ (cost)*" dt = /f(z) dz = ﬁ —( + %)2’1 dz.

Weiter gilt fiir z € C \ {0}

2
l( _) _ 2 Z Z2n—k 1% _ Zn 2n Z2n—2k—1
z z =\ k '
Damit folgt mit Gleichung (1) und Punkt (b)

271
f (cost)*" dt = 122n Z( )ZHk—l dz
0

ka

1 (Zn)/ 2n—2k-1
= — Z zZ dZ
i22n =\ k Y

1 (2n .
= IZW( n ) /.Z dZ

14

T 2n

~ -1\, |

Aufgabe 2 (Cauchyscher Integralsatz, Cauchysche Integralformel).

> ) iy(t).

(1)
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(a) Berechnen Sie den Wert der zwei folgenden reellen Integrale

27
I = f e~ sin(®) cos(t + cos(t)) dt
0
und

27
I = f e~ s sin(t + cos(t)) dt,
0

indem Sie eine geeignete Funktion langs der Einheitskreislinie integrieren.

Hinweis: Berechnen Sie das komplexe Integral I} + iI,.

(b) Fiir r > 0 sei y,(t) := rel! fiir t € [0,2m]. Berechnen Sie den Wert der folgenden
Wegintegrale:

M f cos(mz) iz,
"1 z
3
.. z
(11) ‘/):2 m dZ,
e?
(iii) ‘/]: 3 2z dz und

) z3
(iv) f Zz+4dz.
"1

Lasungsvorschlag.

(a) Wir berechnen das komplexe Integral I; + iI, und wihlen als Parametrisierung der
Einheitskreislinie den Weg y(t) = e’ fiir t € [0, 27]. Dann erhalten wir

271
I +il, = f e~ Sinf(cos(t 4 cost) + isin(t 4 cost))dt
0

21
/ e~ sintei(t+cos t) dt
0

21
f e1(cos t+isin t)elt dt
0

am i
= / exp(ie)el’ - dt
A i

27

= | f@y'(®dt

0
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- f f(2)dz,
Y

wobei f(z) = —ie? fiir z € C holomorph ist. Mit dem Cauchyschen Integralsatz
(Satz 7.3) beziehungsweise Satz 7.1 folgt nun

I +1il, =ff(z)dz=0.
14

Somit ergibt sich fiir die reellen Integrale I; und I,

I, =Re0=0
I, =Im0 = 0.

(b) Fiirr > 0sei y,(t) = rel fiir t € [0, 27].

(i) Die Funktion f(z) = cos(nz) fiir z € C ist in C holomorph und , ist ein geschlos-
sener, stiickweise stetig differenzierbarer Weg in C. Da z, = 0 im Inneren des
Integrationsweges liegt, also ind,, (z) = 1, folgt mit der Cauchyschen Integral-

formel (Satz 7.4)
f(2) _ [ cos(mz) ., . ) o
_/y‘1 Z— 2z, dz = Lz dz = 2mif(z,) ind, (zo) = 2mi.

(ii) Esgiltfiirz € C\ {zi}

1 1 i i/2
22+1 (z+i)z—-1) z+i z-i

Weiter gilt, dass die Punkte i und —i im Inneren des Integrationsweges liegen
und somit ind,,(i) = 1 = ind, (i) gilt. Die Funktion z i/223 fiir z € C ist
holomorph in C und damit folgt mit der Cauchyschen Integralformel

z3 iz3/2 iz3/2
= -dz — - dz
z2+1 x+i z—1
V2 Y2 Y2
iz3 iz3
= 2mi 7 . indh(—i) —2mi 7 . inde(i)
zZ=-1 z=

=1

Ji(—i)3 ii3
= 2mi — 2mi—
T s
=—mi—mi
= —27i.
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(iii) Wieder folgt mittels Partialbruchzerlegung fiir z € C \ {0, —2}

11 1 ( 11 )
22+2z  z(z+2) 2\z z+2/)
Die Punkte 0 und —2 liegen im Inneren des Integrationsweges und somit gilt

ind,,(0) = 1 = ind,,(—2). Die Funktion z ~ e” ist holomorph in C und damit
folgt mit der Cauchyschen Integralformel

e 1 e e’
f22+22dz—§(/.?dz—fz+2dz)
V3 V3 V3

1, .,
= E(an[e ]

_oind, (0) — 2mi[e*],__, indy3(—2))

zZ
= %(zm — 2mie™?)
(1—e?)mi.

(iv) Der Nenner z2 +4 hat nur die Nullstellen 2i und —2i, folglich ist die Funktion z
z3(z% + 4)~! auf Omega = {z € C: |z| < 2} holomorph. Da ¥ ein geschlossener,
stlickweise stetig differenzierbarer Weg in Q ist, gilt nach dem Cauchyschen

Integralsatz (Satz 7.3)
3
z
Y1

Aufgabe 3 (Index, Cauchysche Integralformel). Bestimmen Sie fiir den skizzierten, geschlos-
senen und in Pfeilrichtung einmal durchlaufenen Weg y jeweils die Umlaufzahl ind, (0)
sowie das Wegintegral

z

f exp(z?) — 3 cos(z) dz
¥

a) b Im b) b Im c) $Im

Qoo e
S = <

URe

Losungsvorschlag. Wir bestimmen zunéchst die Umlaufzahlen graphisch in den folgenden
Bildern.

(@)
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i

4J 0
- -2 // N

-7 /1 ke
N

iwd% (0) =)
(b)
(©)
Vfir‘?'.'
0
i
g -
it o | "

;ndh/@?’. -1

Wir definieren f(z) = exp(z?) — 3cosz fiir z € C. Es gilt f € H(C) und 3, 3, und y; sind
geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Wege in C, wobei 0 ¢ y; fiirk = 1,...,3. Es
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folgt mit der Cauchyschen Integralformel (Satz 7.4)

fexp(zz)—3cosde:fMdZ
Y Y

z z—0

= 2mif(0) ind, (0)
= 2mi(—2)ind,(0)
= —4miind, (0).

Damit ergibt sich
(a) /@ dz = 8mi,
4

(b) f @ dz = —8mi und
Y

(c) /@ dz = 4mi.
Y



