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Aufgabe 1 (Eigenschaften holomorpher Funktionen).

(a) Entscheiden Sie in jedem der folgenden Fille, ob es eine Funktion f gibt, die holomorph
in C ist und die geforderte Eigenschaft erfiillt. Falls ja, wie sehen diese Funktionen

dann aus?
() f() =)= (1eN),
i =" e,

(i) f(;) = f-) == (nEN),

n3

) f(5) =5 (MEN)

C

(b) EsseiD = {z € C: |z| < 1}, f € H(D) und es gebe ein C > 0 mit |@ =
z z

<
f(2)

(z € D\ {0}). Zeigen Sie, dass die Funktion g: D \ {0} — C, g(z) := — in 0 eine

hebbare Singularitit besitzt.

Aufgabe 2 (Klassifikation isolierter Singularitdten). Bestimmen Sie von den folgenden Funk-
tionen f jeweils die Art und Lage simtlicher isolierter Singularitdten. Der Definitionsbereich
sei dabei jeweils die Menge der z € C, fiir die der Ausdruck erklért ist.

@ (@)= 5——.
®) f(2)=——,
sm(;)
© )= TE=2,
ez
d f(2):= m

Aufgabe 3 (Cauchysche Integralformel und Ungleichungen).

(a) Fiir r > 0 sei y.(t) := rel’ (¢t € [0,2m]). Berechnen Sie den Wert der folgenden Weginte-
grale:
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) eZz
(i) /y; m dz,

iz
(ii) f (Ze—)3 dz.
Va Z—T
(b) Esseiena, f > 0und f € H(C), sodass gilt:

3
If@)| <alzlz +8 (z€O).
Zeigen Sie: Es existieren a,b € C mit f(z) = az+ b(z € C).
Aufgabe g (Mittelwertseigenschaft, Maximumsprinzip).

(a) Essei Q C Coffenund f: Q — C holomorph. Zeigen Sie mittels der Cauchyschen
Integralformel folgende Aussage: Sind z, € Q und r > 0 so klein, dass z, + rel’ € Q
fiir alle ¢ € [0, 27t], so gilt

1 [
_ it
f(zy) = 5 vl f(zo +rett)dt.
(b) Sei f wie in Punkt (a). Folgern Sie aus Punkt (a), dass | f| kein striktes Maximum besitzt,

das heifit, dass kein z, € Q existiert mit |f(zy)| > |f(z)| fiir alle z € Q \ {z,}-

Hinweis: Fiihren Sie einen Widerspruchsbeweis.



