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Aufgabe 1 (Ganze Funktionen).

(a) Sei 𝑓∶ ℂ → ℂ eine ganze Funktion, die nicht-konstant ist. Zeigen Sie, dass das Bild
von 𝑓 dicht in ℂ ist.

(b) Sei 𝑓∶ ℂ → ℂ eine ganze Funktion mit 𝑓(𝑧) ∉ ℝ für alle 𝑧 ∈ ℂ. Zeigen Sie, dass 𝑓
konstant ist.

(c) Zeigen Sie, dass es keine Funktion 𝑓 ∈ 𝐻(ℂ ⧵ {0}) gibt mit

|𝑓(𝑧)| ≥ 1
√|𝑧|

für alle 𝑧 ∈ ℂ ⧵ {0}. (1)

Aufgabe 2 (Residuensatz).

(a) Sei 𝛾(𝑡) ≔ ei𝑡 (𝑡 ∈ [0, 2π]). Berechnen Sie denWert der folgendenWegintegrale:

(i) ∫
𝛾

𝑧
𝑧4 − 4𝑧2 + 2 d𝑧 und

(ii) ∫
𝛾

𝑧
ei𝑧 − 1

d𝑧.

(b) Bestimmen Sie denWert der folgenden reellen Integrale:

(i) ∫
π

−π

1
1 + (sin(𝑡))2

d𝑡 und

(ii) ∫
∞

−∞

𝑡2 − 2
(𝑡2 + 2)(𝑡2 + 4)

d𝑡.

Aufgabe 3 (Differentialgleichungen mit getrennten Veränderlichen).

(a) Es seien 𝑡0 ∈ ℝ und 𝑥0 ∈ ℝ. Bestimmen Sie die Lösung des Anfangswertproblems

𝑢′(𝑡) = 1 + 𝑢(𝑡)2, 𝑢(𝑡0) = 𝑥0

und geben Sie das maximale Existenzintervall (𝜔−, 𝜔+) an.

(b) Es sei folgendes Anfangswertproblem gegeben:

𝑢′(𝑡) = eᵆ(𝑡) sin(𝑡), 𝑢(0) = 0.

Bestimmen Sie die Lösung des angegebenen Anfangswertproblems und das maximale
Existenzintervall (𝜔−, 𝜔+).
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Aufgabe 4.

(a) Es sei 𝑓∶ ℝ → ℝ stetig und 𝑢 eine Lösung des autonomen Systems

𝑢′(𝑡) = 𝑓(𝑢(𝑡)). (2)

(i) Es sei 𝑢∶ (𝜔−, 𝜔+) → ℝ die nicht fortsetzbare Lösung von Gleichung (2) mit
𝑢(0) = 0. Ferner sei 𝑓 lokal Lipschitz stetig und 𝑓(−1) = 𝑓(1) = 0. Zeigen Sie,
dass 𝑢 auf ganz ℝ definiert ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Werte von 𝑢 in einem beschränkten Intervall bleiben.

(ii) Es sei 𝐽 ⊆ ℝ ein Intervall und 𝑢∶ 𝐽 → ℝ eine Lösung von Gleichung (2). Für ein
𝑡0 ∈ ℝ gelte 𝑢(𝑡0) > 0 und 𝑓 erfülle 𝑓(0) > 0.

(1) Zeigen Sie, dass 𝑢(𝑡) > 0 für 𝑡 ≥ 𝑡0.

(2) Zeigen Sie, dass 𝑓(0) ≥ 0 nicht für die obige Aussage reicht.

(b) Es seien 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 < 𝑏 und 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏] × ℝ). Die Funktion 𝑣 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏], ℝ) erfülle
die strikte Differentialungleichung

𝑣′(𝑡) < 𝑓(𝑡, 𝑣(𝑡))

für alle 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏]. Sei außerdem 𝑦∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ eine Lösung des Anfangswertproblems

𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)), 𝑦(𝑎) = 𝑦0

für ein 𝑦0 > 𝑣(𝑎).

Zeigen Sie, dass 𝑣(𝑡) < 𝑦(𝑡) für alle 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].
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