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Aufgabe 1 (Ganze Funktionen).

(a) Sei f: C — C eine ganze Funktion, die nicht-konstant ist. Zeigen Sie, dass das Bild
von f dicht in C ist.

(b) Sei f: C — C eine ganze Funktion mit f(z) ¢ R fiir alle z € C. Zeigen Sie, dass f
konstant ist.

(c) Zeigen Sie, dass es keine Funktion f € H(C \ {0}) gibt mit

@) > \/% fiir alle z € C \ {0}, )
z

Lésungsvorschlag.

(a) Angenommen, f(C) C C widre nicht dicht in C. Dann existiert so ein w € C\ f(C)
und ein § > 0, dass B(w, d) C C \ f(C). Wir definieren

1
g(z) = f(z)——w

fiir z € C. Dannist g € H(C) und

1 1
lg(z)| = m < 3

fiir z € C. Somit ist g beschriankt auf C. Mit dem Satz von Liouville (Satz 8.6) folgt,
dass g konstant ist. Das bedeutet aber, dass auch f konstant ist, was der Voraussetzung
widerspricht. Somit war die Annahme falsch und es gilt, f(C) C C ist dicht.

(b) Angenommen, f wire nicht konstant. Da f eine ganze Funktion ist, folgt mit Punkt (a),
dass f(C) C Cdicht ist. Weil nach Voraussetzung f(C) C C\R und das Bild von f dicht
in C ist, existieren solche Zahlen z,, z, € C, dass Im f(z;) < 0 und Im f(z,) > 0. Da
C \ R aus zwei Zusammenhangskomponenten besteht, besteht das Bild von f auch aus
mindestens zwei Zusammenhangskomponenten. Nach Satz 8.8 (a) ist f(C) ein Gebiet
(da f als nicht konstant angenommen ist), also insbesondere zusammenhéngend. Dies
ist ein Widerspruch, also war die Annahme falsch und die Behauptung ist bewiesen.

(c) Angenommen, es gibe eine Funktion f € H(C \ {0}), die Gleichung (1) erfiillt. Dann
ist f nullstellenfrei auf C \ {0} und somit ist die Funktion g mit
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fiir z € C \ {0} dort wohldefiniert und holomorph. Es gilt fiir z € C \ {0}

7@ S < Vi - @

fiir z — 0. Das heift, g kann stetig nach 0 (mit Funktionswert 0) fortgesetzt werden.
Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist 0 eine hebbare Singularitdt. Wir bezeich-
nen die holomorphe Fortsetzung von g auf ganz C wieder mit g. Die einzige Nullstelle
von g ist 0, das heif3t, es existieren so ein n € N und so eine Funktion g; € H(C) mit
g:(0) # 0, dass

1g(2)| =

8(z) = z"g:(2) (3)
fiir z € C. Da g aufer in der 0 keine Nullstelle besitzt, hat g; auf ganz C keine Nullstel-
len. Wir definieren h(z) = z?"~1g,(z)? fiir z € C. Es gilt, dass h ganz ist, h(0) = 0 und
fiir z € C \ {0} gilt

2n
Ih(z)| = | = lg(2)? <—|z|

Somit ist h auch beschrinkt und mit dem Satz von Liouville folgt, dass & konstant ist,
also h(z) = h(0) = 0 fiir alle z € C.

Sei nun z # 0 und somit auch z>"~! # 0. Aus der Definition von h folgt, dass g;(z) =0,
was ein Widerspruch ist, da g; nullstellenfrei ist. Daraus folgt die Behauptung. O

?| = %kzngl(z»zi

2|

Aufgabe 2 (Residuensatz).

(@)

(b)

Sei y(t) := el (t € [0, 27t]). Berechnen Sie den Wert der folgenden Wegintegrale:

(i) f dz und

Bestimmen Sie den Wert der folgenden reellen Integrale:

L[ 1
(l)f mdt und

(i) f @12 +4) +2)(t2 T

Lésungsvorschlag.

(@)

(i) Esgilt

z4—4z224+2=0
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(2-2)" =

—~ - =2
~ zZ; = 2+\/§,Z2=—V2+‘\/§,Z3=V2— 2,Z4=—V2—\/E.

Wir setzen A = {z,, z,, z3, z,}. Weiter gilt

z

lim (z — z;)f(z) = lim

0 (2~ 2,)(22 = 2+1/2)

\V2+4/2

i 20/2+V22 +V2-2+42)
\V2

8

sowie
z

lim (z — z3)f(z) = lim

25 (2~ 2= V2)(z - 2)

2-vV2-2-42)2\/2-2)
V2

3

Somit und mit analogen Rechnungen fiir z, und z, folgt res(f, z;) = res(f, z,) =

\/5/ 8undres(f,z;) =res(f,z4) = —\/5/ 8. Diese Punkte sind Pole erster Ordnung
und die einzigen Singularititen von f, iberall sonst ist f holomorph, also ist f
meromorph.

Der Weg vy ist ein geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Weg, der
nicht durch die Singularititen lduft, da |z;| = |z,] > 1 und |z3] = |z4] < 1.
Insbesondere gilt dann ind,(z,) = ind,(z,) = 0 und ind,(z3) = ind,(z,) = 1. Mit
dem Residuensatz folgt nun

/ f(z2)dz = 2ni Z res(f, a)ind,(a)
14

acA

V2

= —Xn,
27'C

(i) Wir berechnen die Nullstellen des Nenners. Es gilt fiir z = x + iy mit x,y € R

eiZ_1=0

< sinx=0Acosx =¢Y
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— x=kn(k€eZ)Acosx =¢Y
= x=2knkeZ)Ay=0
— ze€{2kn: k ez}

Definiere f(z) = z/(e'? — 1) auf C \ {2kn : k € Z}. Dann ist f auf diesem Gebiet
holomorph. Die Punkte z;, = 2km fiir k € Z sind isolierte Singularitdten von
f. Lediglich z, liegt im Inneren des Integrationswegs, das heif3t ind, (z,) = 1
und ind, (z)) = 0 fiir k € Z \ {0}. Da f also meromorph auf C ist, folgt mit dem
Residuensatz

f f(2)dz = 2mi ) res(f, zx) ind, (zx)
14

kez
= 2mires(f,0). (4)

Weiter gilt fiir z # 0 und z nahe 0

: -1 -1
z ez -1 d . .
eiz_f( Z ) *([ae‘z] ) =i
z=0

fiir z — 0. Somit ldsst sich f stetig nach 0 fortsetzen. Nach dem Riemannschen
Hebbarkeitssatz ist 0 eine hebbare Singularitit, insbesondere gilt dann res(f, 0) =
0. Aus Gleichung (4) erhalten wir

(b) (i) Fiirt € R gilt mit z = elf

(sint)?

4 2

—z* + 622 -1
1 SiIll’2 _—

= 1+ (sint) =

1 4iz

=— iz.
1+ (sint)? —z4+622 -1

Definiere f(z) = (4iz/(z* — 6z + 1)), wobei der Definitionsbereich noch zu
bestimmen ist. Dann gilt

1 t = i fy@®)y ®dt = | f(z)dz. (5)
/ . J

. 1+ (sint)? d
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Wir berechnen nun die Pole von f. Es gilt
z4—6z2+1=0
= (2 - 3)2 =38

= z22=3+22

‘:)21,2=1V3+2\/5 \Y Z3’4=iv3—2\/5.
/3 —24/2i 1

(z—23)f(2) - =—-——i
—/220/3 - 212 2v2
und analog fiir z4. In z; und z, liegen Pole erster Ordnung und es gilt res(f, z3) =

res(f,z4) = —1/(2\/5)1. Analog sieht man, dass in z; und z, Pole erster Ordnung
liegen mit Index 0. Setze A = {z;, ..., z4}. Dann f € H(C \ A), also f meromorph.
Mit dem Residuensatz folgt aus Gleichung (5)

[ ai=van

dt =
o L+ (sing)?

Es gilt

(ii) Setze B = z? —2und B, = (22 + 2)(z% + 4) fiir z € C. Der Grad von B, ist 4
und damit echt grofier als 2, der Grad von B; zudem ist B(t) # 0 fiir t € R. Wir
berechnen die Residuen der Funktion R(z) = B(z)/B(z). Esgilt B(z) = 0 <

z € {i\/ii, +2i} = A. Fiir z € A handelt es sich um Pole erster Ordnung von R:

lim (z — \/Ei)R(z) = gi

z—2i

. ) 3.
211_1)1211(2 —20)R(z) = e

Mit Satz 9.2 folgt

o 2-2 3
—— % _dt=mn(=—-v2).
f_ W 2 +2)(12+4) d n(z \/—> -
Aufgabe 3 (Differentialgleichungen mit getrennten Verdnderlichen).

(a) Esseient, € Rund x, € R. Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems
W) =1+u(t)?  ulty) =xo (6)

und geben Sie das maximale Existenzintervall (w_, w, ) an.
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(b) Es sei folgendes Anfangswertproblem gegeben:

uw'(t) = e*Osin(t), u(0) = 0. (7)

Bestimmen Sie die Losung des angegebenen Anfangswertproblems und das maximale
Existenzintervall (w_, w,).

Lésungsvorschlag.

(a) Setze f: RX R — R, f(t,x) = 1 + x%. Dann ist f stetig auf R X R und lokal Lipschitz

(b)

stetig beziiglich x, da f stetig partiell differenzierbar ist. Mit Picard-Lindelof folgt, dass
Gleichung (6) eindeutig losbar ist und eine nicht fortsetzbare Losung u : (w_,w,;) - R
besitzt. Weiter gilt f(t,x) = g(t)h(x) mit g(t) = 1 fiir t € R und h(x) = 1 + x? fiir
x € R. Es gilt h(xy) > 1, also h(x,) # 0 und g # 0. Somit erhélt man

t
t—t, =f g(s)ds

to

u(t)
1
= ——dx
fxO h(x)

u(t)
1
B _[ 1+ x2 dx
X0

]u(t)

X0

= [arctan x

= arctan u(t) — arctan x,
< arctanu(t) = arctanxy + ¢t — t;
= u(t) = tan(arctan x, + t — t,),

wobei arctan xy, + t — t, € (—m/2,7/2). Also hat Gleichung (6) die Losung u(t) =
tan(arctan x, + t — to) auf I = (—7m/2 + ty — arctan xy, /2 + t, — arctan x).

Essei f(t,x) = e*sint fiir t, x € R. Dann ist f stetig und stetig partiell differenzierbar,
somit lokal Lipschitz stetig beziiglich x. Mit Picard-Lindelof folgt, dass Gleichung (7)
eindeutig 10sbar ist und die nicht fortsetzbare Losung u : (w_,w,) — R besitzt. Weiter
gilt f(¢t, x) = g(t)h(x) mit g(t) = sint und h(x) = e* fiir t, x € R, also

t u(t) 1
fo g(s)ds = /x 0 mdx, (8)

wobei t, = xo = 0. Die linke Seite ergibt

t t
f g(s)ds = / sinsds = [—cos s];=0 =—cost+1
0 0
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und fiir die rechte Seite gilt

Aus Gleichung (8) folgt

e O =cost, te(w_,w,)
= —u(t) =logcost, cost > 0.

Somit ist die nicht fortsetzbare Losung von Gleichung (7) gegeben durch u(t) =
—logcost fiir t € (—m/2,7/2).

O
Aufgabe 4.

(a) Essei f: R - R stetig und u eine Losung des autonomen Systems

u'(t) = f(u)). ©)

(i) Esseiu: (w_,w,) — R die nicht fortsetzbare Losung von Gleichung (9) mit
u(0) = 0. Ferner sei f lokal Lipschitz stetig und f(—1) = f(1) = 0. Zeigen Sie,
dass u auf ganz R definiert ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Werte von u in einem beschrinkten Intervall bleiben.

(ii) EsseiJ C R ein Intervall und u : J — R eine Losung von Gleichung (9). Fiir ein
to € J gelte u(ty) > 0 und f erfiille f(0) > 0.

(1) Zeigen Sie, dass u(t) > O fiir t > t,.
(2) Zeigen Sie, dass f(0) > 0 nicht fiir die obige Aussage reicht.

(b) Esseiena,b € R,a < bund f € C([a,b] x R). Die Funktion v € C!([a, b], R) erfiille
die strikte Differentialungleichung

U'(t) < f(t,u(t))
fiir alle t € (a, b]. Sei aufierdem y : [a,b] — R eine Losung des Anfangswertproblems
() = f(t,y®), y@ =y

fiir ein y, > v(a).

Zeigen Sie, dass v(t) < y(t) fiir alle t € [a, b].

Losungsvorschlag.
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(a) (i) Wir zeigen, dass die Werte von u zwischen —1 und 1 bleiben. Nach Satz 10.2 trifft
genau eine der drei folgenden Situationen ein:

Fall1: u'(t) = O fiir alle t € (w_,w,). In diesem Fall ist u konstant und nach
Bemerkung 3 nach Satz 10.1 ist u auf ganz R definiert.

Fall 2: u'(¢t) > O fiir alle t € (w_,w, ). Wir setzen ¢, = inf{t > 0: u(t) > 1}.
Aufgrund der Stetigkeit von u folgt, dass u(t,) = 1. Damit folgt u'(t,) =
fu(ty)) = f(1) = 0, ein Widerspruch. Somit liegt die Menge G, aus Bemer-
kung 3 nach Satz 10.1 fiir alle ¢ > 0 in einer kompakten Menge. Ein analoges
Argument gilt fiir negative t. Somit ist u nach dieser Bemerkung auf ganz R
definiert.

Fall 3: u/(t) < Ofiir alle t € (w_, w, ). Dieser Fall ist analog zum zweiten Fall.

(i) (1) Wir nehmen an, die Behauptung wire falsch, das heif3t, u wird irgendwann
nichtpositiv. Definiere t; = inf{t > ¢, : u(t) < 0}. Da u stetig ist, gilt also
u(t;) = 0. Auflerdem ist u'(t;) = f(u(t;)) = f(0) > 0. Andererseits gilt durch
Betrachtung des linksseitigen Differenzenquotienten

(1) = lim L _ — qim 1
u'(t) = hll,%l- h(u(t1 +7)—u(t))) = hlirg_ hu(tl +h) <0.

Dies ist ein Widerspruch und es folgt die Behauptung.

(2) Die Funktion u(t) = —¢3 fiir t € R ist eine Losung von Gleichung (9) mit
f(x) = =3|x[*? fiir x € R. Hier gilt u(—1) > 0, u(1) < 0 und f(0) = 0.

(b) Angenommen, die Behauptung wire falsch. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit v(t) > y(t).
Setze t; = inf{t € [a,b]: v(t) > y(t) > a}. Nach Definition von ¢, gilt v(t) < y(t) fiir
alle t € (a,t;]. Da v und y stetig sind, folgt v(¢;) = y(t;). Insgesamt folgt

F(t,v(t) > v'(ty) = lim M LX)~y 1) y(t)

=ty b — t—»z1

=y'(t;) = f(t1, ¥(t1))s

ein Widerspruch. O



