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Aufgabe 1 (Picard-Lindelof).

(a) Zeigen Sie: Ist D C R? offen, f : D — R mit (¢, x) — f(t, x) stetig auf D und existiert
die partielle Ableitung % auf D und ist stetig, so ist f lokal Lipschitz stetig auf D
beziiglich x.

(b) Esseien ty,x, € Rund f: R? — R gegeben durch f(t, x) = log(t>x? + 1) fiir (¢, x) €
R2. Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem

w'(t) = ft,ut), ulto) =xo ()
eindeutig losbar ist.
Lésungsvorschlag.

(a) Sei (ty,x) € D.Seid > 0und (t,x),(t,y) € Dmit |t — ty|,|x — Xo|, |y — Xo| < 6.Da f
beziiglich x differenzierbar ist, gilt nach dem Mittelwertsatz

f(t:x) = f(t, ) = 0 f (£, E)(x — ¥)

fiir ein & auf der Verbindungsstrecke zwischen x und y. Somit gilt

|f (&, %) = f(&. ] = 10 f (&, E)llx — y| < Llx - yl,

wobei L = max|d, f(f, £)|, wobei das Maximum iiber (f, £) € D mit |f — |, |[R — x| < &
14uft. Dieses Maximum existiert, da 3, f stetig istund {(£,X) € D : |f — ty], |X — xo| < &}
kompakt ist. Wir wihlen also zu (t,, Xy) € D die Konstanten § > 0 und L wie oben.
Dann giltfiir alle (¢, x), (t,y) € Dmit |[t—tg|, |x—X,|, |[y—Xo| < J,dass |f(t,x)—f(t,x)| <
L|x — y|, also f lokal Lipschitz stetig beziiglich x ist.

(b) Da 2x?> + 1 > 0 fiir t,x € R ist, ist f auf R? wohldefiniert und als Komposition
stetiger Funktionen stetig. Weiter ist f als Komposition beziiglich x differenzierbarer
Funktionen beziiglich x differenzierbar und es gilt, dass

1 2
axf(t, X) = mzt X

fiir t, x € R stetig ist. Somit ist nach Punkt (a) f lokal Lipschitz stetig auf R?, also ist
Gleichung (1) nach dem Satz von Picard-Lindelof eindeutig 16sbar. O
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Aufgabe 2 (Stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten). Es seien D C R X RP (p € N)
offen, f : D — RP stetigauf D und Lipschitz stetig auf D beziiglich x mit Lipschitz-Konstante
L. Betrachten Sie fiir (¢, x¢), (ty, ¥o) € D die folgenden Anfangswertprobleme

w'(t) = f(t,u(t)), u(to) = xo, )

und

v'(t) = f(t, v(®),  v(to) = Yo- ()

Zeigen Sie, dass auf dem Schnitt I der beiden Existenzintervalle der Losungen u von (2) und
v von (3) folgende Abschitzung gilt:

|u(t) — v(B)] < |xo — yoleHt=tol (¢ € I).
Hinweis: Gronwall

Lasungsvorschlag. Aus dem Satz von Picard-Lindeldf folgt, dass Gleichungen (2) und (3)
eindeutig 10sbar sind mit nicht fortsetzbaren Losungen u von Gleichung (2) auf I; und v von
Gleichung (3) auf I,. Setze I = I; N I, und schreibe I = (a, b). Es gilt t, € I. Sei t € I mit
t > ty. Dann gilt

u(t) — v(t) = u(ty) — v(ty) + / u'(s) — v'(s)ds,

to

wobei u'(s) — v'(s) = f(s,u(s)) — f(s,v(s)), also
t
[u(t) — v()| < lulto) — v(to)| +f |f(s,u(s)) = f(s,v(s)) ds
to

t
<|xo— Yol + Lf lu(s) — v(s)| ds.
to

Setze ¢ : [ty,b) — R mit p(t) = |u(t) — v(t)|. Dann ist ¢ stetig auf [ty, b) und es gilt mit
a=|xg—yolund g =L

t
pt) < a+ ﬁf o(s) ds
to
fiir t € [ty, b). Mit dem Lemma von Gronwall folgt ¢(t) < aef(t=10), also
[u(t) — v(t)| < |xg — yolekt—to)

firt € [to,b)
Seinunt € (a,ty]. Aus

u(ty) — v(ty) = u(t) — v(t) + f ' u'(s) —v'(s)ds
t
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folgt
to
|u(to) — v(to)| < fu(t) — v()| + L/ [u'(s) — v'(s)| ds.
t

Wieder folgt mit dem Lemma von Gronwall

lu(t) — v(t)] < |xg — yoleHto™D = |xq — yoletli=tol,

Somit gilt
|u(t) — v(®)] < |xq — yoleklt—tol
fiiralle t € I. O

Aufgabe 3 (Eigenschaften der Losung eines Anfangswertproblems). Es seien (¢, Xo) € RXR
und f: R X R — R definiert durch

|x]
2+1

ft,x)=1+ ((t,x) € R X R).
Zeigen Sie, dass die nach links und rechts nicht fortsetzbare Losung u des Anfangswertpro-
blems

w'(t) = f(tu(®)), ulto) = xo

auf ganz R existiert. Zeigen Sie aufierdem, dass u(t) — oo (t - oo) und u(t) » —oo
(t > —0).

Losungsvorschlag. Dat?> +1 > 0fiir t € R, ist f wohldefiniert und stetig auf R x R. Weiter
ist f dort auch Lipschitz stetig beziiglich x: Seien ¢,x,y € R. Dann gilt mit der inversen
Dreiecksungleichung

|| = 11l 1
- = < —y < lx =yl
() = fe)] = g < sl =y < [x =
Mit Picard-Lindelof folgt, dass das Anfangswertproblem eindeutig 16sbar ist und eine nicht
fortsetzbare Losung u auf (w_, w, ) hat.
Weiter gilt, dass
x|
L, =1
0] =1+ 57
fiirt,x € R. Satz10.3 mit o = § = 1 liefert (w_, w,) = (—o0, ).
Wir zeigen nun, dass u(t) — oo fiir t - +o0. Es gilt f(t,x) = 1 + |x|/(t* + 1) > 1 fiir
t,x € R.Seit > ty. Dann

<1+|x]

t
u(t) = u(ty) + f u'(s)ds

to



Analysis fiir das Lehramt - Losungsvorschlag zu Ubungsblatt 06

t
= u(ty) + / f(s,u(s))ds

ZXO‘l't—tO
-0 (t— )

= u(t) > oo (t > ).

Sei t < ty. Dann gilt
to
u(ty) —u(t) = f u'(s)ds
t

to
- f F(s,u(s)) ds

>ty —t
— u(t)SxO—to'i‘t

- -0 (t—> —). O

Aufgabe 4 (Das S1s-Modell). Das S15-Modell beschreibt die Ausbreitung einer Infektions-
krankheit in einer Population, in der die Individuen nach iiberstandener Erkrankung keine
Immunisierung haben und sich reinfizieren konnen. Das Modell geht von einer zeitlich kon-
stanten Bevolkerungszahl N > 1 aus und unterteilt die Bevolkerung in zwei Klassen: S = S(¢)
(die Infizierbaren, engl.: Susceptibles) und I = I(t) (die Infizierenden, engl.: Infectious) zum
Zeitpunkt ¢ > 0. Das s1S-Modell beschreibt die zeitliche Entwicklung von I und S durch

I'(t) = —al(t) + BI()S(t), 1(0) = I,

S(t) = al(t) - BIDS(), SO) = S,. @

Hierbei bezeichnen a > 0 die Heilungsrate, 8 > 0 die Infektionskontaktrate sowie I, > 0 bzw.
So > 0 die Anzahl der Infizierenden bzw. Infizierbaren zum Startzeitpunkt ¢ = 0.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes I, > 0 und S, > 0 das Anfangswertproblem (4) eindeutig
16sbar ist.

(b) Sei (1,S): (w_,w,) — R? die eindeutige nichtfortsetzbare Losung von (4). Zeigen

-1 -1
Sie, dass (u, v) definiert durch u(t) = I~ t) u(t) = S (t € (w_,w,)) folgendes
Anfangswertproblem 10st:

N ' N

W)= (R—Du()—Ru’(t), u(0)= u,

V(1) = (R — Du(t) + Ru2(t), v(0) = vy. s)

Hierbei ist R = ~2 die Reproduktionsrate der Infektion und uy = Iy/N, vy = Sy/N.
a
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(c) Bestimmen Sie die eindeutige nichtfortsetzbare Losung (u, v) von (5). Zeigen Sie, dass
diese Losung mindestens auf [0, co) definiert ist. Bestimmen Sie weiterhin den Grenz-
wert lim,_, ., (u(t), v(t)) in Abhidngigkeit von R.

Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille R € (0,1), R = 1 und R > 1 und beachten Sie das
Beispiel zur logistischen Gleichung (Seiten 39 — 40 im Skript).

Losungsvorschlag.

(a) Die eindeutige Losbarkeit folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof: Definiere

o )-(285)

Dann ist f stetig differenzierbar, also nach Aufgabe 1(a) lokal Lipschitz stetig beziig-
lich (x,y) auf R2. Nach Picard-Lindelof folgt, dass fiir jedes (I, Sy) € (0, 0)? eine
eindeutige nicht fortsetzbare Losung

<é) D (wo,wy) > R2 e (5(?))

existiert.

(b) Es gelten u(0) = Iy/N, v(0) = Sy/N und fiir t € J

o A (I(t/a)

w0 =5("%")
1 (—al(t/a) + BI(t/a)S(t/a)
_&( N )

= é(—au(t) + pu(t)S(t/a))
= %(—ocu(t) + BNu(t)uv(t))

= ~(~au(®) + BNu((1 - u(t))

BN
Ca
= (R — Du(t) — Ru?(t)

=—u(t) + %\]u(t) u?(t)

mit R = SN/a. Dau(t) + v(t) = 1 fiir alle t € J, gilt u'(t) + v'(¢) = 0, also
v'(t) = —u'(t) = —(R — Du(t) + Ru?(t)

fiir t € J. Also 16st (u, v) das Anfangswertproblem in Gleichung (5).
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(c) Im Folgenden bestimmen wir nur u,da v = 1 —u. Setze a = R—1, b = Rund betrachte
w'(t) = au(t) — bu*(t) = f(u(t)), u(0) = uo,

wobei f: R —» R, f(x) = ax — bx.

Fall 1: R > 1. (logistische Gleichung, siehe Seiten 39 — 40 im Skript). Dann sind 0 und
a/b =(R—1)/R =1 =1 - 1/R die stationédren Stellen von f. Da u, > 0 nach
Voraussetzung, folgt aus den Seiten 39 - 40, dass

au,
t € J, fall 1-1/R,
bugy + (a — bug)e—at & J. falls uo # /
u(t) = 1
1—§ t e J, fallsuy =1—-1/R.

Fall 2: R = 1. Dann gilt
u'(t) = —=bu?(t), t € J,u(0)=1uy> 0.

Dann ist u(t) # 0 fiir alle t € J (ansonsten wire u(t) = 0 fiir alle t € Jim
Widerspruch zu u(0) = uy > 0). Durch Trennung der Variablen erhalten wir nun

tu’(s) _ t _
/Ouz(s)ds—/obds—bt

t ., u(t)
f u—gs) ds = f _iz dx
, —u(s) o X

fiir t € J. Es gilt

[1]”(0
=),
1
T ut)  ug
1 1
W w
1
= v = T h

flirt € J.
Fall 3: R € (0,1). Ahnlich wie in Fall 2 erhélt man durch Trennung der Variablen

u(t)__ELat
~ b1l—Ceat
__ W
C= uo—a/b

fiir t € J. Man beachte, dass —a =1—R > 0 wegen R € (0, 1).
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Es folgt J 2 [0, c0) und

1
1—§ furR>1,

u(t) —»
0 firR <1,
1
— fiirkR > 1,
u(t) > {R
1 fiirR<1

fiir t - o0.



