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Aufgabe 1 (Der geddmpfte harmonische Oszillator). In dieser Aufgabe mochten wir die
gedampfte Schwingung eines Federpendels genauer betrachten. Beriicksichtigt man neben
dem Einfluss der Riickstellkraft (—Du, mit der Federkonstanten D) auch die Reibung (—uu’,
fiir u > 0), so ergibt sich fiir die zugehorige Bewegungsgleichung mit Anfangsauslenkung
Xo € R und Anfangsgeschwindigkeit 0 das folgende Anfangswertproblem

mu”(t) = —uu'(t) — Du(t),

u(0) = x9, u'(0)=0, @

wobei m die Masse des Massepunktes bezeichnet. Bestimmen Sie die Lésung von (1) und
bestimmen Sie u so, dass das Pendel nicht iiber die Ruhelage hinausschwingt. Den Fall fiir
das kleinste yu, fiir welches dies erfiillt ist, bezeichnet man als aperiodischen Grenzfall, bei
allen weiteren solchen u spricht man vom Kriechfall.

Losungsvorschlag. Umgeschreiben in ein System erster Ordnung ergibt

w\ o _ 0 (0 1O
(u) 0= (—M/mv(t) - D/mu(t)) ) (—D/m K m> <U(f>>’
u X
o= ()

Es handelt sich um ein homogenes lineares System mit konstanten Koeffizienten. Mithilfe des
charakteristischen Polynoms A%+ u/mA+D/m erhalten wir die Eigenwerte A = —§+1/ 62 — w2
fiir 6§ = w/(2m) und w =/ D/m.

Fall 1: § = w. Dann gilt

ker(A — AI) = lin (_15> C lin((_15> , <(1)>) = ker(A — AI)?.

Damit folgt, dass

(2

und

()o=e(()ra-ml))=e( )
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ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung in Gleichung (2). Aus den Anfangs-
bedingungen folgt, dass die Losung

(25

lautet. Es gilt (u, v)(t) — (0,0) fiir t - oo und u wechselt nicht das Vorzeichen, das
heif3t, das Pendel schwingt nicht {iber die Ruhelage hinaus, es »kriecht« in die Ruhelage.
Diesen Fall bezeichnet man als aperiodischen Grenzfall.

Fall 2: § > w. A hat die Eigenwerte 1 = —6 + V82 — w?2. Somit gilt
ker(A — A4) = lin (5 Y 522_ wz) ,
—w
kerlin <5 YV 522_ co2> :
-
Aus den Anfangsbedingungen folgt, dass die Losung
u _ X0 —5t ot [0 — V2 — w? 52—w2t [0 + V82 — w?
> (t) = —————¢ —e 2 +e 2

2V 62 — w?

ist. Also setzt sich u aus zwei Funktionen zusammen, die beide monoton gegen 0 gehen
(die eine ist positiv, die andere negativ), das heifit, u schwingt nicht iiber die Ruhelage
hinaus (Kriechfall).

Fall 3: § < w. Die Eigenwerte 4 = —§ * iV w? — §2 ergeben (da sie komplex konjugiert

zueinander sind)
ker(A — A,1) = lin (5 —Ve? - 52) ,

—w?

also mit den Anfangsbedingungen

(u) Xo st [~V @? — 82 cos(\ w? — 82t) — Ssin(\ w? — §2t)
= ——— .
v w2 — 52 w? sin(V w? — §2t)

Der Term e~%¢ sorgt also dafiir, dass u gegen 0 geht fiir t — oo, also das Pendel gegen die

Ruhelage strebt, aber es schwingt unendlich oft iiber die Ruhelage hinaus (Schwingfall).
O

Aufgabe 2 (Erstes Integral).

(a) Bestimmen Sie fiir die folgenden Differentialgleichungen jeweils ein (nicht-konstantes)
erstes Integral:
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@) (u,v)'(t) = B(u(t))* sinh(u(t)), —(v(t))? cosh(u(t))),
(i) (u,v)(t) = EOut)*e="® + 4v(t) sin(v(t)), 2u(t)v(t)e=U®).

Hinweis: Wiihlen Sie A nur abhdngig von der zweiten Variablen.

(b) Bestimmen Sie fiir die folgende Differentialgleichung ein (nicht-konstantes) erstes
Integral und folgern Sie, dass jede Losung beschrinkt sein muss und damit auf ganz R
existieren muss: (u, v)'(t) = (2u(t)? + Dv(t), —4u(t)® — 2u(t)v(t)?).

Lasungsvorschlag.

(a) (i) Setze

. g(x,y)\ _ (3y*sinhx
f: R2 > R, x,y)~ (h(x,y)) - <—y3 COShX>.

Wir bestimmen H. Es muss die Integrabilititsbedingung
0x(Ag)(x,y) = =0, (1h)(x, y) 3)
fiir x, y € R gelten mit einer zu bestimmenden Funktion A : R? — R. Es gilt

0,8(x,y) = 3y* cosh x
—3,h(x,y) = —(—3y*cosh x) = 3y*cosh x,
also
0xg(x,y) = —0,h(x, y)

fiir x,y € R% Mit A = 1 ist Gleichung (3) erfiillt. Somit gilt

. _ [ y*coshx
H(x,y) = (3y2 sinh x)

fiir x,y € R2. Integration der ersten Komponente beziiglich x liefert fiir jedes
festey € R

H(x.y) = f Hy(x,y) dx + 6,)

= fy3 cosh xdx + ¢;(y)

= y3sinh x + ¢;(y)

und analog durch Integration der zweiten Komponente beziiglich y fiir jedes feste
x€eR
H(x,y) = y3sinh x + ¢,(x).



Analysis fiir das Lehramt - Lésungsvorschlag zu Ubungsblatt 07

Es muss also

y3sinh x + ¢;(y) = y*sinh x + ¢;(x)
= (y) = (%)
— Cl = Cz =cC

fiir eine Konstante ¢ € R. Wir erhalten also H(x,y) = y*sinhx + c fiir eine
Konstante ¢ € R und alle x,y € R. Wir wihlen ¢ = 0. (Dies kdnnen wir, da erste
Integrale bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt sind.) Also erhalten
wir das erste Integral

H(x,y) = y3sinh x

firx,y € R.

(i) Wir gehen analog vor wie zuvor. Die Integrabilitdtsbedingung ergibt mit A(x, y) =
Ay)

A)2xye ™ = X (y)(—2xye™) + A(y)(—2xe™ + 2xye™)
= 1(y)xy = —Ay)x.

Ist x = 0, ist die obige Gleichung trivialerweise erfiillt, andernfalls konnen wir
durch x teilen und erhalten fiir y # 0 die Gleichung A'(y) = —A(y)/y. Durch
Trennung der Variablen erhalten wir A(y) = 1/y. Wie zuvor erhalten wir H(x, y) =
—x%e7Y + ¢;(y) = —x?e™Y — 4cosy + c,(x). Wie oben folgern wir H(x,y) =
—x%e™Y —4cosy fiir x, y € R. Eine Probe bestiitigt, dass H tatsiichlich ein erstes
Integral ist.

(b) Wie in der vorigen Teilaufgabe erhalten wir H(x, y) = x*+(1+x2)y%. Ist (u,v) : I — R?
eine nicht fortsetzbare Losung der Differentialgleichung

u\ 0 = 2(u(t)? + Du(e)

v T \—4u()® - 2u(t)v(t)?)’
so muss also H o (u, v) konstant sein, das heif3t, es muss eine Konstante ¢ > 0 geben
mit

H(Zﬁi) = u(t)* + (1 +12(6))o(t)? = ¢

fiir alle t € I und damit

o(t? < (1+w2O)u(t)? < H(ZE:D -

u()* <u@®)*+ (1 +u2@))v(t)* =c,
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()

also
2

= u?(t) + V2(t) < Ve +c

(o] =+

fiir alle ¢t € I. Also ist (u, v) beschriankt und es folgt aus Bemerkung 3 auf Seite 36, dass
I = R, denn fiir das maximale Existenzintervall I = (w_, w,.) gilt stets

fiir alle t € I, also

w, <o = lim|u(t)| =
ttws

w_>—00 = liim lu(t)| = oo. O
tlow_

Aufgabe 3 (Phasendiagramm). Bestimmen Sie fiir die folgenden Differentialgleichungen
jeweils ein (nicht-konstantes) erstes Integral und skizzieren Sie das Phasendiagramm, indem
Sie einige Niveaumengen einzeichnen. Schreiben Sie dazu Punkt (b) in ein System erster
Ordnung um.

(@) (u,v)'(t) = (2v(®), u(t)* - 1),
(b) u"(t) = u(t) + u(t)’.
Losungsvorschlag.

(a) Wie in der vorherigen Aufgabe erhalten wir das erste Integral H(x,y) = —1/3x> +
x + y? fiir x,y € R2. Fiir eine Losung (u,v) : I — R? der Differentialgleichung gilt
H(u(t), v(t)) = cfiir t € I. Diese Gleichung ldsst sich lokal um (x, x,) € R? nach x
beziehungsweise y auflosen, falls H'(xy, yy) # (0, 0). Dies ist fiir (xy, yy) # (£1,0) der

Fall. H(x,y) = cergibt y = +y/c + 1/3x3 — x.
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(b) Wie in der vorherigen Aufgabe erhalten wir das erste Integral H(x,y) = —1/2x? —
1/4x* + 1/2y fiir x,y € R2. Da die Ableitung von H auflerhalb von 0 nicht 0 ist, lisst
sich H dort nach x beziehungsweise y auflosen.
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O

Aufgabe 4 (Konstantes erstes Integral). Es seien x, € R? (p € N) und das Anfangswertpro-
blem

w'(@) = f(u®), u(0)=xo 4)

mit f € C1(RP, RP) gegeben. Weiter habe (4) fiir jeden Anfangswert x, € RP eine nach
rechts nicht fortsetzbare Losung u, welche auf [0, oo) existiert und lim;_, , u(t) = 0 erfiillt.
Zeigen Sie, dass dann kein nicht-konstantes erstes Integral existieren kann.

Losungsvorschlag. Sei H: RP — R ein erstes Integral der Differentialgleichung in Glei-
chung (4). Fiir x, € RP bezeichne u: I = (w_,w,) — RP die eindeutige, nicht fortsetzbare
Losung der Differentialgleichung. Dann muss H o u konstant sein, das heif3t, H(x,) =
H(u(0)) = H(u(t)) fiir alle t € I. Da nach Voraussetzung I 2 [0, ), sehen wir mit der
anderen Voraussetzung sowie der Stetigkeit von H

H(x) = H(u(t)) — H(0)

fiir t - o0, also H(x,) = H(0). Da x, € RP beliebig gewdhlt war, folgt H(x,) = H(0)fiir alle
Xy € RP, also ist H konstant. O



