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Aufgabe 1 (Stabilitiit bei linearen Systemen). Es seien x, € R? und die zwei Matrizen
A, B € R?2 gegeben durch
0 -1 0 1
A= %) 2=)

(a) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems
u'(t) = Au(t), u(0) = x,,

indem Sie e (t € R) berechnen und folgern Sie, dass die stationire Stelle 0 der
Differentialgleichung stabil ist.

(b) Zeigen Sie, dass die stationire Stelle 0 der Differentialgleichung
u'(t) = Bu(t)
instabil ist.
Lasungsvorschlag.
(a) Esgilt
0 —-1\/0 -1
2 _ - —
A _<1 o><1 0)‘ L
A3 = A%A = (-DA = —A,
At =1

Man zeigt per Induktion, dass A% = (—1)¥Tund A?*+! = (—1)kA fiirk € N,,. Fiirt € R
gilt nun
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= cost 10 +sint 0 -1
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Die Funktion u : R — R?, t > e!4x, ist die eindeutige nicht fortsetzbare Losung des
Anfangswertproblems.

Wir zeigen nun zunéchst, dass fiir jedes t € R die Matrix et orthogonal ist, also
lef4x| = ||x| fiir alle x € R2. Seien t € R und x = (x;, X,) € R2. Dann gilt

—sin
oAy — cpst sint)\ [ x;
sint cost J\x,
- cost +x —sint
~ lsint 2\ cost
= X1 + XpWy.

Da w;lw, und ||, || = |lw,]| = 1, folgt aus dem Satz des Pythagoras

2
Je4x]” = Iracor + xa000]
2 2
= x{lleo | + x5 oy
= x} + x3
2
= [|x[|.
Wir zeigen nun, dass die stationire Stelle O stabil ist. Es sei dazu x; = 0 die stationire
Stelle des Anfangswertproblems und sei € > 0. Wir wihlen § = ¢ > 0. Ist nun v die
nach rechts nicht fortsetzbare Losung des Anfangswertproblems mit x, € B(0, §), so
gilt w, = co und u(t) = e x, fiir t > 0 und
[u®) — x| = [[u@ll
=[x
= [l
<d=c¢

fiir t > 0, also ist x; stabil.

(b) Es sei

— 0 1 2
p=(0 Yer
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und fiir x; € R? betrachten wir das Anfangswertproblem

u'(t) = Bu(t)
u(0) = x;.

Wir berechnen nun e’® fiir t € R. Es ist B nilpotent, denn es gilt BX = 0 fiir alle k > 2.
Also folgt fiirt € R

Damitistu: R — R?, t ~ eBx, die nicht fortsetzbare Losung des Anfangswertpro-
blems. Fiir jedes § > 0 gilt fiir x; = (0,8/2) € B(0, §) und fiir die nicht fortsetzbare
Losung u des Anfangswertproblems gilt dann

u(t) = etBx,
(o 1)(et)
0 1/\6/2
4
2\1
-2

=g\/1+t2

firt € R, also

> O

-0

- 0
fiir t — o0, also ist 0 instabil. O
Bemerkung: In beiden Teilaufgaben haben die Eigenwerte der Matrizen jeweils den

Realteil 0.

Aufgabe 2 (Stationdre Losungen). Berechnen Sie die stationiren Stellen der folgenden Dif-
ferentialgleichungssysteme und untersuchen Sie diese auf asymptotische Stabilitit bezie-
hungsweise Instabilitét.
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—u(t) — v(t) — ((t)* + v(t)*)
u(t) — o) + W)* +v(t)?) )

@ (5) ©
u)’ u(t) + v(t) + 2
(®) <v> © (—u(t)2 +u(t) + 4) nd

u\ [ 2u(t)((t) - u(t)
© (v) (t) = (v(t)(3v(t)—4u(t)))'

Lasungsvorschlag.

(a) Wir definieren f : R? - R2 mit

_(xmy -2y
f(x’y)_<x—y+(x2+y2)>'

Dann wird obige Differentialgleichung zu
u !
(5] ©ro.u.

Die stationdren Stellen der Differentialgleichung sind die Nullstellen von f. Ist (x,y) €
R? eine Nullstelle von f, so gilt

fay)=0

= —x—-y—-(x*+y)=0Ax—y+(x*+y*) =0
= -2y=0
— y=0.

Hieraus wiederum folgt

x+x=x(x+1)=0
— x=0vx=-1,

also (x,y) € {(—1,0), (0, 0)}. Umgekehrt folgt, dass f(—1,0) = f(0,0) = 0. Somit sind
(0,0) und (-1, 0) die stationdren Stellen von f.

Es gilt f € C}(R?, R?) mit

Fly) = (—1 —-2x —-1- 2y>.

1+2x —-1+42y

Setze

a=roo=(7 7))
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und
B=f'(-1,0) = (_11 j)

Dann gilt 0(A) = {—1 + i, —1 — i}, also haben alle Eigenwerte von A negativen Realteil,
also ist (0, 0) nach Satz 13.1 asymptotisch stabil. Da g(B) = {\/5, —\/5}, ist (—1,0) nach
Satz 13.3 instabil.

(b) Analog wie zuvor erhalten wir die stationidren Stellen (—2,0), (1, —3), wobei beide
instabil sind.

(c) Hier ist (0,0) die einzige stationére Stelle. Da 0 der einzige Eigenwert der Ableitung
der rechten Seite ist und daher die Sitze der Vorlesung nicht anwendbar sind, gehen
wir anders vor. Stattdessen rechnen wir ein paar Losungen mit u = 0 auszurechnen.
Aus u = 0 wird die Differentialgleichung zu

V' (1) = 30%(1),v(0) = x,,

fiir einen Anfangswert x, € R. Mit Trennung der Variablen findet man fiir x, # 0 die
nicht fortsetzbare Losung
—_ %o
u(®) = 1 —3tx,
fiirt € (w_,w,). Fiir xo > 0 gilt 1 — 3txy > 0, also t < 1/(3x), also w, = 1/(3x;). In
jeder Umgebung der O existieren also Losungen des Anfangswertproblems

(Zt)' (t) = f(u(), v(t)), (z) 0) = (32)

fiir x; = 0und y; = 6/2 mit § > 0, welche nicht fiir alle t > 0 definiert sind. Somit ist
(0,0) instabil. O

Aufgabe 3 (Stabilitit).

(a) Esseienr > 0und f € CY(RP,RP) (p € N) mit (f(x),x) < 0(x € B(0,r)). Zeigen Sie,
dass 0 eine stationire Stelle der Differentialgleichung

w'(t) = f(u()
ist und zeigen Sie, dass diese stabil ist.

(b) Essei f: R? — R? gegeben durch f(x,y) = (3xy® — x3, —3x2y? — 5y) fiir (x,y) € R2.
Zeigen Sie, dass die stationire Stelle 0 der Differentialgleichung

w'(t) = f(u()

stabil ist.
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Lésungsvorschlag.

(a) Wir zeigen zunichst, dass 0 eine stationire Stelle der obigen Differentialgleichung ist,
das heift, wir zeigen, dass f(0) = 0. Hierzu sei e, ..., e, die Standardbasis des RP. Wir
fixieren j € {1, ..., p} und definieren x,, = ¢j/nund y, = —x, = —¢;j/nfilirn € N. Dann
gilt

(fCe1) | ) = n(f(xp) | x,) <0

und

(FOw) ) = —n(fn) 1 ¥n) = 0

fiir alle n € N mit ||x,,||, [|y.]| < 7, also fiir alle n > 1/r. Da x,,,y,, = 0 flir n - oo und

f stetig in 0 ist, folgt

(f(0)]¢g) = lim (f(x)|¢) <O
und

(£0)]¢) = lim (f(n)[¢) 2 0,
also

(f(0)]¢)=0.

Da j beliebig gewiéhlt war, gilt (f(0) | ¢) = 0 fiir alle j, also f(0) = 0. Somit ist 0 eine
stationére Stelle der Differentialgleichung.

Esseiu: [0,w,) — RP die nach rechts nicht fortsetzbare Losung des Anfangswertpro-
blems

u'(t) = f(u())
u(0) = x,

mit x, € B(0,r) und t € [0,w,) sowie ¢: [0,w,) — R, ¢t — |u(t)|? Dann gilt
lu(®)| < ralso ¢'(t) < 0: Ist |u(t)|| <r,so gilt

@'(t) = 2(u' () | u(®)) = 2(f(u(®) | u(t)) < 0.

Nun zeigen wir, dass 0 ein stabiler Punkt ist. Sei hierzu € € (0,r). Setze § = ¢/2 > 0.
Seiu: [0,w,) — RP die nach rechts nicht fortsetzbare Losung des obigen Anfangs-
wertproblems mit x, € B(0,d). Dann gilt |u(t)| < ¢ fiir alle ¢t € [0, w,): Wir zeigen
dies per Widerspruch. Angenommen, die Gleichung gilte nicht. Dann wire M = {t €
[0,,): Ju(®)] = € # @. Da |[u(0)]| = [xo]l < & = €/2 < ¢, liegt 0 ¢ M, womit
t, = infM > 0 wohldefiniert ist. (¢, > 0 folgt aus der Stetigkeit von u in 0.) Da u
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stetig in ¢, ist, folgt ||u(t,)|| > € und aus der Definition von ¢, folgt, dass jeweils fiir alle
t €[0,t,)

lu@®| <e<r
= ¢'(t) <0
= o fallend auf [0, ¢,)
= u(®)l < u(0)]| < llxofl <6 =c¢/2
= c<ut,) = %iTrg:Mu(t)ll <¢e/2

= lu(®)| <e.
Hieraus folgt insbesondere, dass w, = oo und damit, dass
Ixoll <& = @y = oo, [Ju(t) — 0 = ()l <&
fiir alle ¢ > 0, also ist O stabil.

(b) Esist f € C}(R? R?)und fiir x,y € R gilt

3 _ 43
e =((30:75)

b))
= (3x%® — x*) + (=3x2)% — 5?)

= —x* — 592
<0,

also ist 0 nach Punkt (a) eine stabile stationire Stelle. O



