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Aufgabe 1 (Stabilität bei linearen Systemen). Es seien 𝑥0 ∈ ℝ2 und die zwei Matrizen
𝐴, 𝐵 ∈ ℝ2×2 gegeben durch

𝐴 = (0 −1
1 0 ) , 𝐵 = (0 1

0 0) .

(a) Bestimmen Sie die Lösung des Anfangswertproblems

𝑢′(𝑡) = 𝐴𝑢(𝑡), 𝑢(0) = 𝑥0,

indem Sie e𝑡𝐴 (𝑡 ∈ ℝ) berechnen und folgern Sie, dass die stationäre Stelle 0 der
Differentialgleichung stabil ist.

(b) Zeigen Sie, dass die stationäre Stelle 0 der Differentialgleichung

𝑢′(𝑡) = 𝐵𝑢(𝑡)

instabil ist.

Lösungsvorschlag.

(a) Es gilt

𝐴2 = (0 −1
1 0 ) (

0 −1
1 0 ) = −𝐼,

𝐴3 = 𝐴2𝐴 = (−𝐼)𝐴 = −𝐴,
𝐴4 = 𝐼.

Man zeigt per Induktion, dass𝐴2𝑘 = (−1)𝑘𝐼 und𝐴2𝑘+1 = (−1)𝑘𝐴 für 𝑘 ∈ ℕ0. Für 𝑡 ∈ ℝ
gilt nun

e𝑡𝐴 =
∞
∑
𝑘=0

(𝑡𝐴)𝑘
𝑘!

=
∞
∑
𝑘=0

(𝑡𝐴)2𝑘

(2𝑘)!
+

∞
∑
𝑘=0

(𝑡𝐴)2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

=
∞
∑
𝑘=0

𝑡2𝑘(−1)𝑘𝐼
(2𝑘)!

+
∞
∑
𝑘=0

𝑡2𝑘+1(−1)𝑘𝐴
(2𝑘 + 1)!

=
∞
∑
𝑘=0

(−1)2𝑘𝑡2𝑘

(2𝑘)!
𝐼 +

∞
∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
𝐴
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= cos 𝑡 (1 0
0 1) + sin 𝑡 (0 −1

1 0 )

= (cos 𝑡 − sin 𝑡
sin 𝑡 cos 𝑡 ) .

Die Funktion 𝑢∶ ℝ → ℝ2, 𝑡 ↦ e𝑡𝐴𝑥0 ist die eindeutige nicht fortsetzbare Lösung des
Anfangswertproblems.

Wir zeigen nun zunächst, dass für jedes 𝑡 ∈ ℝ die Matrix e𝑡𝐴 orthogonal ist, also
‖e𝑡𝐴𝑥‖ = ‖𝑥‖ für alle 𝑥 ∈ ℝ2. Seien 𝑡 ∈ ℝ und 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2. Dann gilt

e𝑡𝐴𝑥 = (cos 𝑡 − sin 𝑡
sin 𝑡 cos 𝑡 ) (

𝑥1
𝑥2
)

= 𝑥1 (
cos 𝑡
sin 𝑡) + 𝑥2 (

− sin 𝑡
cos 𝑡 )

= 𝑥1𝜔1 + 𝑥2𝜔2.

Da 𝜔1⊥𝜔2 und ‖𝜔1‖ = ‖𝜔2‖ = 1, folgt aus dem Satz des Pythagoras

‖
‖e

𝑡𝐴𝑥‖‖
2
= ‖𝑥1𝜔1 + 𝑥2𝜔2‖

= 𝑥21‖𝜔1‖
2 + 𝑥22‖𝜔2‖

2

= 𝑥21 + 𝑥22
= ‖𝑥‖2.

Wir zeigen nun, dass die stationäre Stelle 0 stabil ist. Es sei dazu 𝑥1 = 0 die stationäre
Stelle des Anfangswertproblems und sei 𝜀 > 0. Wir wählen 𝛿 = 𝜀 > 0. Ist nun 𝑣 die
nach rechts nicht fortsetzbare Lösung des Anfangswertproblems mit 𝑥0 ∈ 𝐵(0, 𝛿), so
gilt 𝜔+ = ∞ und 𝑢(𝑡) = e𝑡𝐴𝑥0 für 𝑡 ≥ 0 und

‖𝑢(𝑡) − 𝑥1‖ = ‖𝑢(𝑡)‖

= ‖
‖e

𝑡𝐴𝑥0‖‖
= ‖𝑥0‖
< 𝛿 = 𝜀

für 𝑡 ≥ 0, also ist 𝑥1 stabil.

(b) Es sei

𝐵 = (0 1
0 0) ∈ ℝ2
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und für 𝑥1 ∈ ℝ2 betrachten wir das Anfangswertproblem

𝑢′(𝑡) = 𝐵𝑢(𝑡)
𝑢(0) = 𝑥1.

Wir berechnen nun e𝑡𝐵 für 𝑡 ∈ ℝ. Es ist 𝐵 nilpotent, denn es gilt 𝐵𝑘 = 0 für alle 𝑘 ≥ 2.
Also folgt für 𝑡 ∈ ℝ

e𝑡𝐵 =
∞
∑
𝑘=0

(𝑡𝐵)𝑘
𝑘!

=
1
∑
𝑘=0

(𝑡𝐵)𝑘
𝑘!

= 1 + 𝑡𝐵

= (1 𝑡
0 1) .

Damit ist 𝑢∶ ℝ → ℝ2, 𝑡 ↦ e𝑡𝐵𝑥1 die nicht fortsetzbare Lösung des Anfangswertpro-
blems. Für jedes 𝛿 > 0 gilt für 𝑥1 = (0, 𝛿/2) ∈ 𝐵(0, 𝛿) und für die nicht fortsetzbare
Lösung 𝑢 des Anfangswertproblems gilt dann

𝑢(𝑡) = e𝑡𝐵𝑥1

= (1 𝑡
0 1) (

0
𝛿/2)

= 𝛿
2 (

𝑡
1)

für 𝑡 ∈ ℝ, also

‖𝑢𝑡‖ = 𝛿
2
‖
‖‖(
𝑡
1)
‖
‖‖

= 𝛿
2
√1 + 𝑡2

≥ 𝛿
0|𝑡|

→ ∞

für 𝑡 → ∞, also ist 0 instabil.
Bemerkung: In beiden Teilaufgaben haben die Eigenwerte der Matrizen jeweils den
Realteil 0.

Aufgabe 2 (Stationäre Lösungen). Berechnen Sie die stationären Stellen der folgenden Dif-
ferentialgleichungssysteme und untersuchen Sie diese auf asymptotische Stabilität bezie-
hungsweise Instabilität.
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(a) (𝑢𝑣)
′

(𝑡) = (−𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡) − (𝑢(𝑡)2 + 𝑣(𝑡)2)
𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡) + (𝑢(𝑡)2 + 𝑣(𝑡)2) ),

(b) (𝑢𝑣)
′

(𝑡) = ( 𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡) + 2
−𝑢(𝑡)2 + 𝑣(𝑡) + 4) und

(c) (𝑢𝑣)
′

(𝑡) = ( 2𝑢(𝑡)(𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡))
𝑣(𝑡)(3𝑣(𝑡) − 4𝑢(𝑡))).

Lösungsvorschlag.

(a) Wir definieren 𝑓∶ ℝ2 → ℝ2 mit

𝑓(𝑥, 𝑦) = (−𝑥 − 𝑦 − (𝑥2 + 𝑦2)
𝑥 − 𝑦 + (𝑥2 + 𝑦2) ) .

Dann wird obige Differentialgleichung zu

(𝑢𝑣)
′

(𝑡)𝑓(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)).

Die stationären Stellen der Differentialgleichung sind die Nullstellen von 𝑓. Ist (𝑥, 𝑦) ∈
ℝ2 eine Nullstelle von 𝑓, so gilt

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0
⟺ −𝑥 − 𝑦 − (𝑥2 + 𝑦2) = 0 ∧ 𝑥 − 𝑦 + (𝑥2 + 𝑦2) = 0

⟹ −2𝑦 = 0
⟺ 𝑦 = 0.

Hieraus wiederum folgt

𝑥 + 𝑥2 = 𝑥(𝑥 + 1) = 0
⟺ 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = −1,

also (𝑥, 𝑦) ∈ {(−1, 0), (0, 0)}. Umgekehrt folgt, dass 𝑓(−1, 0) = 𝑓(0, 0) = 0. Somit sind
(0, 0) und (−1, 0) die stationären Stellen von 𝑓.
Es gilt 𝑓 ∈ 𝐶1(ℝ2, ℝ2)mit

𝑓′(𝑥, 𝑦) = (−1 − 2𝑥 −1 − 2𝑦
1 + 2𝑥 −1 + 2𝑦) .

Setze

𝐴 = 𝑓′(0, 0) = (−1 −1
1 −1)
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und

𝐵 = 𝑓′(−1, 0) = ( 1 −1
−1 −1) .

Dann gilt 𝜎(𝐴) = {−1 + i, −1 − i}, also haben alle Eigenwerte von 𝐴 negativen Realteil,
also ist (0, 0) nach Satz 13.1 asymptotisch stabil. Da 𝜎(𝐵) = {√2,−√2}, ist (−1, 0) nach
Satz 13.3 instabil.

(b) Analog wie zuvor erhalten wir die stationären Stellen (−2, 0), (1, −3), wobei beide
instabil sind.

(c) Hier ist (0, 0) die einzige stationäre Stelle. Da 0 der einzige Eigenwert der Ableitung
der rechten Seite ist und daher die Sätze der Vorlesung nicht anwendbar sind, gehen
wir anders vor. Stattdessen rechnen wir ein paar Lösungen mit 𝑢 = 0 auszurechnen.
Aus 𝑢 = 0 wird die Differentialgleichung zu

𝑣′(𝑡) = 3𝑣2(𝑡), 𝑣(0) = 𝑥0,

für einen Anfangswert 𝑥0 ∈ ℝ. Mit Trennung der Variablen findet man für 𝑥0 ≠ 0 die
nicht fortsetzbare Lösung

𝑣(𝑡) =
𝑥0

1 − 3𝑡𝑥0
für 𝑡 ∈ (𝜔−, 𝜔+). Für 𝑥0 > 0 gilt 1 − 3𝑡𝑥0 > 0, also 𝑡 < 1/(3𝑥0), also 𝜔+ = 1/(3𝑥0). In
jeder Umgebung der 0 existieren also Lösungen des Anfangswertproblems

(𝑢𝑣)
′

(𝑡) = 𝑓(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)), (𝑢𝑣) (0) = (𝑥1𝑦1
)

für 𝑥1 = 0 und 𝑦1 = 𝛿/2mit 𝛿 > 0, welche nicht für alle 𝑡 ≥ 0 definiert sind. Somit ist
(0, 0) instabil.

Aufgabe 3 (Stabilität).

(a) Es seien 𝑟 > 0 und 𝑓 ∈ 𝐶1(ℝ𝑝, ℝ𝑝) (𝑝 ∈ ℕ) mit (𝑓(𝑥), 𝑥) ≤ 0 (𝑥 ∈ 𝐵(0, 𝑟)). Zeigen Sie,
dass 0 eine stationäre Stelle der Differentialgleichung

𝑢′(𝑡) = 𝑓(𝑢(𝑡))

ist und zeigen Sie, dass diese stabil ist.

(b) Es sei 𝑓∶ ℝ2 → ℝ2 gegeben durch 𝑓(𝑥, 𝑦) = (3𝑥𝑦3 − 𝑥3, −3𝑥2𝑦2 − 5𝑦) für (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2.
Zeigen Sie, dass die stationäre Stelle 0 der Differentialgleichung

𝑢′(𝑡) = 𝑓(𝑢(𝑡))

stabil ist.
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Lösungsvorschlag.

(a) Wir zeigen zunächst, dass 0 eine stationäre Stelle der obigen Differentialgleichung ist,
das heißt, wir zeigen, dass 𝑓(0) = 0. Hierzu sei 𝑒1,…, 𝑒𝑝 die Standardbasis des ℝ𝑝. Wir
fixieren 𝑗 ∈ {1,…, 𝑝} und definieren 𝑥𝑛 = 𝑒𝑗/𝑛 und 𝑦𝑛 = −𝑥𝑛 = −𝑒𝑗/𝑛 für 𝑛 ∈ ℕ. Dann
gilt

(𝑓(𝑥1) || 𝑒𝑗) = 𝑛(𝑓(𝑥𝑛) | 𝑥𝑛) ≤ 0
und

(𝑓(𝑦𝑛) || 𝑒𝑗) = −𝑛(𝑓(𝑦𝑛) | 𝑦𝑛) ≥ 0

für alle 𝑛 ∈ ℕmit ‖𝑥𝑛‖, ‖𝑦𝑛‖ < 𝑟, also für alle 𝑛 > 1/𝑟. Da 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 → 0 für 𝑛 → ∞ und
𝑓 stetig in 0 ist, folgt

(𝑓(0) || 𝑒𝑗) = lim
𝑛→∞

(𝑓(𝑥𝑛) || 𝑒𝑗) ≤ 0

und
(𝑓(0) || 𝑒𝑗) = lim

𝑛→∞
(𝑓(𝑦𝑛) || 𝑒𝑗) ≥ 0,

also
(𝑓(0) || 𝑒𝑗) = 0.

Da 𝑗 beliebig gewählt war, gilt (𝑓(0) ∣ 𝑒𝑗) = 0 für alle 𝑗, also 𝑓(0) = 0. Somit ist 0 eine
stationäre Stelle der Differentialgleichung.

Es sei 𝑢∶ [0, 𝜔+) → ℝ𝑝 die nach rechts nicht fortsetzbare Lösung des Anfangswertpro-
blems

𝑢′(𝑡) = 𝑓(𝑢(𝑡))
𝑢(0) = 𝑥0

mit 𝑥0 ∈ 𝐵(0, 𝑟) und 𝑡 ∈ [0, 𝜔+) sowie 𝜑∶ [0, 𝜔+) → ℝ, 𝑡 ↦ ‖𝑢(𝑡)‖2. Dann gilt
‖𝑢(𝑡)‖ < 𝑟 also 𝜑′(𝑡) ≤ 0: Ist ‖𝑢(𝑡)‖ < 𝑟, so gilt

𝜑′(𝑡) = 2(𝑢′(𝑡) | 𝑢(𝑡)) = 2(𝑓(𝑢(𝑡)) | 𝑢(𝑡)) ≤ 0.

Nun zeigen wir, dass 0 ein stabiler Punkt ist. Sei hierzu 𝜀 ∈ (0, 𝑟). Setze 𝛿 = 𝜀/2 > 0.
Sei 𝑢∶ [0, 𝜔+) → ℝ𝑝 die nach rechts nicht fortsetzbare Lösung des obigen Anfangs-
wertproblems mit 𝑥0 ∈ 𝐵(0, 𝛿). Dann gilt ‖𝑢(𝑡)‖ < 𝜀 für alle 𝑡 ∈ [0, 𝜔+): Wir zeigen
dies per Widerspruch. Angenommen, die Gleichung gälte nicht. Dann wäre𝑀 = {𝑡 ∈
[0, 𝜔+)∶ ‖𝑢(𝑡)‖ ≥ 𝜀} ≠ ∅. Da ‖𝑢(0)‖ = ‖𝑥0‖ < 𝛿 = 𝜀/2 < 𝜀, liegt 0 ∉ 𝑀, womit
𝑡∗ = inf𝑀 > 0 wohldefiniert ist. (𝑡∗ > 0 folgt aus der Stetigkeit von 𝑢 in 0.) Da 𝑢
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stetig in 𝑡∗ ist, folgt ‖𝑢(𝑡∗)‖ ≥ 𝜀 und aus der Definition von 𝑡∗ folgt, dass jeweils für alle
𝑡 ∈ [0, 𝑡∗)

‖𝑢(𝑡)‖ < 𝜀 < 𝑟
⟹ 𝜑′(𝑡) ≤ 0
⟹ 𝜑 fallend auf [0, 𝑡∗)
⟹ ‖𝑢(𝑡)‖ ≤ ‖𝑢(0)‖ ≤ ‖𝑥0‖ < 𝛿 = 𝜀/2
⟹ 𝜀 ≤ 𝑢(𝑡∗) = lim

𝑡↑𝑡∗
‖𝑢(𝑡)‖ ≤ 𝜀/2

⟹ ‖𝑢(𝑡)‖ ≤ 𝜀.

Hieraus folgt insbesondere, dass 𝜔+ = ∞ und damit, dass

‖𝑥0‖ < 𝛿 ⟹ 𝜔+ = ∞, ‖𝑢(𝑡) − 0‖ = ‖𝑢(𝑡)‖ < 𝜀

für alle 𝑡 ≥ 0, also ist 0 stabil.

(b) Es ist 𝑓 ∈ 𝐶1(ℝ2, ℝ2) und für 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ gilt

(𝑓(𝑥, 𝑦) | (𝑥, 𝑦)) = (( 3𝑥𝑦3 − 𝑥3
−3𝑥2𝑦2 − 5𝑦)

||| (
𝑥
𝑦))

= (3𝑥2𝑦3 − 𝑥4) + (−3𝑥2𝑦3 − 5𝑦2)
= −𝑥4 − 5𝑦2

≤ 0,

also ist 0 nach Punkt (a) eine stabile stationäre Stelle.
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