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Aufgabe 1 (Lyapunov-Funktionen). Es sei die folgende Differentialgleichung gegeben:
(u,0)' () = (—v(®) — u(®)®, u(t) — v(t)*).

Zeigen Sie, dass 0 die einzige stationdre Stelle der Differentialgleichung ist und untersuchen
Sie diese auf Stabilitét.
Hinweis: Weisen Sie mit einer geeigneten Lyapunov-Funktion nach, dass die stationdre Stelle o
asymptotisch stabil ist.

Losungsvorschlag. Setze

3
. 2 2 —y—X
fi R —>[R,(x,y)»—><x_y3).

Dann geht die Differentialgleichung in (u, v)'(t) = f(u(t), v(t)) iiber. Der Punkt (0, 0) ist die
einzige Nullstelle von f. Da

a=ro0=(] 7).

ist o(A) = {i, —i} und somit sind die Sétze 13.1 und 13.3 nicht anwendbar.
Stattdessen definieren wir die Lyapunov-Funktion V: R? —» R, (x,y) —~ x? + y2. Dann
gilt vV € CY(R?,R) sowie V(0,0) = 0 und V(x,y) > 0 fiir alle x,y € R \ {0}. Ferner gilt
, 2x
v e =((5)

)
2y) |\ x=»°
= —2xy — 2x* + 2yx — 2y*
= —2(x* + y*)
<0 x,yeER,
:{<o x,y € R\ {0}.

Somit ist V eine (strikte) Lyapunov-Funktion zur Differentialgleichung in (0, 0), also ist (0, 0)
nach Satz 14.1 asymptotisch stabil. O

Aufgabe 2 (Stationdre Losungen und Stabilitét). Betrachten Sie das geddmpfte mathema-
tische Pendel. Dazu seien w > 0 und a > 0. Die entsprechende Bewegungsgleichung als
System erster Ordnung ist gegeben durch

(u,v)'(t) = (v(t), —av(t) — w? sin(u(t))). (1)

(a) Bestimmen Sie alle stationdren Stellen dieser Differentialgleichung.
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(b) Die Funktion V(u,v) = %vz + w?(1 —cos(u)) ist ein erstes Integral fiir das ungeddmpfte
Pendel. Zeigen Sie, dass V eine Lyapunov-Funktion zu (1) in den stationiren Stellen
(2kmt,0) (k € Z) ist und dass diese somit stabil sind. Warum ist V in den anderen
stationiren Stellen keine Lyapunov-Funktion zu (1)?

Losungsvorschlag. Durch eine Transformation in ein System erster Ordnung erhalten wir
u\ (t) = v(t)
v ~ \—av(t) + w?sinu(t))

f:le—>|R2, (x,y)|—>( Y )

(a) Wir setzen
—ay — w?sinx
und erhalten als stationére Stellen aus f(x,y) = 0 die Stellen (km, 0) fiir k € Z.
(b) Esgilt V € CY(R?,R). Zudem gilt fiirk € Z
V(2km,0) = 0 + w?(1 — cos(2km)) = 0,

und
V((2k + D, 0) = 2w? > 0,

also kann V fiir die stationdren Stellen ((2k + 1), 0) keine Lyapunov-Funktion sein.
Im Folgenden betrachten wir nur die stationédren Stellen (2km, 0). Es gilt

V(x,y) = %yz + w?(1 —cosx) >0

fiir (x,y) € B((2km,0),r) \ {(2km, 0)}, wobei die Umgebung jeweils so gewihlt sei, dass
die weiteren stationdren Stellen nicht darin liegen.

Ferner gilt

, _ [w?sinx
V (X, Y) - ( y )
und damit
5 .
v 176 = (75 [ ( Ly oz sins)
= _ayZ

<0

fiir x, y € R. Somit ist V eine Lyapunov-Funktion des Systems in den Punkten (2km, 0)
fiir k € Z. Nach Satz 14.1 sind diese stationéren Stellen stabil. O
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Aufgabe 3 (Lyapunov-Funktionen und Stabilitdt). Wir betrachten die Differentialgleichung

u'(t) = 4o(O)(w(t) — 1),
v'(t) = —u()(w(t) — 1), (2)
w'(t) = —w3(O)(u(t)* + v(t)* + 1).

Ferner sei x, = (0,0,0) € R3.

(a) Finden Sie eine so eine stetig differenzierbare Funktion f € C'(R3, R3), dass (2) sich in
der Form (u, v, w)'(t) = f(u(t), v(t), w(t)) schreiben ldsst und bestimmen Sie o( f'(x)).
Ist Satz 13.1 anwendbar?

(b) Zeigen Sie mithilfe einer geeigneten Lyapunov-Funktion V, dass x,, stabil ist.
Hinweis: Setzen Sie V(x,y,z) = ax? + by? + cz? mit geeigneten Parametern a,b,c > 0
an.

(c) Zeigen Sie, dass x, nicht asymptotisch stabil ist.

Hinweis: Finden Sie Losungen (u, v, w) von (2) mit w = 0.
Lésungsvorschlag.

(a) Wir definieren
4y(z —1)
R3S RS (x,y,2) -x(z—1)
-z3(x* +y*+1)

Dann ist f € C}(R3 R3) und die Differentialgleichung lisst sich als (u, v, w)'(t) =
f(u(t),v(t), w(t)) schreiben. Dann ist auch f(x,) = 0, also ist x, eine stationire Stelle
der Differentialgleichung.

Zudem gilt
0 -4 0
A=f'(xp)=[1 0o o],
0O 0 O

also o(A) = {0, 2i, —2i}. Da also Re A = Ofiir alle 1 € g(A), ist Satz 13.1 nicht anwendbar.

(b) Setzen wir V wie im Hinweis, so erhalten wir direkt V € C1(R3, R) sowie V(x) = 0
und V(x,y,z) > 0fiir x, y,z € R3 \ {0}. Zudem erhalten wir

2ax 4y(z—1)
(V'(x,y,2)| f(x,y,2)) = | | 2by —x(z —1)
2cz —z3(x®+y*+1)

= 8axyz — 8axy — 2bxyz + 2bxy — 2cz*(x* + y* + 1),



Analysis fiir das Lehramt - Losungsvorschlag zu Ubungsblatt og

alsomita=1,b=4undc=1

= —z4(x*+y*+1)
<0

fiir alle x, y € R3. Somit ist V eine Lyapunov-Funktion fiir die Differentialgleichung
im Punkt x,, also ist nach Satz 14.1 x, stabil.

(c) Wie im Hinweis empfohlen, setzen wir w = 0. Dann ergibt sich

u\ (= (RO Z (0 =4 (u®

v “Nu@ T\ o /\v@®)
Die Eigenwerte der auftretenden Matrix sind 1i und —2i mit den Eigenvektoren (2i, 1)
beziehungsweise —2i, 1. Also ist fiir jedes § > 0 die Funktion

y: R > R4 t|—>5Re(e (1 =0 cos(2t)

eine Losung der Differentialgleichung mit w = 0. Somit ist fiir jedes d die Funktion

u u —2sin(2t)
V]|:R->R3 |v]|(@)=6]| cos(2t)
w w 0

eine Losung der Differentialgleichung und es gilt

u

v ()

w

= §2(4sin®(2t) + cos?(2t))

= §%(1 + 3sin®(2t))
> 52,

Also gilt mit x; = (u,v,w)(0) = §(0, 1,0), dass ||x; — xo|| = 8, aber ||(u, v, w)(t)|| > 6,
also insbesondere lim;_, ., (u, v, w)(t) # X, also ist x, nicht asymptotisch stabil. O



