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Aufgabe 1 (Satz von Fubini). Berechnen Sie mithilfe des Satzes von Fubini die folgenden
Integrale.

(a) ∫
𝐴
𝑦2 cos(𝑥𝑦) d(𝑥, 𝑦), für 𝐴 = [0, 1] × [0, π],

(b) ∫
𝐵

𝑥𝑦
1 + 𝑥𝑦2 d(𝑥, 𝑦), für 𝐵 = [0, 1] × [0, 1] und

(c) ∫
𝐶

𝑥2𝑦 − 𝑦3

√𝑧 + 1
d(𝑥, 𝑦, 𝑧), für 𝐶 = [0, 2] × [1, 2] × [0, 3].

Aufgabe 2 (Volumenberechnung). Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen messbar sind und
berechnen Sie jeweils deren Volumen. Nutzen Sie hierzu jeweils eine passende Eigenschaft
von Integralen aus Satz 15.4.

(a) 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑥, 𝑦 ≤ 0, 𝑥 + 𝑦 ≥ −3},

(b) 𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑥2 ≤ 2 + 𝑦, 𝑦 ≤ 𝑥},

(c) 𝐶 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑥 ≥ 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 4, 𝑧 ≥ 0, 2𝑧 + 𝑥 ≤ 2},
Hinweis: Satz von Fubini.

(d) 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 9,max {|𝑥|, |𝑦|, |𝑧|} > 2}.

Aufgabe 3 (Prinzip von Cavalieri). Berechnen Sie jeweils das Volumen der Mengen 𝐴, 𝐵 und
𝐶.

(a) 𝐴 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧3 ≤ 0, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1}.

(b) 𝐵 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ − 1 + 1
2𝑧 ≤ 𝑥 ≤ 1 − 1

2𝑧, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2 − 𝑧, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2}.

(c) 𝑆1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑥2+𝑧2 ≤ 𝑟2}, 𝑆2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑦2+𝑧2 ≤ 𝑟2} und𝐶 = 𝑆1∩𝑆2.

Aufgabe 4 (Rotationskörper). Es seien 𝑎 < 𝑏 und 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏])mit 𝑓 ≥ 0 (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]). Durch
Rotation des Graphen von 𝑓 um die 𝑥-Achse entsteht der folgende Rotationskörper:

𝐵 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑓(𝑥)2}.

Bestimmen Sie für die folgenden Funktionen 𝑓 und 𝑛 ∈ ℕ jeweils das Volumen 𝑉(𝐵):

(a) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛(1 − 𝑥) (𝑥 ∈ [0, 1]),

(b) 𝑓(𝑥) = | sin(𝑛𝑥)| (𝑥 ∈ [−π, π]).
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