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Aufgabe 1 (Satz von Fubini). Berechnen Sie mithilfe des Satzes von Fubini die folgenden
Integrale.

(a) fyz cos(xy)d(x,y), fiirA=1[0,1]x [0,],
A

Xy L
(b) f 1537 d(x,y), fiirB=1[0,1] x[0,1]und

(c)f "y - yd(xy,z) fiir C = [0,2] x [1,2] X [0, 3].

Jzr1

Losungsvorschlag.

(a) A istein kompaktes Intervall in R2, der Integrand, den wir mit f bezeichnen, stetig auf
A und somit integrierbar {iber A nach Satz 15.2 (4). Mit dem Satz von Fubini folgt

el
(x,y)d(x,y) = 2 (xy)dxd
'[4fxy X,y ./O‘Aycosxy xdy

T
=f ysinydy
0

= T

(b) Bist ein kompaktes Intervall in R2. Wegen 1 + xy? > 1 fiir (x, y) € Bist der Integrand,
den wir mit g bezeichnen, stetig auf B und somit integrierbar iiber B. Mit dem Satz von

Fubini folgt
1 p1 Xy
gx,y)d(x,y) = f f dydx
/,; o Jo 1+x)?

"1 1
=f0 510g(1+x)—§10g1dx

1

=log2— =.

og 5

(c) Cistein kompaktes Intervall in R3. Da+/z + 1 > 1 fiir z € [0, 3], ist der Integrand, den

wir mit h bezeichnen, stetig auf C und somit integrierbar iiber C. Mit dem Satz von
Fubini folgt

2 2 3 x2y _ y3
h(x,y,z)d(x,y,z) = f f f ——dzdydx
/C.' o /1 Jo Vz+1
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2 2
:f f 2(x?y — y*)dydx
o 1
2

15
=/ 3x2— = dx
o 2

= -7, O

Aufgabe 2 (Volumenberechnung). Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen messbar sind und
berechnen Sie jeweils deren Volumen. Nutzen Sie hierzu jeweils eine passende Eigenschaft
von Integralen aus Satz 15.4.

(@ A={(x,y) eR?*: x,y <0, x+y > -3},
() B={(x,y) eR*: x> <2+Yy,y < x},

© C={(xy,2)ER3: x>0,0<y<4,z>0,2z+x <2},

Hinweis: Satz von Fubini.
(@) D ={(x,y,z) € R3: x*> + y? + z% < 9, max{|x|, |y|, |z|} > 2}
Lésungsvorschlag.

(a) Fiur(x,y) € Agilt0 > x > —y—3 > —3,alsox € [-3,0],und 0 > y > —3 — x. Setze
B = [-3,0], dann ist B als kompaktes Intervall messbar. Die Funktionen f(x) = 0 und

g(x) = =3 — x fiir x € B sind stetig und beschrinkt auf B und somit integrierbar auf
B. Insbesondere gilt A = {(x,y) € R?: x € B, g(x) <y < f(x)}. Somit ist A messbar
und es gilt

0

V(A)=ff(x)—g(x)dx=f 3+xdx=§.
B

-3
(b) Aus x?2 + yund y < x folgt
X2 <24 x & x<2Ax> -1

Da das kompakte Intervall [—1, 2] messbar ist und die Funktionen x ~ x? — 2 und
x +— x darauf stetig und beschrankt und somit integrierbar sind, folgt die Messbarkeit
von B aus Satz 15.4 (9), denn B = {(x,y) € R?: x € [-1,2], x> — 2 < y < x}. Weiter
gilt

2 9
V(B)=f x—x2+2dx:§.
-1
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(c) Esgilt x < 2 -2z < 2,also x € [0,2],also C = {(x,y,z) € R*>: (x,y) € [0,2] X
[0,4], 0 < z < —1/2x + 1}. Da das kompakte Intervall I = [0, 2] X [0, 4] integrierbar
ist, ist die Menge C nach Satz 15.4 (9) messbar. Weiter gilt mit dem Satz von Fubini

1 2 p4 2
V(C)=f——x+1d(x,y)=f f ——x+1dydx=f —2x +4dx = 4.
I 2 0 0 2 0

(d) Wir definieren D, = {(x,y,z) € R3: x> + y? +z?> < 9tund D, = {(x,y,2) €

R3: max{|x|, ||, |z|} < 2} = [-2] X [-2,2] X [-2,,]. Dann gilt D = D, \ D,. Da D,
und D, messbar sind, ist nach Satz 15.4 (5) auch D messbar. Weiter gilt mit Satz 15.4 (7),
daD, C D

V(Dy) = V(D \ D, UD,) = V(D \ D) + V(D,) = V(D; \ D, N D),
also V(D) = V(D;) — V(D,) = 367 — 64. O

Aufgabe 3 (Prinzip von Cavalieri). Berechnen Sie jeweils das Volumen der Mengen A, B und
C.

(@) A={(x,y,z) ER3: x> +y*-23<0,0<z<1}.
1 1
(b) B={(x,y,z) e R3: —1+§z§x§1—§z,O§y§2—z,0§z§2}.

© S; ={(x,y,2) e R3: x*+22 <r?},S, ={(x,y,2) € R®: y?+2z2 <r’}und C = S;NS,.
Losungsvorschlag.

(a) A € R3 ist messbar und fiir z € [0,1] setzen wir A(z) = {(x,y) € R?: (x,y,z) €
A} = {(x,y) € R?: x? + y? < z3}. A(2) ist also messbar fiir alle z € [0,1]. Mit dem
Prinzip von Cavalieri (Satz 15.5) folgt, dass z — V(A(z)) integrierbar ist {iber [0, 1] und
V(A) = f, V(A(2)) dz gilt. Wegen V(A(z)) = nz® folgt

1
V(A)=TC/ 2dz =",
0 4

(b) Die Menge B ist messbar und wir definieren fiir jedes z € [0, 2] die messbare Menge
B(z) ={(x,y) € R?: (x,y,2) €B} ={(x,y)) ER?: —1+1/2z2<x<1-1/22,0<
y < 2—z}. Die Menge B(z) ist ein Quadrat mit Seitenlinge 2 — z, folglich gilt V(B(z)) =
(2 — z)2. Mit dem Prinzip von Cavalieri folgt

2 8
V(B):/ 2—-2)*dz = -.
A 3
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(c) S; und S, sind Zylinder und messbar, somit auch C. Fiir z € [—r, r] setzen wir

C(z) ={(x,y) € R?: (x,y,2) € C}
={(x,y) ER2: x2 <12 — 2%, )2 <r* — 72}

={(x,y) €R?: x,y € [-Vr2 — z2,\/r2 — z2]}.

C(z) ist somit ein Quadrat (abgeschlossen) mit Seitenléinge 2/ r2 — z2, somit messbar,
und es gilt V(C(z)) = 4(r*> — z*%). Mit dem Prinzip von Cavalieri folgt

V(C)=4/rr2—zzdz=?r3. O
-r
Aufgabe 4 (Rotationskdrper). Esseien a < bund f € C([a, b]) mit f > 0 (x € [a, b]). Durch
Rotation des Graphen von f um die x-Achse entsteht der folgende Rotationskorper:
B={(x,y,2z) € R3: x € [a,b],y* + 2> < f(x)*}.

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen f und n € N jeweils das Volumen V(B):

(@) f)=x"0-x) (xe[0,1]),

(d) f(x) =[sin(nx)| (x € [-m,7]).
Lésungsvorschlag.

(a) Aus der Vorlesung folgt

1
—_ n 2 = =
V(B) = T[.l (x"(1+x))"dx = @2n+1)(n+1)2n+3)

(b) Wir berechnen zunichst
fsinzxdx = —cosxsinx — f —cos? xdx
= —sinxcosx + f 1 —sin? xdx
. 2 1 .
< | sin“xdx = E(x — sin x cos x).

Wieder folgt aus der Vorlesung

b ( nm
V(B) = nj | sin(nx)|? dx = 2nf ) sin®(nx) dx = 277[ f sin?xdx =n2. O
-7 0 0



