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Aufgabe 1 (Normalbereiche).

(a) Es sei 𝐴 ⊆ ℝ2 das abgeschlossene Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (π, 0) und (0, π).
Berechnen Sie

∫
𝐴
𝑥𝑦2 − 2 sin(𝑥 + 𝑦) d(𝑥, 𝑦).

(b) Es sei 𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑥, 𝑦 ≥ 0, 𝑥3 + 𝑦2 ≤ 1}. Berechnen Sie

∫
𝐵
𝑥2 + 2𝑦 d(𝑥, 𝑦).

(c) Es sei 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑥 ∈ [1, 2], 0 ≤ 𝑥𝑦 ≤ π/2}. Berechnen Sie

∫
𝐶

cos(𝑥𝑦)
𝑥 d(𝑥, 𝑦).

(d) Es sei 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑦 ≥ 0, 𝑦 − 𝑥 ≥ −1, 𝑦2 − 𝑥 − 1 ≤ 0}. Berechnen Sie

∫
𝐷
cosh ( 𝑥

𝑦 + 1) d(𝑥, 𝑦).

Aufgabe 2 (Polarkoordinaten).

(a) Es seien 0 < 𝜚 < 𝑅.

(i) Es sei 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝜚2 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0}. Berechnen Sie

∫
𝐴
(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑(𝑥, 𝑦).

(ii) Es sei 𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑥 ≥ 0, |𝑦| ≤ 𝑥,√𝑥2 + 𝑦2 ∈ [𝜚, 𝑅]}. Berechnen Sie

∫
𝐵

𝑦
𝑥 𝑑(𝑥, 𝑦).

(b) Es sei 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ e − 1}. Berechnen Sie

∫
𝐶

1
1 + 𝑥2 + 𝑦2 𝑑(𝑥, 𝑦).
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Aufgabe 3 (Zylinderkoordinaten).

(a) Berechnen Sie für den Kreiskegel 𝐾 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ √𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 − 𝑧, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1}
das Integral

∫
𝐾
(𝑥2 + 𝑦2)2 e(1−𝑧)7 d(𝑥, 𝑦, 𝑧).

(b) Berechnen Sie für 𝑎 > 0 das Volumen der folgenden Menge:

𝐵𝑎 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑎2, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎𝑥}.

Aufgabe 4 (Kugelkoordinaten).

(a) Für 0 < 𝜚 < 𝑅 sei 𝐵𝜚 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝜚2 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2}. Bestimmen Sie

lim
𝜚→0

∫
𝐵𝜚

1
√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

d(𝑥, 𝑦, 𝑧).

(b) Es seien 𝑅 > 0 und 𝐾(0, 𝑅) die Kugel um den Punkt 0mit Radius 𝑅 im ℝ3. Berechnen
Sie

lim
𝑅→∞

∫
𝐾(0,𝑅)

1
(1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)2

d(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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