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Aufgabe 1 (Normalbereiche).

(a) Essei A C R? das abgeschlossene Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (7, 0) und (0, ).
Berechnen Sie

f xy? — 2sin(x + y) d(x, y).
A
(b) Essei B ={(x,y) € R?: x,y > 0,x> + y?> < 1}. Berechnen Sie

/x2 +2yd(x,y).

B

(c) EsseiC ={(x,y) € R?: x €[1,2],0 < xy < m/2}. Berechnen Sie

cos(x
[ =2 4y,
c
(d) EsseiD ={(x,y) € R?: y >0,y —x > —1,y? — x — 1 < 0}. Berechnen Sie
X
/D cosh (ﬁ) d(x, y).
Losungsvorschlag.
(a) Esgilt

A={(x,y)eR*: xe[0,n], 0 <y <m—x}.

Die Funktion x — 7 — x ist stetig, also ist A ein Normalbereich beziiglich der x-Achse.
Weiter ist die Funktion (x,y) — xy? — 2sin(x + y) stetig auf A und somit folgt mit
partieller Integration im duferen Integral

T T—X
f xy? — 2sin(x + y)d(x,y) = f f xy? — 2sin(x + y)dydx
A o Jo
"1
:] =x(m—x)3 + 2cos xdx
o 3

1[ 1 " 1/” 1 .
==|[—>x(mT—x) ] - = —=(m—x)*dx
3l 4 x=0 3J, 4
— 27 — 2[sin x]z=0
1

= —71° =2
607’[ 7
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(b) Wir schreiben B als {(x,y) € R?>: x € [0,1], 0 < y < V1 — x3}. Die Funktion
x — 1 — x3 ist stetig auf [0, 1], also ist B ein Normalbereich beziiglich der x-Achse.
Die Funktion (x, y) — x? + 2y ist ebenfalls stetig auf B und somit gilt

1 pV1-x3
fx2+2yd(x,y):f f x>+ 2ydydx
B 0 0
1
=f X*V1—-x3+1-x3dx
0
35

2%,

(c) Wir schreiben C als {(x,y) € R?: x € [1,2], 0 < y < m/(2x)}. Dies ist ein Normalbe-
reich beziiglich der x-Achse, (x, y) — cos(xy)/x ist auf C stetig und es gilt

/‘cos(XY) ay) = / f"““’ OSC) 4
(o) X ’ 1 0 X

2 .
_ / sin(r/2) 0dx
1

xz

1
=3

(d) Fiir (x,y) € Dgilt x < y + 1und x > y? — 1. Wir berechnen die Schnittpunkte der
beiden Kurven x = y + 1 und x = y? — 1, also die Losungen von y? — y — 2 = 0. Dies
lasst sich dquivalent umformen zu

(—1>2—2<=>‘—1—§<=) =-1vy=2
Y=3) 71 Y=3172 Y= y=e

Wegen y > 0 bleibt nur y = 2 als Losung. D hat also die Darstellung {(x,y) € R?: y €
[0,2], ¥* =1 < x < y + 1}, also ist D ein Normalbereich beziiglich der y-Achse, die
Funktion (x,y) — cosh(x/(y + 1)) ist auf D stetig und es gilt mit partieller Integration
im dufleren Integral

X 2 py+1 x
COSh(—) d(x,y) = f f cosh(—) dxdy
jl; y+1 0 Jyz-1 y+1
2
= / (y +1)sinh1 — (y + 1) sinh(y — 1) dy
0

2
_ sinh 1[%_)}2 + y] ~ [y + Dcosh(y — DI2_,
Yy

=0
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2
+f cosh(y —1)dy
0
=2e— -,

wobei wir am Ende die Identitdten sinh z = 1/2(e? — e™%?) und cosh z = 1/2(e? + e %)
verwenden. O
Aufgabe 2 (Polarkoordinaten).
(a) Esseien0 < ¢ <R.
(i) EsseiA ={(x,y) € R?: ¢ < x> + y* <R% x > 0,y > 0}. Berechnen Sie

f (2 + 32 d(x.y).
A

(ii) Essei B ={(x,y) € R?: x > 0,|y| < x,4/x2 + y2 € [, R]}. Berechnen Sie

/ % d(x,y).

B

(b) Essei C ={(x,y) € R?: x? + y? < e — 1}. Berechnen Sie

1
———— d(x, ).
/c. 14 x2+)?

Losungsvorschlag. Wir setzen auf R?

o(r.0) = (r cos go)

rsing
und es gilt detg'(r, ) =r.

(a) (i) Wirsetzen A = [g,R] X [0,7/2] C R2. A ist ein kompaktes Intervall und daher
messbar, g ist injektiv auf A, also insbesondere auch auf dem Inneren von A
und dort ist auch detg'(r,p) = r # 0. Weiter gilt g(A) = A und die Funktion
(x,y) = x> + y? ist stetig auf A. Mit der Substitutionsregel aus Satz 15.6 folgt nun
mit dem Satz von Fubini

f x? 4+ y*d(x,y) = f r’rd(r, o)
A )

A
R ,m/2
=ff r¥dedr

e Yo
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_ a4

(ii) Fiir Polarkoordinaten gilt r € [¢,R], da y/x2+ y2 € [¢,R]. Aus x > 0 folgt
@ € [—1/2, /2] und |y| < x, also |sin ¢| < cos ¢ impliziert ¢ € [—n/4, w/4]. Mit
B = [¢,R] X [—7t/4,7/4] gilt g(B) = B und die Voraussetzungen von Satz 15.6
erfiillt. Damit folgt mit dem Satz von Fubini

y rsin ¢
[ R = [ ZiErare)

/4
= f f rtanpdrde
—mt/4 Yo

1 /4
= E(RZ —¢%) tan ¢ dg

—7t/4

=0.

(iii) Wir setzen C = [0,1/e — 1] x [0, 2xt]. Dann gilt g(C) = C, g ist injektiv auf dem
Inneren von C und dort ist auch detg'(r,p) = r # 0. Die Funktion (x,y)
1/(1+4x2 +y?) ist stetig auf C. Mit der Substitutionsregel und dem Satz von Fubini
folgt

1 1
— 1 ey = f rder,g)
L1+x2+y2 a1+1?
f .[
dedr
b O 1+ 1+r2
fo 1+r2

Aufgabe 3 (Zylinderkoordinaten).

(a) Berechnen Sie fiir den Kreiskegel K = {(x,y,z) € R3: {/x2+)2<1-20<z <1}
das Integral

/ (x* + y2)2 e1-2"d(x, y, z).
K
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(b) Berechnen Sie fiir a > 0 das Volumen der folgenden Menge:

By ={(x,y,z) € R¥: x* + y* + z2 < a®,x* + y* < ax}.

Losungsvorschlag. Wir setzen auf R3

rCcos

gr,p,z) = rsing
zZ

und es gilt detg'(r, ,z) = r.
(a) Setze f(x,y,z) = (x* + y»)?e(1=2". Wir definieren K = {(r,p,z) € R3: (p,2) €
[0,27t] X [0,1], 0 < r < 1 — z}. K ist kompakt und messbar, g ist auf dem Inneren von

K injektiv und det g'(r, ¢, z) = r # 0 im Inneren von K. Zudem gilt g(K) = K und f ist
stetig auf K. Somit folgt mit der Substitutionsregel

ff(x,y,z)d(x,y,z)=fr4e(1‘z)7rd(r, ®, 2).
K K

Weiter gilt, da K ein Normalbereich im R? ist, dass

21 1 1-z
/ f(xayyz) d(x5y1 Z) = f / / rSe(l—Z)7 drdngD
K 0 0

0
21 1 1
= f f Z(1-2)%e0-2" dzdg
o Jo ©
21
1
=1 1—edyp
0
T

(b) Fiir (x,y,z) € B, giltin Zylinderkoordinaten r* < arcosgp <= r <acos¢.Daa > 0,
folgt cos g > 0, also ¢ € [—m/2,/2]. Weiter gilt z> < a®> —r?* < —\Va2—-r2<z<

vV a? — r2. Wir definieren
Ba:{(r,qo,z)e R3: ¢€ [—gg] 0<r<acosp, —Vaz—r2 SZSVa2—r2}.

Es gilt g(B,) = B, und die Voraussetzungen des Satzes 15.6 sind erfiillt. Damit folgt

V(B,) = f 1d(x,y.2)
B,

a
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= f rd(r, e, z)
B

a

/2 pacosep pVaz-r2
= f f rdzdrde
/270 —Vaz=r2

/2 pacos@
=f f 2Va2 —r?rdrde
—-1/2 Y0

/2

2 3

= f —g(a2 — a? cos? go)g/z + §a3 de
—7/2

4 /2
= _a3f 1 —sin® ¢ dg
3 0

4 /2
=§a3f 1 —sin ¢ + sin ¢ cos? p dp
0

= %a3(37t —4). O

Aufgabe 4 (Kugelkoordinaten).

(a) Fiir0 < ¢ <RseiB, ={(x,y,z) € R3: ¢® < x? + y? + z? < R?}. Bestimmen Sie
5 o y 2 Yy

lim

f 1
¢—0 B, VX% +y2 + z2

(b) Esseien R > 0 und K(0, R) die Kugel um den Punkt 0 mit Radius R im R3. Berechnen
Sie

d(x, y, z).

1
lim d(x,y, z).
N T 1+ x2+y? 4+ z2)? Y

Losungsvorschlag. Wir setzen auf R3

¥ cos ¢ cos 9
g(r,p,9) = | rsingpcos
rsin &

und es gilt | det g'(r, ¢, 9)| = r? cos 8 fiir § € [-n/2, 7/2].

(a) Fiir0 < ¢ < Rsei B, = {(x,y,z) € R3: ¢*> < x?> + y?> 4+ z?2 < R?}. Wir setzen B, =
e ) y e y o

[0, R]X[0, 21| X[—7t/2, /2] C R3. Be ist also ein kompaktes Intervall und somit messbar.

Insbesondere ist g auf dem Inneren von Eg, injektiv und | det g'(r, ¢, 9)| = r>cosgp # 0

fiir (r, ¢, 9) im Inneren von EQ. Da die Funktion (x, y, z) — 1/4/x2 + y2 + z2 stetig auf
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B, ist und g(Be) = By gilt, folgt mit der Substitutionsregel aus Satz 15.6 und dem Satz
von Fubini

d(x,y,z) = / er cos9d(r, ¢, 9)
B, V12

R p2m pm/2
=/ / / rcosddddedr
e YO —7/2
R p2m
Zf f rdedr
e Y0
R
471/ rdr
¢

= 2n(R* — &2).

/ 1
B, sz +y2 + z2

Also konnen wir den Grenzwert ¢ — 0 des Integrals bilden und erhalten

lim d(x,y,z) = 2nR?.

f 1
=0 Jp, /X2 +y? + 22

(b) Wir setzen K = [0,R] X [0, 27t] x [—7/2,7/2] € R3. Wie im vorherigen Teil sehen wir,
dass die Voraussetzungen des Satzes 15.6 erfiillt sind. Insbesondere gilt g(K) = K(0,R)
und die Funktion (x,y,z) — 1/(1 + x? + y? + z2)? ist stetig auf K(0,R). Mit der
Substitutionsregel und dem Satz von Fubini erhalten wir folglich

1 1
d(x,y,z) = | ——=r?cosdd(r,p, 9
/I;(O,R) (1 + X2 + y2 + z2)2 (x,,2) /I.Z (1 + r2)? (r, e, 9)

R 27 /2 rz
:L‘ '/0‘ f /szOSSd‘Sd@dr
-7
fR /27’( }"2
) e
R 2
r
= 4ﬁ‘£ m dr

R
1 1 1R 1 1
—a4n|-—=—— | 24
n([ 21+r2r]r=0 fo 21+ 12 r)

= Zn(arctanR —

1+R? )
Es gilt arctan R — 7/2 und
R 1

- <Z50
1+R2 1/R+R-R
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fiir R — o0, also

1
lim f d(x, ,Z) = TCZ.
N (1 +x2 4+ y2 + z2)? Y



