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Dies ist ein Blatt mit Aufgaben im Stile von Klausuraufgaben zur Wiederholung des Stoffes.
Der Umfang entspricht etwa zwei Klausuren.

Aufgabe 1 (Funktionentheorie).

(a) Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil folgender komplexer Zahlen.

21
(i) z, = 1 T
L+i 2021
(ii) 2, = (—1) :
V2
(i) z3 =1},
341

(IV) Zy = m und
V) zs =(i—1)"

(b) Es sei der Weg y(t) = e’ (t € [0, 27]) gegeben. Berechnen Sie die folgenden Weginte-
grale.

sin(z)
(i) f ezz dz
zcos(z)
(i) / o) g,
(iii) / ze 177 4z,

(iv) / (cos(f)) - dz (hier sei y(f) = 2¢'") und

) / zez—+ 9 d
Y

(c) (i) Esseidie Funktion f gegeben durch

(z+1)e™2
z3—-2z22 —z 42’

fl2) =

Der Definitionsbereich sei die Menge aller z € C, fiir welche f(z) erklart ist.

(1) Bestimmen Sie Art und Lage aller isolierten Singularitdten von f.
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(2) Essei p(t) = 2 + 2¢' (t € [0,27]). Berechnen Sie das Wegintegral

/ f(z)dz.
72

(ii) Esseidie Funktion f: C\ {i, —i} - C gegeben durch

elZ

f@) = 1+ 22
(1) Bestimmen Sie res(f, i).
(2) Firr > 1seiy, =5, ® 5, wobei
et [=rrl=>C, n,)=t,
Yor: [0,t] = C, p,()= rell.
Berechnen Sie j;/ ) f(z)dz.

(3) Bestimmen Sie mithilfe des vorherigen Aufgabenteils den Wert des uneigent-

lichen Integrals
® cos(x)
_/: o L+ X2 dx.

(d) (i) Esseif: C — Cholomorph mit lim,_, f(z) = 0. Zeigen Sie, dass f = 0 ist.

Hinweis: Der Satz von Liouville kann niitzlich sein.

(ii) Bestimmen Sie alle holomorphe Funktionen f: C — C, die f (%) = nTH fiir alle
n € N erfiillen.

Hinweis: Identitdtssatz.

Aufgabe 2 (Differentialgleichungen).

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Anfangswertprobleme eindeutig losbar sind und bestim-
men Sie die nicht fortsetzbaren Losungen u : (w_,w,) — R.
N, ew® —1
@ w(@)=

teuT, t>0, u(l) = 1n(2)

teu(t)z

(i) u'(t) = O u(0) = VIn(4).

Bestimmen Sie hier zudem w_ und w, sowie die Grenzwerte lim;_,,, u(t) und
lim,_,,, u(?).

(b) (i) Was ist ein erstes Integral einer autonomen Differentialgleichung? Geben Sie die
Definition an.
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(ii) Bestimmen Sie fiir die folgenden beiden Differentialgleichungen jeweils ein (nicht
konstantes) erstes Integral.

1) (w,v)'(t) = 1,1+ u(t) + 2v(t)).
Hinweis: Wiihlen Sie A nur abhdngig von x.

(2) (u,v)'(t) = (cos(u(t))u(t)* + 4v(t)*, —4u(t) — 2u(t) sin(v(t))).

Folgern Sie, dass jede Losung beschrdnkt sein muss.

(c) Esseien a4, ay, B, B, > 0. Berechnen Sie die stationiren Stellen der folgenden Diffe-
rentialgleichungen und untersuchen Sie diese auf asymptotische Stabilitéit bzw. Insta-
bilitat.

@) (w,0) (1) = (u(t) — u(®)v(t)?, —4o(t) + u(t)*) und
(i) (u,v)'(t) = (—aqu(t) + apu(t)v(t), —Bv(t) + Bu(H)u(t)).
Aufgabe 3 (Integral- und Volumenberechnung).

(a) BsseiA ={(x,y) € R?: x > 0,x <y <2 — x}. Berechnen Sie

f (2 +29)d(x. ).
A

1
(b) EsseiB ={(x,y) € R?: x € [0,7t7], |y| < x*}. Berechnen Sie
/ x7y? cos(xy?) d(x, y).
B

(c) Essei C ={(x,y) € R?: x >0,y <0,x? + y? < 4}. Berechnen Sie

f xy? d(x, ).
C

(d) EsseiD ={(x,y,z) € R3: x> 0,0 <z <4,0<y < z(1-x)3}. Berechnen Sie V(D).
(e) EsseiE ={(x,y,z) ER3>: z>0,x > O,i < x% + y? + z? < 1}. Bestimmen Sie V(E).

(f) Essei0 < r < R. Berechnen Sie das Volumen des Torus

T={x,y,z)ER*: z€[-r,r,R—Vr2 —z2 <\/x2+y2 < R+ Vr2 —z2}.



