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Dies ist ein Blatt mit Aufgaben im Stile von Klausuraufgaben zur Wiederholung des Stoffes.
Der Umfang entspricht etwa zwei Klausuren.
Aufgabe 1 (Funktionentheorie).

(a) Bestimmen Sie den Real- und Imaginärteil folgender komplexer Zahlen.

(i) 𝑧1 =
1 − 2i
1 − i ,

(ii) 𝑧2 = (1 + i
√2

)
2021

,

(iii) 𝑧3 = ii,

(iv) 𝑧4 =
3 + i
(1 − i)2

und

(v) 𝑧5 = (i − 1)iπ.

(b) Es sei der Weg 𝛾(𝑡) = ei𝑡 (𝑡 ∈ [0, 2π]) gegeben. Berechnen Sie die folgendenWeginte-
grale.

(i) ∫
𝛾

esin(𝑧)

𝑧2 d𝑧,

(ii) ∫
𝛾

𝑧 cos(𝑧)
𝑧 − 2i d𝑧,

(iii) ∫
𝛾
𝑧e−|𝑧|2 d𝑧,

(iv) ∫
𝛾

cos(𝑧)
(𝑧 − 1)4

d𝑧 (hier sei 𝛾(𝑡) = 2ei𝑡) und

(v) ∫
𝛾

e−𝑧2

𝑧2 + 9 d𝑧.

(c) (i) Es sei die Funktion 𝑓 gegeben durch

𝑓(𝑧) = (𝑧 + 1)e−𝑧

𝑧3 − 2𝑧2 − 𝑧 + 2.

Der Definitionsbereich sei die Menge aller 𝑧 ∈ ℂ, für welche 𝑓(𝑧) erklärt ist.

(1) Bestimmen Sie Art und Lage aller isolierten Singularitäten von 𝑓.
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(2) Es sei 𝛾2(𝑡) = 2 + 2ei𝑡 (𝑡 ∈ [0, 2π]). Berechnen Sie das Wegintegral

∫
𝛾2
𝑓(𝑧) d𝑧.

(ii) Es sei die Funktion 𝑓∶ ℂ ⧵ {i, −i} → ℂ gegeben durch

𝑓(𝑧) = ei𝑧

1 + 𝑧2 .

(1) Bestimmen Sie res(𝑓, i).

(2) Für 𝑟 > 1 sei 𝛾𝑟 = 𝛾1,𝑟 ⊕ 𝛾2,𝑟, wobei

𝛾1,𝑟∶ [−𝑟, 𝑟] → ℂ, 𝛾1,𝑟(𝑡) = 𝑡,
𝛾2,𝑟∶ [0, π] → ℂ, 𝛾2,𝑟(𝑡) = 𝑟ei𝑡.

Berechnen Sie ∫𝛾𝑟 𝑓(𝑧) d𝑧.

(3) Bestimmen Sie mithilfe des vorherigen Aufgabenteils denWert des uneigent-
lichen Integrals

∫
∞

−∞

cos(𝑥)
1 + 𝑥2 d𝑥.

(d) (i) Es sei 𝑓∶ ℂ → ℂ holomorph mit lim|𝑧|→∞ 𝑓(𝑧) = 0. Zeigen Sie, dass 𝑓 ≡ 0 ist.

Hinweis: Der Satz von Liouville kann nützlich sein.

(ii) Bestimmen Sie alle holomorphe Funktionen 𝑓∶ ℂ → ℂ, die 𝑓( 1
𝑛
) = 𝑛+1

𝑛
für alle

𝑛 ∈ ℕ erfüllen.

Hinweis: Identitätssatz.

Aufgabe 2 (Differentialgleichungen).

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Anfangswertprobleme eindeutig lösbar sind und bestim-
men Sie die nicht fortsetzbaren Lösungen 𝑢∶ (𝜔−, 𝜔+) → ℝ.

(i) 𝑢′(𝑡) = eᵆ(𝑡) − 1
𝑡eᵆ(𝑡)

, 𝑡 > 0, 𝑢(1) = ln(2).

(ii) 𝑢′(𝑡) = 𝑡eᵆ(𝑡)2

𝑢(𝑡)
, 𝑢(0) = √ln(4).

Bestimmen Sie hier zudem 𝜔− und 𝜔+ sowie die Grenzwerte lim𝑡→𝜔− 𝑢(𝑡) und
lim𝑡→𝜔+ 𝑢(𝑡).

(b) (i) Was ist ein erstes Integral einer autonomen Differentialgleichung? Geben Sie die
Definition an.
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(ii) Bestimmen Sie für die folgenden beidenDifferentialgleichungen jeweils ein (nicht
konstantes) erstes Integral.

(1) (𝑢, 𝑣)′(𝑡) = (1, 1 + 𝑢(𝑡) + 2𝑣(𝑡)).

Hinweis: Wählen Sie 𝜆 nur abhängig von 𝑥.

(2) (𝑢, 𝑣)′(𝑡) = (cos(𝑣(𝑡))𝑢(𝑡)2 + 4𝑣(𝑡)3, −4𝑢(𝑡) − 2𝑢(𝑡) sin(𝑣(𝑡))).
Folgern Sie, dass jede Lösung beschränkt sein muss.

(c) Es seien 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2 > 0. Berechnen Sie die stationären Stellen der folgenden Diffe-
rentialgleichungen und untersuchen Sie diese auf asymptotische Stabilität bzw. Insta-
bilität.

(i) (𝑢, 𝑣)′(𝑡) = (𝑢(𝑡) − 𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)2, −4𝑣(𝑡) + 𝑢(𝑡)2) und

(ii) (𝑢, 𝑣)′(𝑡) = (−𝛼1𝑢(𝑡) + 𝛼2𝑢(𝑡)𝑣(𝑡), −𝛽1𝑣(𝑡) + 𝛽2𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)).

Aufgabe 3 (Integral- und Volumenberechnung).

(a) Es sei 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑥 ≥ 0, 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 2 − 𝑥}. Berechnen Sie

∫
𝐴
(𝑥2 + 2𝑦) d(𝑥, 𝑦).

(b) Es sei 𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑥 ∈ [0, π
1
7 ], |𝑦| ≤ 𝑥2}. Berechnen Sie

∫
𝐵
𝑥7𝑦2 cos(𝑥𝑦3) d(𝑥, 𝑦).

(c) Es sei 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2∶ 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≤ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4}. Berechnen Sie

∫
𝐶
𝑥𝑦2 d(𝑥, 𝑦).

(d) Es sei 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑥 ≥ 0, 0 ≤ 𝑧 ≤ 4, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧(1 − 𝑥)3}. Berechnen Sie 𝑉(𝐷).

(e) Es sei 𝐸 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑧 ≥ 0, 𝑥 ≥ 0, 1
4
≤ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1}. Bestimmen Sie 𝑉(𝐸).

(f) Es sei 0 < 𝑟 < 𝑅. Berechnen Sie das Volumen des Torus

𝑇 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3∶ 𝑧 ∈ [−𝑟, 𝑟], 𝑅 − √𝑟2 − 𝑧2 ≤ √𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅 +√𝑟2 − 𝑧2}.
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