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Analysis fiir das Lehramt
Lésungsvorschlag zu Ubungsblatt 12

Dies ist ein Blatt mit Aufgaben im Stile von Klausuraufgaben zur Wiederholung des Stoffes.
Der Umfang entspricht etwa zwei Klausuren.

Aufgabe 1 (Funktionentheorie).

(a) Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil folgender komplexer Zahlen.

21
(i) z, = 1 T
L+i 2021
(ii) 2, = (—1) :
V2
(i) z3 =1},
341

(IV) Zy = m und
V) zs =(i—1)"

(b) Es sei der Weg y(t) = e’ (t € [0, 27]) gegeben. Berechnen Sie die folgenden Weginte-
grale.

sin(z)
(i) f ezz dz
zcos(z)
(i) / o) g,
(iii) / ze 177 4z,

(iv) / (cos(f)) - dz (hier sei y(f) = 2¢'") und

) / zez—+ 9 d
Y

(c) (i) Esseidie Funktion f gegeben durch

(z+1)e™2
z3—-2z22 —z 42’

fl2) =

Der Definitionsbereich sei die Menge aller z € C, fiir welche f(z) erklart ist.

(1) Bestimmen Sie Art und Lage aller isolierten Singularitdten von f.
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(2) Essei p(t) = 2 + 2¢' (t € [0,27]). Berechnen Sie das Wegintegral

f f(z)dz.
V2

(ii) Esseidie Funktion f: C\ {i, —i} - C gegeben durch

1Z

f2) =

(1) Bestimmen Sie res(f, i).

(2) Firr > 1seiy, =n, ® 5, wobei

nr- [—I", I’] - C, Vl,r(t) =1,
Br: [0,1] = C, p,(t) =rel.

Berechnen Sie fy ) f(z)dz.

(3) Bestimmen Sie mithilfe des vorherigen Aufgabenteils den Wert des uneigent-

lichen Integrals
® cos(x)
_/: o L+ X2 dx.

(d) (i) Esseif: C — Cholomorph mit lim;, f(z) = 0. Zeigen Sie, dass f = 0 ist.

Hinweis: Der Satz von Liouville kann niitzlich sein.
n+1

(i) Bestimmen Sie alle holomorphe Funktionen f: C — C, die f ( ) = — fiir alle
n € N erfiillen.
Hinweis: Identitditssatz.
Lasungsvorschlag.
(a) (i) Esgilt
5 = 1-21 1+1i 1+i—-2i+2 E_li
T1-i 1410 1+1 2 27
: im
(ii) Es gilt ‘ \/_‘ =1und arg(i/_ﬂ) = %. Daher ist % = e+ und damit
i\ 2021 2021im . im in
Z2 = (e:) = eT = eSOSIT[eT = —e? = —L —_ ii
V2o W2
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(iii) Wegen log(i) = log(|i|) + iarg(i) = 0 + ig gilt
zy =il = elos®i = e1l = e 1.

(iv) Esgilt

341
(1-1)
B+ +1i)?
i
_(3+1i)2i
T4
_ —2+46i

Z4=

alsoRez, = —1/2und Im z, = 3/2.
(v) Esgilt
zs=(i— 1"

= exp(log(i — 1)in)
=exp((In]i — 1| +iarg@i— 1))in)

= exp((ln\/E + i37t/4)in)
= exp(—3712/4 +iln \En)

= exp(—3n%/4)(cos(In(V/2n)) + isin(In(V2r))),

also Re z5 = exp(—3m?/4) cos(ln(\/a)rc) und Im z5 = exp(—3n?/4) sin(ln(\/E)rc).

(b) (i) Definiere f(z) = e™(® (z € C). Dann gilt: f € H(C) und f'(z) = cos(z)es"(®
(z € C), insbesondere ist f'(0) = 1. Da 0 im Inneren von y liegt und der Weg
y geschlossen und mathematisch positiv orientiert ist, gilt ind, (0) = 1. Mit der
Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen folgt daher:

/ e | (f( 3)2 dz = 2nif’(0) ind,(0) = 2.

Alternativ lisst sich das Integral auch mit dem Residuensatz berechnen.
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(ii) Definiere f(z) = ZCOS(Z) (z € Q = K(0, )) Dann ist Q konvex und da 2i ¢ Q, ist
f € H(Q). Nun folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz

fzcos(z)d _ff(z)dz_
1

Alternativ ldsst sich das Integral auch mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel
berechnen: Definieren wir g(z) = zcos(z) (z € C), so gilt g € H(C). Da 2i nicht
im Inneren von y liegt, gilt ind, (2i) = 0. Aus der Cauchyschen Integralformel
folgt daher

f zcos(z) f Zg(z) dz = 2mi g(2i) ind, (2i) =
Y

z—2i
14

(iii) Dader Integrand nicht holomorph ist, ist weder der Cauchysche Integralsatz noch
die Cauchysche Integralformel anwendbar. Daher berechnen wir das Wegintegral
auf direktem Wege. Es gilt y'(t) = ie'’ (t € [0, 2n]) und damit

27 271
—_ 2 3 . i . .
fze—lzl dz = f e e liel dt = f ie~ldt = 2mie ™
¥ 0 0

(iv) Mit der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen folgt

coSs z dz = 2mi[ 3! CcoS z dz
(z=1* " 31 \2mi ) (z—1)*
14 4
i
- = 31
3 cos

i
= —sinl.
3

(v) Die Funktion f: B(0,3) —» C, z — exp(—z?)/(z? + 9) ist holomorph. Mit dem
Cauchyschen Integralsatz folgt fy f(z)dz =0.

(c) (i) (1) Die Funktion f ist in den Nullstellen des Nenners nicht definiert. Durch
Polynomdivision erhilt man fiirz € C

23 =222 —z4+2=(z+1(z-1(z-2).

z =—1 Esgilt
. B (z+1)e™? O I
Jm f@ = I ez =2 AN G- DE=2) 6

Insbesondere ist f in einer punktierten Umgebung um —1 beschrinkt.
Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist —1 eine hebbare Singulari-
tat.
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z =1,z =2 Esgelten

. T z-D(z+1)e?* . e
Imz-Df@ =l e oy a8z~ ¢ 70
. T (z=2)(z+1)e 2 . %
imz-2f@ =l e e ~ M= = O
Also hat f in 1 und 2 jeweils einen Pol erster Ordnung.
(2) Nach (a)ist F: C\{1,2} —» C, F(z) = _ " cine meromorphe Fortset-

(z-1)(z+2)
zung von f. Nach (a) gelten fiir die Residuen Res(F,1) = Res(f,1) = —e™!

und Res(F, 2) = Res(f,2) = e~2. Da p, ein stiickweise stetig differenzierbarer
Weg in C\{1, 2} und positiv orientiert ist mit ind,,(1) = ind,,(2) = 1, folgt
aus dem Residuensatz

/ f(z)dz = f F(z)dz = 2mi (Res(F, 1) + Res(F, 2)) = 2mi(e™2 —e™1).
V2 Y2

(i) (1) Esgilt

res(f,i) = lin}(z —-1)f(2)

= lim -
z=iZ+1

o1
2i

(2) Mit dem Residuensatz ergibt sich
-1
€ -1
— = T7I€
2"

/ f(z)dz = 2ri(n(y,., i) res(f,i) + n(y., —i) res(f, —i)) = 2mi
Yr

(3) Esgilt nach der vorherigen Rechnung

T[e_1=f f(z)dz
Yr

=—£l,rf(z)dz+’£2’rf(z)dz

= Il + Iz.
Da zudem

11
1+2z2| ~ |z]2-1 r2-1

If(2)| <
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fiir r > 1 und z € Spur(p, ), folgt

f f@ydzl < sup f@IL0)
- zespur(ya,)

<

< G

-0

fiir r - o0. Zudem gilt

r r r .
COoS X . S x
v/y‘1 f(z)dz—[rf(x)dx—[r1+x2dx+1[rmdx,

wobei das letzte Integral 0 ist, da der Integrand ungerade ist. Aus den vorhe-
rigen Uberlegungen folgt fiir r — oo

© cosx
el = ——dx.
1+x
-0

(d) (i) Dalim,_ |f(2)] = 0 gilt, existiert ein R > 0 mit | f(z)| < 1 fiir alle |z| > R. Als

stetige Funktion nimmt | f| auf dem Kompaktum K = K(0, R) ein Maximum an,
d.h., es existiert M = max,cg | f(2)|. Setzen wir C = max{1, M}, so folgt

If(z)] < C fiirallez € C.

Also ist f beschriankt, und damit nach dem Satz von Liouville konstant, d.h., es
gilt f = cfiir ein ¢ € C. Dann gilt aber auch

c= lim f(z)=0,
|z| = o0

also f = 0.

(ii) Definiere z, = 1+ 1/nundg: C - C, z » 1+ z. Dann f,g € H(C) und
f(z,) = g(z,) fir alle n € N. Weiter z, — 1 € Bild f nBildg = C fiirn — oo.
Mit dem Identitdtssatz folgt f = g. Also ist g die einzige Funktion mit dieser
Eigenschaft.

Aufgabe 2 (Differentialgleichungen).

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Anfangswertprobleme eindeutig l6sbar sind und bestim-
men Sie die nicht fortsetzbaren Losungen u : (w_,w,) — R.

e —1

() u'() = , t>0, u(l)=1In(2).

teu(t)
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u(t)?
(if) w'(t) = % 1(0) = \/In(4).

Bestimmen Sie hier zudem w_ und w, sowie die Grenzwerte lim,_,,, u(t) und
lim; ., u(?).

(b) (i) Was ist ein erstes Integral einer autonomen Differentialgleichung? Geben Sie die
Definition an.

(ii) Bestimmen Sie fiir die folgenden beiden Differentialgleichungen jeweils ein (nicht
konstantes) erstes Integral.

1) (w,v)'(t) = 1,1+ u(t) + 2v(t)).
Hinweis: Wiihlen Sie A nur abhdngig von x.

(2) (u,v)'(t) = (cos(u(t))u(t)* + 4v(t)*, —4u(t) — 2u(t) sin(v(t))).

Folgern Sie, dass jede Losung beschrdnkt sein muss.

(c) Esseien a4, ay, B, B, > 0. Berechnen Sie die stationdren Stellen der folgenden Diffe-
rentialgleichungen und untersuchen Sie diese auf asymptotische Stabilitéit bzw. Insta-
bilitit.

1) (w,0) (1) = (u(t) — u(®)v(t)?, —4o(t) + u(t)*) und
(i) (u,v)' (1) = (—equ(t) + au(t)v(t), —B10(t) + Bru()u(r)).

Lésungsvorschlag.

(a) (i) Definiere f: (0,0)XR — R, (t,x) — (e¥*—1)/(te*) und (¢y, xy) = (1,In 2). Dann
ist f lokal Lipschitz stetig beziiglich x, da f beziiglich x stetig differenzierbar ist
und stetig. Somit gibt es eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems nach
Picard-Lindelof. Wir erhalten die Losung durch Trennung der Variablen.

"
/ —ds=Intund
LS

u ev
— u
f eU_ldv—ln(e —-1),
In2

also
u(t) = In(1 + ¢t).

Damit gilt auch (da t > 0 gefordert ist) (w_, w,) = (0, ).

x2
(ii) Die Funktion f: R X (0, 00) — R sei definiert durch f(t, x) = [eT ((t,x) € R?).

Es gilt: f ist stetig auf R X (0, o0) und stetig partiell differenzierbar beziiglich
x. Somit ist f lokal Lipschitz stetig auf R X (0, o0) beziiglich x. Mit dem Satz



Analysis fiir das Lehramt — Losungsvorschlag zu Ubungsblatt 12

(b)

@

von Picard-Lindelof folgt, dass das Anfangswertproblem mit der Anfangsbedin-
gung eindeutig losbar ist und eine nicht fortsetzbare Losung u : (w_,w,) - R
besitzt. Welter gilt f(t,x) = g(Hh(x) ((t,x) € R?) mlt g(t) =t (t € R)und

h(x) = 7 (x € (0, )). Es gilt h(y/In(4)) = 4(In(4)) 2 # 0 und g ist nicht die
Nullfunktion. Somit kann durch Auflésen der folgenden Gleichung die Losung u
gefunden werden. Mit ¢, = 0, uy = \/In(4) gilt dann fiir t € (w_,w,)

t u(t) 1
[g(s)ds= »/1;0 mdx

0

Nun ist

t t 1 Ss=t 1
/g(s)ds=f SdS=[—S2] ==t und
2 l—g 2

to to
u(t) u(t) x=u(t)
f h(x)dx = f xe™™* dx = [—le—xz] -1 (l — e—u(t)2>.
Uo Ug 2 X=Ug 2\4

Damit erhalten wir

1 _ 2 u0>0 1
P=-e = ulb)=,/-In (Z - t2> (t € (w_,wy)).

Damit u(t) in obiger Gleichung definiert ist, muss — ln(% —t2) > 0, also i A=
(0,1] gelten. Dies ist genau dann der Fall, wenn t € (—%, %). Hieraus lesen wir

1 1 .
w_ =~ und w, = 3 ab. Es ist also

11 1
. e = — — —t2
u: ( 2,2) R, u(t) ln<4 t)
die eindeutige nicht fortsetzbare Losung des Anfangswertproblems und aus der

Beziehung lim,_, o+ In(x) = —oo erhalten wir die Grenzwerte

11m u(t) = hm u(t) =

-z t—>—
t— 3 2

Es seien u/(t) = f(u(t)) und f : D — R stetig, wobei D C R¢ offen. Dann heifit
H € CY(D,R) ein erstes Integral der obigen Differentialgleichung, falls fiir alle
x € D gilt, dass (H'(x) | f(x)) = 0.
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(ii) (1) Die Integrabilitidtsbedingung fiir

(2)

_ (8 _ 1
fooy) = (h(x,y)) B (1 +x+ 2y>
ist gegeben durch —(1h), = (1g),. Mit dem Ansatz 1 = A(x) folgt
(=hy)A = gxA + gA'(x)

= —24(x) =4 (x)
= AUx)=e 2

— H'(x,y) = A(x) (";(lixyg))

= H(x,y) = e‘zxex +y+ %)

wobei wir die anfallende Konstante auf 0 gesetzt haben.
Die Funktion f: R? — R? sei definiert durch

_ (8Ce,»)\ _ ( cos(y)x* + 4y?
Jeey) = (h(x, y)) B (—4x —2x sin(y)) () €R?).

Dann lasst sich die Differentialgleichung aus der Aufgabenstellung schreiben
als

(u,0)' (1) = f(u(t), v(t)). (@)

Es gilt f € C'(R?, R?). Als Ansatz fiir ein erstes Integral wihlt man wie in
der Vorlesung

_h(xs )’)>
H'(x,y) = Ax,
) =260 (e
mit einer noch zu bestimmenden Funktion 1: R2 — R, die die Integrabili-
1
titsbedingung ;—y(—lh) = %(Ag) erfiillt. Nun ist

~ hny) = 2rcosy) = Tog(xy) () € R

sodass A(x,y) = 1 ((x,y) € R) die Integrabilitdtsbedingung erfiillt. Somit
erhilt man den Ansatz

4x + 2xsin(y)

H(x,y) = (cos(y)x2 +4y3

) ((x,y) € R?).
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(©)

Integrieren der ersten Komponente beziiglich x ergibt (fiir ein C; € C1(R)):

H(x,y) = x*(2 +sin(y)) + C,(»),

und Integrieren der zweiten Komponente beziiglich y ergibt (fiir ein C, €
C'(R)):

H(x,y) = sin(y)x? + y* + C,(x).

Gleichsetzen ergibt

23+ C1(1) =y + G(x) ((x,y) €R?)
< C(y) —y* =Cy(x) —2x? = ¢ fiireinc € Rund alle (x,y) € R2.

Es muss also C;(y) = y* + ¢ (y € R) sein. Wir withlen ¢ = 0 und erhalten das
erste Integral

H(x,y) = 2 +sin(y)x* +y*  ((x,y) € R?).
Es sei nun (u,v) : I — R? eine Losung von (1). Nach Satz 12.1 gilt
H(u(t),v(t))=c (tel
fiir ein c € R. Da 2 + sin(y) > 1 (y € R) gilt, haben wir

u(t)? < (2 + sin(v(t))u?(t) < Hu(t), v(t)) = cund
v()* <H@u(),v(t)=c (tel
= |u(t)] < \/E und |u(t)| < VE (tel.

Dies zeigt die Beschridnktheit von u und v.

(i) Die Funktion f: R? — R? sei definiert durch

x — xy?

—4y + x2> ((x,y) € R?).

fey) = (

Damit ist die Differentialgleichung gegeben durch

(u, 0)' () = f(u(®), v(t)).

Die stationédren Stellen der Differentialgleichung sind die Nullstellen von f. Fiir
(x,y) € R? gilt

f(x,y) =(0,0) < x(1—y?)=0Ax%=4y.

Aus x(1 — y?) = 0 folgt x = 0 oder y = +1. Wir unterscheiden diese beiden Fille:

10
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1. Fall: x = 0 Dann folgt wegen 0 = x? = 4y, dass auch y = 0 ist. Wir erhalten
also (x,y) = (0,0).

2. Fall: y = +1 Wegen 4y = x? > 0 folgern wir y = 1. Damit ist x> = 4, also
x = 2. Wir erhalten also (x, y) = (£2,1).

Insgesamt sind also (0, 0), (2,1) und (-2, 1) die stationdren Stellen der Differenti-
algleichung.

Fiir die Stabilitdtsuntersuchung verwenden wir den Stabilitdtssatz und den Insta-
bilitdtssatz aus der Vorlesung (Sitze 13.1 und 13.3). Dazu stellen wir zunéchst fest,
dass f € C1(R?, R?) gilt mit

—v2 —
ran=("30 ) Ger.

Wir setzen A; = f'(0,0), A, = f'(2,1) und A; = f'(—2,1) und bestimmen im
Folgenden s, = maxey4,) Re(4) fiir k € {1,2, 3}, wobei o(A) die Menge der
Eigenwerte einer Matrix A bezeichnet. Dann konnen wir anhand des Vorzeichens
von s die asymptotische Stabilitit bzw. Instabilitét ablesen. Es ist

a=roo=(; %)

=0(4,) ={-4,1}
=s; = 1> 0= (0,0) ist instabil.

Weiter ist
A =ren=(2, T).
womit das charakteristische Polynom gegeben ist durch
chary, (1) = det(Ay3 — AI) = A(4 + 1) + 16 = 2+41+16 (A €0).
Hieraus folgt
chary, () =0 < P+41+16=0 < 1=-2+12i
und damit

= 0(Ay3) = {—2+V12i,-2 —V12i} => 553 =—-2<0

= (2,1) und (-2, 1) sind asymptotisch stabil.

11
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(i) Mit
_[—ogx 4+ apxy
Jeey)= (—61y + ﬁzxy>
folgt
fx,y)=0
= (—o;+ay)x=0
A=B1+ Bx)y=0
B o
= nefoo(a)
Da
, _ [ty ax
fxy) = ( B2y —p + ,Bzx)
folgt

o0-(3 )

also o(f’(0,0)) = {—ay, —B;}. Da der Realteil aller Eigenwerte kleiner als O ist, ist
diese stationdre Stelle asymptotisch stabil. Ferner gilt

Py
f’(& ﬁ) — B2
By’ ay 250} o/
az
also sind die Eigenwerte +4/a; 5; also ist diese stationire Stelle instabil. O

Aufgabe 3 (Integral- und Volumenberechnung).

(a) BsseiA ={(x,y) € R?: x > 0,x <y <2 — x}. Berechnen Sie

f (x% + 2y) d(x, y).
A

1
(b) Essei B ={(x,y) € R*: x € [0,%n7],|y| < x?}. Berechnen Sie
f x7y? cos(xy®) d(x, y).
B

(c) Essei C ={(x,y) € R?: x >0,y <0,x? + y* < 4}. Berechnen Sie

f X2 d(x, ).
C

12
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(d) EsseiD ={(x,y,z) € R3: x> 0,0 <z<4,0<y < z(1-x)3}. Berechnen Sie V(D).
(e) BsseiE={(x,y,z) ER3>: z>0,x > O,i < x? 4+ y? + z? < 1}. Bestimmen Sie V(E).

(f) Essei0 < r < R. Berechnen Sie das Volumen des Torus
T={x,y,z)ER3: z€[-r,r],R—Vr2—z2 <+/x2+y2 < R+Vr2 —z2}.

Losungsvorschlag.

(a) Wir stellen zundchst fest, dass A ein Normalbereich bzgl. der x-Achse ist: Definieren
wir die stetigen Funktionen

[8:10,1] = R, f(x) = x, g(x) =2 —x,
so folgt

A=Mpe={(x,y) €R*: x €[0,1], f(x) <y < g(x)},

denn die Inklusion A 2 M , folgt unmittelbar aus der Definition von A und fiir die
Inklusion A C My, muss fiir (x,y) € A nur noch x < 1 gezeigt werden. Dies folgt
allerdings unmittelbar aus der Ungleichung x < 2 — x in der Definition von A.

Da die Funktion h: A — R, h(x,y) = x* + 2y stetig und A ein Normalbereich bzgl.
der x-Achse ist, erhalten wir:

1 2—Xx 1
f h(x,y)d(x,y) = f (f (x? +2y) dy) dx = f [y + yz]yiz—x dx
A 0 X 0 y=x

! 2 1 1 1 .70
=f x?2(2=2x)+(2-x)?—-x%dx = [—x3——x4——(2—x)3——x3]

A 3 2 3 37 1o
2 1 1 1 8 13

3737373%35 %"

(b) Da B ein Normalbereich ist, folgt wie vorhin

U7 2
f x7y2 Cos(xy3) d(x,y) = f f y2x7 cos(xy3) dydx
B 0 —x2

1/7 2

TC x6 ) 3 X
= f [? sin(xy )] dx
0 y=—x2

7[1/7

= f 2x6 sin(x7) dx
0 3

13
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(©)

(d)

Definiere die stetig differenzierbare Funktion

r cos(go))

. o2 2 _
g: R* - R?, g(r,qo)—<rsin(¢)

und setze C = [0,2] X [—%, 0] € R2. Dann ist C (als kompaktes Intervall) messbar und

kompakt. Es gilt: g ist injektiv auf C, also insbesondere auch auf dem Inneren C° von
Cund

det(g'(r,@) =r#0 ((r,p) € C°).

Da f(x,y) = xy? ((x,y) € R?) auf C stetig ist und C = g(C) gilt, folgt mit der Substitu-
tionsregel (Satz 15.6):

f f&x,y)d(x,y) = f f(g(r, @) det(g'(r, )| d(r, @).
C C

Mit dem Satz von Fubini (Satz 15.3) folgt:

2 0
f ) d(x,y) = f rcos(p)r sinz(go)rd(r,q0)=f (f ré COS(¢>sin2(qo)d¢) dr
C ¢ 0 T

2 - 2 -
1 =0 1 1 r=2 32
= | rt [—(sin(go))3] dr = f =rtdr = [—rS] ==,
fo 3 pm-t 3 5 1, T 15

Die Menge D C R3 ist messbar und fiir z € [0, 4] setzen wir

Qz) ={(x,y) € R*: (x,y,2) € D}.

Weiter gilt, dass Q(z) ein Normalbereich bzgl. der x-Achse und damit insbesondere
messbar ist: In der Tat, fiir z € [0, 4] gilt

Q(z) ={(x,y) e R?: x €[0,1],0 <y < z(1 — x)*}

und daher

=7

z(1—x)*
]

1
V(Q@)) = f 2(1 — x)* dx = [
0

x=0

Mit dem Prinzip von Cavalieri (Satz 15.5) folgt nun

4 4 z=4
V(D)=f V(Q@)d =f Zaz=[i2] T o
i z))dz 3 z [SZ L=0

14
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(e) Mit einer dhnlichen Uberlegung wie bei den Polarkoordinaten wenden wir hier Kugel-

koordinaten an mit
rcospsind

gr,p,8) = rsingsind
rcosd

und | det ¢’| = r?|sin 9|, also mit E = [1/2] X [-7t/2, /2] X [0, 7/2]

|E| =./1r2|sinq9|d(r,qo,«9)
E

}’3 1 /2
= n[—] f sin¢dg
3 r=1/2 Y0
1 1 /2
= 7t<§ - ﬂ)[_ cos 84,
7
ﬂTC.

(f) Fiir Rotationskorper gilt

r 2 2
|T|=7rf (R+Vr2—zz) —(R—Vrz—zz) dz
—r
r
:ch 4R\ r? —z2dz
-r
1
=4TERV2f V1-—2z2dz
-1

= 2nRmr?. O
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