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1 Modellierung mit Differentialgleichungen

Wir beschéftigen uns zunéchst mit Systemen gewohnlicher Differentialglei-
chungen der Form

mit gegebenen g,k : R*? — R, - = £ Gesucht sind Losungen (z(t),y(t)).
Dabei héngen g und h nicht explizit von ¢ ab; das System (1) wird daher
,autonom‘ genannt.

Bevor wir qualitative und quantitative Eigenschaften von (1) untersuchen,
wollen wir einige Beispiele betrachten, in denen naturwissenschaftliche Pha-
nomene mit Systemen der Form (1) modelliert werden.

1.1 Newtonsche Bewegungsgleichung

Ein Massepunkt (mit Masse m) befinde sich in einem (eindimensionalen)
Kraftfeld F(z,v), das von der Position x und der Geschwindigkeit v des
Massepunktes abhdngt. Nach Newton bewegt sich der Massepunkt auf einer
Bahn z(t) (in R), die der Differentialgleichung

mi = F(x, ) (2)
geniigt (#(t) = v(t) Geschwindigkeit zur Zeit t).
,Masse - Beschleunigung = Kraft“.

Fiihren wir die Geschwindigkeit y(t) = &(t) als zusétzliche neue Variable ein,
so ist (2) offenbar dquivalent zum System

b=y 9= Flry) g

der Form (1).

1.2 Harmonischer Oszillator

Wir betrachten als Spezialfall das Kraftfeld, das durch eine aus der Ruhelage
ausgelenkte Feder erzeugt wird. Nach dem Hookeschen Gesetz ist diese Kraft
(idealisiert) gegeben durch

F(z,v) = —Dx. (D > 0: Federkonstante).

Das Minuszeichen kommt daher, daf die Kraft entgegen der Auslenkung z
(aus der Ruhelage 0) wirkt. Die Differentialgleichung (2) lautet somit

mi = —Dux (4)

und wird Differentialgleichung fiir den harmonischen Oszillator genannt. Mit
den Methoden der Grundvorlesung Analysis erhalten wir: (4) hat genau die
Losungen

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)
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mit der Frequenz w = % und beliebigen A, B € R. Das dquivalente System

(3) lautet (zunédchst mit den Variablenbezeichnungen z, g statt x, y):

=7, §=—-wi.
Setzen wir z(t) = & (L), y(t) = 17 (L), so erhalten wir das dquivalente
System
1./ 1 t
t = —7 — = —q — = t
i = (L) =2i(L) -
A
y(t) = ¥ (;) =3 <—W T (;)) = —x(t),
also

T=vy, y=-—1. (5)

Das lineare System kénnen wir auch in Matrix-Vektor-Schreibweise notieren:

()= 6) ©

Mit den Methoden der Grundvorlesung erhalten wir, daf (5) bzw. (6) genau

die Losungen
(:p(t)) _ A( co.st > N B(sint>
y(t) —sint cost
(mit beliebigen A, B € R) hat.

Auch das System (5), (6) wird Differentialgleichungssystem fiir den harmo-
nischen Oszillator genannt.

1.3 Mathematisches Pendel

Abbildung 1: Mathematisches Pendel



Die Tangentialkomponente der (Schwer-)Kraft betrigt —mgsin ¢, die Tan-
gentialbeschleunigung ist 1 (beachte: lp ist die Bogenldnge). Also gilt nach
dem Newtonschen Gesetz:

mly = —mgsin @,

also mit w = %:

¢ = —w?sin . (7)

Dies ist die Differentialgleichung des mathematischen Pendels. Sie ist nicht-
linear und nicht mittels elementarer Funktionen geschlossen 16sbar.

Mit Z(t) = (t), 9(t) = ¢(t) erhalten wir wieder ein System der Form (1):
=17, i=-w’sinf,
und mit z(¢) =& (L), y(t) = L7 (1) lisst sich wieder w wegtransformieren:
T=y, y=—sinz. (8)

Setzt man fiir ,kleine“ Auslenkungen x ndherungsweise sinx ~ x, so erhalt
man das System (5) des harmonischen Oszillators als Néherung fiir das des
mathematischen Pendels. Fiir , kleine* Auslenkungen schwingt ein Pendel also
naherungsweise wie ein harmonischer Oszillator (und mit der Frequenz w,
falls man diese nicht wegtransformiert).

1.4 Lienard-Gleichungen fiir elektrische Schwingkreise

Wir betrachten einen elektrischen Schwingkreis bestehend aus einem Wider-
stand R, einer Spule mit Induktivitdt L und einem Kondensator mit Kapa-
zitdt C.

Abbildung 2: Elektrischer Schwingkreis

Durch die drei Elemente fliefsen die Strome Iy, I;, und I wie im Bild ange-
geben. (Beachte: Wechselstrome konnen auch durch Kondensatoren fliefsen!)



An den drei Elementen fallen entsprechend die Spannungen Ug, Uy, und Ug
ab. Nach den Kirchoffschen Gesetzen gilt:

Ip=1,=—-Ic, Ugr+Up,—Uc=0. (9)
Ferner benutzen wir das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz
Ur = f(Igr) (10)

mit einer gegebenen Funktion f, der ,Kennlinie“ des Widerstandes, ferner
das Faradaysche Gesetz fiir Spulen

LI, =Up, (11)
sowie das Kondensatorgesetz
CUe = I¢. (12)
Wir erhalten ein System fiir I, und Ug:
Li, = Up = UC_UR:UC_f([R)( Uc — f(IL),

(11) 9) (10)

CUsz = Ip= —I;.
(12) )

Setzen wir x(t) = I(VLCt), \/7 Uc (V' LCt), so ergibt sich das Sy-

stem

i(t) = VICI,(VICH = VIC Uo(VLCt) = f(IL(VLCY)) _

N L

y(t) = CU-(VLCH) _—JL(\/Et) —a(t),

fz—%%ﬂ@+% = (13)

Dies ist wieder ein System der Form (1) und heift Lienardsches System.

also

Fiir (idealisierte) Ohmsche Widerstande gilt (10) mit f(/g) = RIg, und (13)
ist ein lineares System. Fiir andere Widerstandselemente, z.B. Dioden, ist
die Kennlinie f aber nichtlinear.

1.5 Verfolger-Beute-Modell

Wir betrachten zwei biologische Spezies, ein Beutetier und einen Verfolger,
der das Beutetier frifit. x(¢) sei die Anzahl der Beutetiere zur Zeit t, y(t) die
der Verfolger.



Zur Vereinfachung nehmen wir an, dafs fiir das Beutetier unendliche Futter-
resourcen zur Verfiigung stehen, und dals daher die Differenz

a1 = Geburtenrate - Todesrate

ohne Anwesenheit des Verfolgers positiv ist. Ohne Verfolger ergéibe sich also
die Differentialgleichung & = ax.

Mit Verfolger tragt die Anzahl der Begegnungen zwischen Verfolgern und
Beutetieren, also das Produkt xy, negativ zur Entwicklung der Beutetiere
bei. Wir erhalten daher die Differentialgleichung

T =ar — asxy (14)
mit ay,as > 0.
Beim Verfolger ist die Differenz
—a3 = Geburtenrate - Todesrate

ohne Anwesenheit des Beutetieres negativ, da fiir den Verfolger kein Futter
da ist. Ohne Beutetiere ergébe sich also die Differentialgleichung ¢y = —asy.
Mit Beutetier tragt die Anzahl zy der Begegnungen positiv zur Entwicklung
der Verfolger bei. Wir erhalten daher die Differentialgleichung

Yy = —azy + asry (15)

Das System wird Verfolger-Beute-Modell oder (nach seinen Entwicklern)
Lotka-Volterra-Modell genannt.

: __a t _a t . a : he
Setzen wir X (t) = %z (—) , Y1) =2y <£> und « = 2, so ergibt sich:

as

also das nur noch von einem Parameter abhéngige Modell

X=aX-XY, Y=-Y+XV (16)



2 Die Phasenebene, erste Integrale

Eine Losung (z(t),y(t)) des Problems (1):
& =g(y), y="hzy)
auf einem Interval I kann auch als Parametrisierung der Menge (,,Kurve®)
I = {(z(t),y(t)) : t € I} C R?

aufgefasst werden. Jede solche Losungskurve I' wird dann Trajektorie oder
Orbit des Differentialgleichungssystems (1) genannt, und der R? (die (z,y)-
Ebene) heifst in diesem Zusammenhang auch Phasenebene. Eine graphische
Darstellung der Losungen von (1) kann nun, anstelle 2 und y separat als
Funktionen iiber I aufzutragen, auch durch Einzeichnen der Trajektorien
in die Phasenebene erfolgen. Eine solche Darstellung heifst dann auch Pha-
sendiagramm oder Phasenportrait des Differentialgleichungsystems (1). Da
die Trajektorien die ¢t -Abhéangigkeit der Losungen nicht widerspiegeln, tragt
man oft zuséatzlich kleine Pfeile in die Trajektorien ein, um zumindest die
Richtung zu kennzeichnen, in der ¢ wéchst. Um zusétzlich die Geschwindig-
keit ||(2(¢),y(t))] anzudeuten, mit der die jeweilige Trajektorie durchlaufen
wird, kann man kleine Punkte auf den Trajektorien eintragen, die bei niedri-
ger Geschwindigkeit eng zusammen und bei héherer Geschwindigkeit weiter
auseinander liegen. Ein solches Phasendiagramm gibt einen sehr guten Uber-
blick tiber das qualitative Verhalten der Losungen des Systems (1).

Beispiel: Harmonischer Oszillator

Dieses Phasendiagramm zeigt qualitativ viel mehr Information iiber die Lo6-
sungen als die explizite Darstellung

x(t) _ 4 co.st B sin t

y(t) —sint cost
(aus der man natiirlich das obige Phasendiagramm gewinnen kann:
x(t)? +y(t)? = (Acost + Bsint)? + (—Asint + Bcost)* = A% + B?) .



Ein erheblicher Vorteil der Phasenebenen-Darstellung ist, daft man sie oft er-
mitteln kann, ohne die Losungen von (1) zu kennen! (Lediglich die genauen
Absténde der ,Geschwindigkeitspunkte kénnen ohne Kenntnis der Losungen
nicht eingetragen werden, was aber eher unwichtig ist.)

Fiir die Erstellung eines Phasendiagramms brauchen wir im Wesentlichen ein
sogenanntes erstes Integral des Systems (1):

Definition: Eine stetig differenzierbare Funktion H : R? — R heiRt erstes
Integral fiir das System (1), wenn fiir jede Losung (z(t),y(t)) (auf einem
Intervall I) eine Konstante o € R existiert mit

H(x(t),y(t) =a Viel,
also wenn H ldngs jeder Losung (d.h. auf jeder Trajektorie) konstant ist.

Ist ein erstes Integral H bekannt, so sind die Trajektorien des Systems (1)
implizit durch die Gleichung

H(z,y) =« (17)
gegeben, wobei o im Bild H(R?) C R zu liegen hat.

Wir stellen weiter fest: Falls - bei gegebenem « - fiir alle (z,y) mit H(x,y) =
a gilt:

(gradH)(z,y) # (0,0), (18)

so ist nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen die Gleichung (17)
tiberall lokal nach x oder nach y auflosbar (mit einer stetig differenzierbaren
auflosenden Funktion), d.h. die durch (17) implizit gegebene Trajektorie ist
eine C''-glatte Kurve in der Phasenebene.

Jede Trajektorie verldauft also innerhalb einer Niveaulinie des ersten Integrals
H, und ist unter der Zusatzvoraussetzung (18) eine C''-glatte Kurve.

Zur Erstellung eines Phasendiagramms fiir das System (1) betrachten wir
also die Niveaulinien von H, und stellen im Einzelfall Zusatziiberlegungen
tiber die Durchlaufrichtung an (was einfach ist), sowie tiber die Frage, ob
die jeweilige Niveaulinie von der Losungen komplett oder evtl. nur zum Teil
durchlaufen wird.

Beispiel: Harmonischer Oszillator

i.:ya y:—.’L'.

Hier ist H(z,y) := 2%+y? ein erstes Integral, denn ist (z(t), y(t)) eine Losung,
so gilt

SH0,9(0) = 507 +y(0)

= 20(1)a(t) + 29(0)(t) = 2e(t)y(t) — 2y(t)a(t) = 0.



Da die Niveaulinien von H hier Kreise sind (dabei wird (0,0)7 als entarteter
Kreis aufgefakt), liegen alle Trajektorien auf Kreislinien, und der Tangenti-
alvektor (;) = (f’z) zeigt iiberall auf diesen Kreislinien in mathematisch ne-

gative Drehrichtung, was die Durchlaufrichtung festlegt (siehe frithere Zeich-
nung). Weitere, kompliziertere Beispiele werden folgen.

Wie kann man nun ein erstes Integral H des Systems (1) berechnen?

Ist H € C*(R* R) und (x(t),y(t)) eine Losung von (1), so gilt

iH(l"(t),y(t)) = Hy(x(t),y(t)) - 2(t) + Hy(x(1),y(1)) - y(t)

dt
= Ho(2(1),y(1)) - g(x(t), y (1)) + Hy(x(t), y(1)) - (1), y(1))
= < (gradH)(z(t),y(1)), (i (x(t),y(1)) > .

Damit H ein erstes Integral wird, muf daher (gradH)(z,y) orthogonal zu
(g,h)"(x,y), also ein skalares Vielfaches von (—h, g)T (z,y) sein:

(). 9) £ 7o) (T ) (19

mit einer skalaren Funktion A, die wegen (18) nullstellenfrei sein sollte. H
muf also eine Stammfunktion (oder ein Potential) der rechten Seite von (19)
sein. Diese muf also das Integrabilitétskriterium (siehe Analysis II)

—(Ah)y = (Ag)a (20)

erfiillen. Dies ist eine Bedingung an A. Da (20) eine partielle Differential-
gleichung (fiir die gesuchte Funktion \) ist, ist die Bestimmung von A im
Allgemeinen nicht einfach. Oft kann man aber ein geeignetes A ,erraten®
oder man kommt mit einem Ansatz A = A\(x) oder A = A(y) zum Ziel.

Hat man A gefunden, so kann man aus (19) dann ein erstes Integral H fiir
das System (1) berechnen.

2.1 Beispiele
2.1.1 Newtonsche Bewegungsgleichung

Wir betrachten den Spezialfall, daf die Kraft F'(z, v) nicht von der Geschwin-
digkeit v abhéngt, sondern nur von der Position x des Massenpunktes. Also
lautet die Newtonsche Bewegungsgleichung (2) :

mi = F(x),

und das dquivalente System (3):



Fiir die Integrabilitédtsbedingung (20) ergibt sich daher:

1

— (AF(2))y = ()

was offensichtlich fir A = m (A = 1 geht auch) erfiillt ist. Damit lautet (19):

wa(e.) = (717)).

my

Insbesondere ist die Regularitidtsbedingung (18) aufkerhalb der stationdren
Punkte (x,0) mit F(x) = 0 erfiillt. Wir erhalten also das erste Integral:

H(r,y) = gmy + V() (21)

(die Integrationskonstante kann o. B. d. A. wegfallen), wobei

V(z) = —/F(s)ds (22)

das Potential der Kraft F' ist. Da die Variable y durch y = & (Geschwindig-
keit) eingefiihrt wurde, ist %my2 die kinetische Energie des Massepunktes.
V(x) ist seine potentielle Energie und H seine Gesamtenergie. Die Aussage

H(x(t),y(t)) = const. fir jede Losung (z(t),y(t))

besagt hier also gerade, daf die Gesamtenergie fiir jede Losung (zeitlich) kon-
stant ist. Dies ist der bekannte Energieerhaltungssatz. Schlagwortartig: Die
Gesamtenergie ist ein erstes Integral der Newtonschen Bewegung.

2.1.2 Allgemeinere Kraft

Nun sei die Kraft F'(z,v) von der allgemeineren Form:
F(z,v) = Fi(2)F2(v), (23)

mit der Voraussetzung

S

Fy(s) #0 fir s#0, Fo(s)

integrierbar bei 0. (24)

Das zur Newtonschen Bewegungsgleichung (2) dquivalente System (3) lautet
also

) ) 1
r=y, Y= EFl(x)Fﬂy),

und als Integrabilitdtsbedingung (20) erhalten wir

AR (@) F2(y))y = (AY)e,

1
m



was fiir Mz, y) = g5 erfiillt ist. Also lautet (19):

A

Fa(y)

und wir erhalten das erste Integral
H(z,y) =mW(y) +V(x) (25)

mit

2.1.3 Mathematisches Pendel

Das zur Pendelgleichung (7)

¢ = —w?sing

gehorige System (1) lautet nach Wegtransformation von w (siehe (8)):
T =1y, Y= —sinz,
und das Integrabilitétskriterium (20)
(Asinz), = (A\y),

ist offensichtlich fiir A = 1 erfiillt. Aus (19)

(gradH)(z, y) = (siz x)

erhalten wir somit das erste Integral

1
H(z,y) = 53/2 + 1 —cosx. (26)

Wieder ist %yQ als kinetische Energie interpretierbar und 1 — cosz als po-
tentielle Energie. So ist z.B. 1 —cosx = 0 fiir v = 2kn (k € Z), also in
der unteren ,héngenden Extremposition des Pendels, und 1 — cosx = 2 fiir

x = (2k+1)m (k € Z), also in der oberen Extremposition.

Aus (26) konnen wir nun ein Phasendiagramm fiir das mathematische Pendel
ermitteln: Wir miissen die Gleichung

H(z,y) =« (27)

bei gegebenen «a € [0,00) (= H(R?)) untersuchen.
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e Fiir a = 0 ergeben sich die Punkte (2km,0) (k € Z) als Losungen. Alle
diese Punkte entsprechen ein- und derselben physikalischen Situation:
Das Pendel hdangt nach unten und ruht. (Beachte: x = ¢ Auslenkwinkel)

e Fiir 0 < a < 2 erhélt man aus (26) und (27): cosz > 1 —a (> —1), also
—x0 4 2k < x < 2o + 2k7 mit zo = arccos(1 — «) € (0,7) und k € Z,
d.h. das Pendel schwingt bis zu einem maximalen Auslenkwinkel +x.
(26), (27) ldsst sich auflésen:

y=+v2(a—1+4cosz) fir x € [—xo+ 2km, o+ 2k7]

oder

1
x = % arccos <§y2 +1-— a) +2km fir ye [—\/ 2a0, V/ 2@]

und wir erhalten geschlossene Kurven um die Ruhepunkte (2km,0).

bbb v b
——a—a—b > P P b—b—a—n——
A T P b —a—b—
R
—S A a P T T ~a b —
e TaA AT T T T ey A
B g ' SV
~a NN T T T o ~a N N

A A NN L
2 I N
i A N S a e
e e N e
B e b S NG A P i st NG NP et
Bt et S A D D e e s S e s
B ek SR S A ML SIS R e 4
e e e e D e e L e e

Die Translationen um 2k7 sind physikalisch natiirlich bedeutungslos,
d.h. sie entsprechen alle derselben Pendelbewegung.

Fiir ,kleine“ v > 0 sind diese geschlossene Kurven ,jungefahr® Kreis-
linien, was der Approximation des Pendels durch den harmonischen
Ostzillator fiir ,kleine” Auslenkungen z( entspricht.

e Fiir a = 2 ergibt sich aus (26), (27):

y==£+v/2(1+ cosx) = £2cos (%) fir allez € R. (28)

BT T e At ¥ T —
B G A S i S S
P N T e
P et o SN g R O S
AA—e T T T R ~a P T T s ~a s
P e I g i
P At i S S e el tn I

e S N R e e S

E et S S S D b Rt C S e et
D e e R S Tl i et S
B e e e R Tl ke e
e e B e e e e
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Die Durchlaufrichtung ergibt sich wieder direkt aus (5) = ( Y )

Fiir das Zeitverhalten muf man Zusatziiberlegungen austellen: Wegen
y = & lautet (28):

dzx T
) <—> .
dt COS 5

x = z(t) ist also streng monoton, solange —m < = < 7 gilt. Betrachtet
man die Umkehrfunktion ¢ = ¢(z), so erhélt man die Differentialglei-
chung

a_y 1
dx 2cos(5)

und daher

T

1
t(x) —t(0) = ﬂ:/mds — +oo fir x — £m.
0

Das Pendel lauft also (fiir « = 2 ) in unendlich langer Zeit in die Punkte
((2k + 1)m,0) (k € Z), d.h. in die obere Extremposition des Pendels,
hinein bzw. aus diesen heraus (t — +oo bzw. t - —0c0 ).

Die Punkte ((2k + 1), 0) selbst sind zusétzliche Ruhepunkte. Wieder
sind die Translationen um 2k7 physikalisch irrelevant.

Fiir a > 2 liefern (26), (27):

y = ;t\/Q(oz— 1+cosz) firallex € R,

und der Radikand ist > 2(av—2) > 0. Dies sind also glatte Kurven y(x).

e b BB

B bbb P P _S—s—b—a—b—b P P

T g~ P P P—s—a—a—b—> T P s~

SN T T e N N e T T e
SN NS A NN T SN
NN SN AN
AR TN
AT NN Ny NNy
NN TN N N

R e N SIS S S S R S

B D il i e S DR R A

Sie entsprechen fortlaufenden Vollrotationen des Pendels. Physikalisch
sind dies (wegen der 2km-Translationsinvarianz) periodische Bewegun-
gen.
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Insgesamt erhalten wir also folgendes Phasendiagramm fiir das mathemati-
sche Pendel. Es gibt volle Auskunft iiber die Dynamik des Pendels, ohne dafs
,geschlossene Losungen bekannt sind.

TR T T e S

A A A T T P a—a > T T s—a

=
w7 ~a~a—t_T_T ~a a7 _7 ~
- — N T NA T T e N
> Na “ N o

Wegen (gradH)(z,y) = (sinx,y)” ist die Regularititsbedingung (18) aufer-
halb der stationdren Punkte (km,0) (k € Z) erfiillt.

2.1.4 Verfolger-Beute-Modell
Wir hatten bereits das System (14), (15):
T=mx — ary, Y= —azy+ asxy

fiir ein Beutetier mit x(¢) Individuen und einen Verfolger mit y(¢) Individu-
en zur Zeit t entwickelt, das wir fiir den Moment ohne Reduktion auf nur
einen Parameter o betrachten wollen. Wir interessieren uns nur fiir positive
Losungen, also (z,y) € RY.

Die Integrabilitdtsbedingung (20) lautet nun
[—A(—asy + aszy)], = [Marr — aszy)],

und ist offenbar fir A(z,y) = —x—ly erfiillt. Bedingung (19) wird damit zu

und ist fiir
H(z,y) = ayx — azlogx + asy — a; logy (29)

erfiillt. Aufkerhalb des stationdren Punktes (%2, %) ist gradH # (0,0); daher

3 1
as’ a2

ist dort die Regularitdtsbedingung (18) erfiillt.

T—r 00

Da g(z) := ax—Lflog z (mit o, > 0 ) konvex mit lir&g(aﬁ) = lim g(x) = 00
T—

und Minimum bei 3/« ist, kann man folgern:
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Satz 2.1:

(a) Die Niveaumengen {(z,y) € R% : H(z,y) = a} sind fir a > H(%, %)

aq’ ag

geschlossene Kurven, die den stationdaren Punkt (Z—i, Z—;) umrunden. Die

Subniveaumengen {(z,y) € R2 : H(z,y) < a} sind konvex.

(b) Alle (positiven) Losungen (x(t),y(t)) des Verfolger-Beute-Systems (14),
(15) sind periodisch. x(t) nimmt sein Minimum und Mazimum in den
Punkten t mit y(t) = & an; y(t) nimmt sein Minimum und Mazimum

in den Punkten t mit x(t) = 2 an.

T TR ISt G dor et D
L L 1 L J

N N e v v v v v v
\NN~N~~w—n> > v v v v v v v 7_

5 _ > v v v v _v_

AN e e

~ O\ T~ T——
e

Abbildung 3: Phasendiagramm fiir das Verfolger-Beute-Modell

Beweis: Ubungen.

3 Stabilitat bei linearen Systemen

Wir betrachten lineare Differentialgleichungsysteme der Form

y=Alt)y (30)

mit einer stetigen matrixwertigen Funktion A : R — R™".

Da die rechte Seite von (30) auf jedem kompakten Intervall [a,b] C R einer
globalen Lipschitz-Bedingung bzgl. y geniigt, existiert jede Losung von (30)
auf ganz [a,b] und daher wegen der Beliebigkeit von [a,b] auf ganz R. Wir
interessieren uns nun fiir das Verhalten der Losungen fiir t — oo (oder auch
fir t - —o0).

Definition: Die triviale Losung (= 0) des linearen Systems (30) heifst
(a) stabil (fiir t — o0), wenn jede Losung von (30) auf [0, co) beschrankt ist,

(b) asymptotisch stabil (fiir t — 00), wenn jede Losung von (30) fiir t — oo
gegen 0 konvergiert,

(c) instabil (fir t — oo), wenn sie nicht stabil ist, wenn also eine auf [0, co)
unbeschriankte Losung existiert.

14



Wiinschenswert sind nun natiirlich Kriterien in Form von Bedingungen an die
Matrixfunktion A(t), mittels derer man {iber Stabilitdt und asymptotische
Stabilitédt entscheiden kann. Im Allgemeinen ist dies schwierig und soll hier

nicht weiter untersucht werden. Wir spezialisieren uns stattdessen auf den
Fall

A konstant (t-unabhéngig). (31)

In diesem Fall ist ein Fundamentalsystem von (30) aus den Eigenwerten und
den Eigen- und Hauptvektoren von A berechenbar (siche Grundvorlesung).
Jede der zu diesem Fundamentalsystem gehodrenden Basislosungen ist von
der Form

eMp(t) (32)

mit einem Eigenwert A\ von A und einer polynomialen vektorwertigen Funk-
tion p. Falls die algebraische Vielfachheit von A gleich der geometrischen ist
(falls also zu A kein echter Jordan-Block gehort), so ist p konstant (= Eigen-
vektor zu \); andernfalls ist p nicht-konstant fiir wenigstens eine Basislosung
der Form (32). Da alle Losungen von (30), (31) Linearkombinationen von
Losungen der Form (32) sind, erhalten wir sofort

Satz 3.1: Es gelte (31).

a) Es sei Re(\) < 0 fir jeden Eigenwert X von A. Dann ist die triviale
Lésung des Systems (30) asymptotisch stabil.

b) Es sei Re(\) < 0 fir jeden Eigenwert A von A. Fiir jeden Figenwert \
mit Re(\) = 0 seien algebraische und geometrische Vielfachheit gleich.
Dann ist die triviale Losung des Systems (30) stabil.

c) Es sei Re(\) > 0 fiir einen Figenwert A\ von A, oder es sei Re(\) = 0
fur einen Eigenwert, bei dem algebraische und geometrische Vielfachheit
verschieden sind. Dann ist die triviale Losung des Systems (30) instabil.

Beweis: Fiir jede Basislosung der Form (32) gilt

[Xp®]| = |¥] Ip®)] = e [Ip(t)]] -

Falls Re(\) < 0, so gilt tlim [e®eODE |Ip(t)]|] = 0, da p(t) polynomial ist. Dar-
—00

aus folgt a), und natiirlich auch die Beschréinkheit von ||e*p(t)|| auf [0, co)
fir Eigenwerte A mit Re(\) < 0. Ist A ein Eigenwert mit Re(\) = 0, so
ist nach der in b) gemachten Voraussetzung die Vektorfunktion p konstant,
und wieder folgt die Beschrénkheit von He)‘tp(t)H auf [0, 00), und damit b).

Ahnliche Uberlegungen beweisen c). a

Fiir den Fall n = 2 wollen wir nun durch ein Phasendiagramm mehr Details
iiber das Losungsverhalten fiir £ — oo erfahren. Wir wollen drei Fille unter-
scheiden (vgl. Grundvorlesung Lineare Algebra):

15



(i) A ist reell diagonalisierbar mit zwei (nicht notwendig verschiedenen)
Eigenwerten A, u € R. Es gilt also

AzT(AO)T4
0

mit einer invertierbaren Matrix T € R??2.

(ii) A hat nur einen reellen Eigenwert A mit geometrischer Vielfachheit 1
und algebraischer Vielfachheit 2. Es gilt also

O A
r(3 D

mit einer invertierbaren Matrix T € R??2.

(iii) A hat zwei konjugiert komplexe Eigenwerte p+i mit p, v € R. Nehmen
wir Real- und Imaginéarteil des Eigenvektors zum Eigenwert p + i als
Spalten einer Matrix 7" € R?2, so erhalten wir

A=1(H" V)
_I/ //L .

Multiplizieren wir die Gleichung (30) (unter der Zusatzvoraussetzung (31))
von links mit der jeweiligen Transformationsmatrix 77!, so erhalten wir fiir
2z = T~y das System

) , (A0 . (A1 P TR 7
i) Z—(O M)Z bzw. ii) Z—(O )\)Z bzw. iii) z-(_y p z.

Haben wir ein Phasendiagramm fiir z erstellt, so ergibt sich das Diagramm
fiir y = Tz mittels ,Verzerrung durch die Matrix 7T'; die Einheitsvektoren
sind in die Spaltenvektoren von 7" zu verdrehen. Das Phasendiagramm bleibt
also qualitativ gleich.

N
Fall (i): 2/ = (0 ,u) z

Die allgemeine Losung lautet z1(t) = ae™, 25(t) = be* mit a,b € R. Fiir die
zugehorige Trajektorie erhélt man also im Fall a # 0,b # O:

(z1/a)" = (22/b)*
und daher (falls (A, u) # (0,0))

u ~ A
|2za] = C'|z1]*  bzw. |z1| = C|zo» (33)

mit C,C' > 0. (Die Fille a = 0 oder b = 0 sind nun in (33) enthalten.)
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€ (0,1):

A
I

2). Z.B. im Fall
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Abbildung 4: Phasendiagramm fiir Fall (i)
Die Durchlaufrichtung der Trajektorien hdngt nun von den Vorzeichen von

A und g ab (und nicht nur vom Vorzeichen von
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(b) A, >0

(a) A, u <0

= 1 sind vollig analog zu sehen, einschlieflich der Na-

Abbildung 5: Die Durchlaufrichtung der Trajektorien
A
o

Im ersten Fall heifst (0,0) stabiler Knoten, im zweiten instabiler Knoten. Die

Falle % > 1 und
mensgebung.

< 0 kann niemals Stabilitét vorliegen:

A
m

Im Fall

(b) <0< A

(a) A<0<p

Abbildung 6: Instabiler Sattelpunkt
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Fall (ii): 2’ = (0 )\) z.

Hier lautet die allgemeine Losung 21 (t) = ae™ + bteM, z(t) = be.
Fir A = 0 : 21 = a + 29t, 2o konstant, (a,0) ist stationdrer Punkt fiir jedes
a € R.

Abbildung 7: Instabilitdt fiir A = 0 im Fall (ii)

Nun sei A # 0. Dann gilt im Fall b # 0:

f= Ylog2
= — log —, also
A b
22 22
21 = —2941lzy= -2+ —log—
b b A b
-1
EYR YRR MW W W ANe % Wy Yoy oy
B e N A N T T O O N Y A
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(a) A > 0: instabiler Knoten (b) A < 0: stabiler Knoten

Abbildung 8: Phasendiagramm fiir Fall (ii)

Fall (iii): 2/ = < a V) z.
Die allgemeine Losung ist

21 = e"(acos (vt) + bsin (vt)), 20 = e (—asin (vt) + beos (vt)),

oder anders geschrieben

(o)== (S5t =60) 6)
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mit a,b € R.

R R R R W ow ow e s

(a) p=0,v > 0: Zentrum (stabil) (b) 4 > 0,v > 0 : instabiler Wir-
bel

n=-1/10,0=1
S i
AAIA A T o>
AAANAT A o s

(¢) p<0,v>0: stabiler Wirbel

Abbildung 9: Phasendiagramme fiir Fall (iii)

4 Stabilitat bei nichtlinearen Systemen

Nun betrachten wir das nichtlineare System

y=fty) (34)

mit einer stetigen Funktion f : [0,00) x R® — R". Es sei ¥ € C*[0,00) eine
Losung von (34); deren Existenz wird also vorausgesetzt.

In der folgenden Definition iibernimmt % die Rolle der trivialen Losung, deren
Stabilitat wir fiir lineare Systeme betrachtet hatten.

Definition: Die Losung y von (34) heift

a) stabil (im Sinne von Lyapunov), wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert
mit folgender Eigenschaft:
Jede Losung y von (34) mit

1y(0) = (0)[| <6
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ist auf [0, 00) definiert und erfiillt

ly(t) —y(t)|| <e firalle te€[0,00);

b) asymptotisch stabil, wenn sie stabil ist und ein § > 0 existiert derart, daf
fiir jede Losung von (34) mit

ly(0) =H(O)[| < B
gilt:

lim |y (t) —y(@)]| = 0;

t—o00
¢) instabil, wenn sie nicht stabil ist.

Bemerkung: Im Spezialfall f(t,y) = A(t)y mit einer stetigen matrixwerti-
gen Funktion A fallen die obigen Stabilitatsbegriffe mit der alten Definition
zur Stabilitdt der trivialen Losung des linearen Systems (30) zusammen.

Beweis: Ubungen.

Wir betrachten nun spezieller Systeme der Form

y=Ay+g(ty) (35)

mit einer konstanten Matrix A € R™"™ und einer stetigen Funktion ¢ :
[0,00) x R" — R™ mit der Eigenschaft

- l(t,2)]

=0 gleichmiRig in t € [0, 00) (36)
=0 |2

t
dh. Ve>0 39>0 VzeR"0<|z||<d Vte[0,00): 7”g|(| ’|’|z)” <e
z
Bedingung (36) besagt, dak ¢(¢,y) relativ zum ,Hauptteil“ Ay in (35) ,klein*
ist fiir ,kleines* y.

Da (36) insbesondere ¢(t,0) = 0 (0 < ¢ < oo) impliziert, ist § = 0 eine
Losung von (35), deren Stabilitdtseigenschaften wir nun untersuchen wollen.
Da Ay in (35) den Hauptteil bildet, hoffen wir, dafs die Eigenschaften von A
(und nicht die detaillierten - iiber (36) hinausgehenden - Eigenschaften von
g) hierfiir entscheidend sind. In der Tat haben wir

Satz 4.1 (Stabilitatssatz):
Es gelte (36), und Re(\) < 0 fir alle Eigenwerte X von A. Dann ist die

triviale Losung von (35) asymptotisch stabil.

Zum Beweis brauchen wir
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Lemma 4.2 (Lemma von Gronwall):
Es seien o € R, > 0 und ¢ € C[0,a) mit einem a € Ry U{cc}. Es gelte

ot) <a-+ ﬁ/gb(s)ds fir 0<t<a. (37)
0

Dann gilt p(t) < ael fiir 0 <t < a.

Beweis: Wir setzen

wit)=a+ 5 [ os)ds. (38)

also

(e7Py) = e (¢ = Bip) <0
und daher

e Plp(t) < e P0%(0) et a.

Es folgt ¢(t) < ae’® und daher die Behauptung wegen ¢(t) < 9(¢) (gemiR
(37),(38)). O

Beweis von Satz 4.1:

Es sei (¢1,...,¢,) ein reelles Fundamentalsystem von y = Ay und ¢ :=
(p1] .- Jpn) : R — R™" die zugehorige Fundamentalmatrix. O.B.d.A. gelte
¢»(0) = I. Wir wéhlen ein § > 0 mit

Re(\) < —f fiir alle Eigenwerte A von A, (39)

was nach Voraussetzung moglich ist. Jede der Fundamentallésungen ¢4, .. ., ¢,
ist Linearkombination von Termen der Form e*p(t) mit einem Eigenwert \
von A und einer polynomialen vektorwertigen Funktion p. Wegen

He/\tp(t)H — e(Re/\)t Hp(t)” < e(Re)\)tcef(Re/\JrB)t — Cefﬁt
fiir eine geeignete Konstante ¢ (beachte: —(ReX + ) > 0 nach (39)) gilt also
lo®)ll < Ce™ (0<t < o0) (40)

fiir eine geeignete Konstante C' > 1.
Wegen Bedingung (36) existiert ein 7 > 0 mit

<P

<30 |zl fur zeR"|z||<7n, und te]0,00). (41)

g, 2
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Nun sei € > 0. Wir wahlen § > 0 mit

(5§% und 5§%. (42)

Es sei y € C'0,a) eine nach rechts maximal fortgesetzte Losung von (35)
mit

ly(O)f <6 (43)
Wir werden zeigen:
ly(6)]| < ee 2% fiir 0<t<a. (44)
Wegen der maximalen Fortsetzung folgt dann a = oo, ferner
ly@)ll <e fix 0<t<oo, lim[ly(t)] =0
und damit die Behauptung.

Zum Nachweis von (44): y 16st das System
y=Ay+g(ty) (0<t<a)

Hier fassen wir g(¢, y(¢)) als Inhomogenitdt auf und erhalten aus der Losungs-
formel fiir lineare inhomogene Systeme:

y(t) = o(t)y(0) + (1) / #(s)"g(s,y(s))ds (0 <t <a).

Wegen ¢(0) = I gilt weiter

$(t)p~ (s) =t —s) (0<t, s<a)

(denn bei festem s ist auch ¢(t — s) eine Fundamentalmatrix und daher
o(t — s) = ¢(t)B mit einer reguldren Matrix B. Einsetzen von ¢ = s ergibt

B =¢(s)7")
Also gilt

und mit (40), (41), (43) folgt

ly®l < Ce™™ [ly(0)ll + [ Ce™ = lg(s,y(s))ll ds

o\ﬁ

t
< —pt ot [ 85 B
< Coe P4 Ce /e o ls) 1 ds.
0
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solange ||y(t)|| < n erfiillt ist (damit (41) benutzbar ist); beachte ||y(0)|] <
(43)

0 < L <0 «p.
@20

Fiir ¢(t) := ' ||y(t)|| folgt also

v <5+ 5 [uls)ds (solange (1)) <)

und daher nach dem Gronwall-Lemma:
(1) < Coex™  (solange [ly(t)]] <),
also
ly@l < Coe™=" (solange |y (t)]| < ). (45)
Wegen C9 < I (nach (42)) folgt aus (45) aber
ly()|| < Coe™2%  fiir alle ¢ € [0, ),

und daraus wegen C0 < ¢ (nach (42)) die Behauptung (44). O
Als Gegenstiick zu dem obigen Stabilitéitssatz gilt auch der
Satz 4.3 (Instabilitidtssatz):

Es gelte (36), und Re(\) > 0 fiir mindestens einen Eigenwert A von A. Dann
ist die triviale Losung von (35) instabil.

Der Beweis ist etwas technisch und wird hier weggelassen; siehe [4].

Schliefslich wollen wir die obigen Sdtze benutzen, um stationdre Losungen
des autonomen Systems

y=r) (46)

auf Stabilitdt zu untersuchen. Hierbei sei f : R"™ — R™ eine differenzierbare
Funktion.

Es sei ¥ € R™ eine Nullstelle von f. Die zeitlich konstante, also stationdre
Losung 7 des Systems (46) wird nun auf Stabilitdt untersucht. Hierzu seien

A= ['(7) eR™", g(z) = fT+2) - ['([H)> (47)
Wegen f(y) = 0 gilt
lg)Il _ /@ +2) = f@H) - @)=

Il Il

—0 fir z—0, (48)

denn dies driickt gerade die Differenzierbarkeit von f in 7 aus.
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Transformieren wir z = y — 7, so ergibt sich fiir z das System

s=y=fy) = fF+72) = Az + g(2), (49)

welches also von der Form (35) ist. Wegen der einfachen Transformation z =
y — 7 ist die Stabilitdt/asymptotische Stabilitdt/Instabilitdt der stationéren
Losung 7 des Systems (46) offenbar dquivalent zur Stabilitét /asymptotischen
Stabilitdt /Instabilitdt der trivialen Losung des Systems (49). Wegen (48)
erhalten wir aus den Sétzen 4.1 und 4.3 also sofort:

Korollar 4.4:

a) Falls Re(\) < 0 fir alle Figenwerte A von f'(y) gilt, so ist die stationdre
Lésung g von (46) asymptotisch stabil.

b) Falls Re(\) > 0 fiir mindestens einen Figenwert X\ von f'(y) gilt, so ist
die stationdre Losung y von (46) instabil.

Bemerkung: Die obigen Sétze geben keinerlei Auskunft im Fall
Re(\) <0 fiir alle Eigenwerte A von A (= f'(7))

mit Gleichkeit (Re(\) = 0) fir mindestens einen Eigenwert. In der Tat kon-
nen in diesem Fall die Stabilitédtseigenschaften des nichtlinearen Systems ver-
schieden sein von denen des linearisierten Systems y = Ay (in dem also g
weggelassen wird). Dies zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel: n=1;a) y =% b) y=—y>

In beiden Féllen a), b) ist 7 = 0 die einzige Nullstelle von f(y) = +?, d.h.
wir untersuchen die Stabilitéit der trivialen Losung, und es ist f'(y) = 0 €

R =RY™, g(2) = f(2).
A = 0 ist natiirlich einziger Eigenwert von 0 € R*! und Korollar 4.4 ist
daher nicht anwendbar.

Das linearisierte Problem (in dem g weggelassen wird) lautet also
y=0

und hat nur konstante Losungen. Insbesondere ist die triviale Losung stabil,
aber nicht asymptotisch stabil. Beim vollen nichtlinearen Problem finden wir
hingegen:

a) Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
y=y", y(0)=yo (mitgegebenemy, € R)
lautet y = 0 im Fall yq = 0, und

)= 0<i<

V1 — 22t 295

im Fall yy # 0 (Herleitung: i = y> hat getrennte Variable).

Jede Losung y der Differentialgleichung aufter der trivialen Losung hat
also eine Singularitat bei % und ist daher nicht auf [0, co) definiert. Also
ist die triviale Losung instabil.
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b) Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y=—y", y(0)=yo

lautet

yt) = —L — (0<t< o).

V14 2yt

Jede Losung der Differentialgleichung ist also durch |y(0)| betraglich be-
schrankt und konvergiert fiir ¢t — oo gegen 0. Also ist die triviale Losung
asymptotisch stabil.

5 Lineare Randwertprobleme mit gewohnlichen
Differentialgleichungen

Gegeben sei eine lineare gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung

n

Llu](z) := Z a;(2)u?(z) =r(z) (a <z <) (50)

=0

mit gegebenen stetigen Funktionen a;,r : [a,b] — R (oder C) und einem
kompakten Intervall [a,b] C R. Die Differentialgleichung sei reguldr, d.h. es
gelte

an(x) #0 (a <z <b). (51)

(Die Koeffizientenfunktionen ay, . . ., a,_; diirfen hingegen natiirlich Nullstel-
len haben.)

Zuséatzlich betrachten wir lineare Randbedingungen

[y

Ry[u] := - [agiu®(a) + Buu@ ()] =y, (k=1,...,n) (52)

i

I
=)

mit gegebenen ay;, Bri, 7 € R (oder C).
Im Spezialfall oy = 014, Bri = 0 liefert (52) die bekannten Anfangsbedin-
gqungen

u(a) =y, u'(a) = g, ..., u" Ha) = v,. (53)

Das Gesamtproblem (50), (53) heifft bekanntlich Anfangswertproblem (oder
Anfangswertaufgabe) und hat - bekanntlich - immer eine eindeutige Losung

u € C"a,b.

Das allgemeine Problem (50), (52) heiftt Randwertproblem (oder Randwert-
aufgabe); seine Losungstheorie ist komplizierter und wird spéter beleuchtet.

Beispiel: Die Auslenkung einer Hookeschen Feder fiihrt - wie bereits in Ka-

pitel 1 diskutiert - auf die Differentialgleichung v” = —w?u (mit w = /2,
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D Federkonstante, m Masse). Falls zusitzlich noch eine (nur von der Zeit
abhéngige) dufsere Kraft K (¢) an der Masse angreift, erhalten wir die Diffe-
rentialgleichung (mit r(t) := %)

u” 4w = (54)

Mittels der in der Grundvorlesung erlernten Methoden zur Losung linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten bekommen wir als all-
gemeine Losung von (54) (im Fall w # 0)

t

1
u(t) = ¢y coswt + cosinwt + » /sin[w(t —s)|r(s)ds (55)
0

mit beliebigen ¢y, ¢y € R.

a) Anfangswertproblem: u(0) = ug, u'(0) = vo mit ug, vy € R.
Hier sind ¢y, ¢, eindeutig gegeben durch ¢; = g, c; = 2, wie sich sofort
durch Einsetzen von (55) in die Anfangsbedingungen ergibt.

b) Randwertproblem: Z.B. u(0) = 0, u(1) = 0 (zu den Zeiten ¢ = 0 und
t = 1 wird ein Nulldurchgang gefordert).
Einsetzen von (55) in die Randbedingungen liefert ¢; = 0 und

1

cosinw + é / sinfw(1 — s)]r(s)ds = 0. (56)

1. Fall: w #nw  (n € N).
Dann liefert (56) ein eindeutiges ¢y, d.h. das Randwertproblem ist ein-
deutig losbar.

2. Fall: w = nr fiir ein n € N.
Dann lautet (56):

also wegen sin[w(1 — s)] = gin w cos(ws) — cos w sin(ws):
=0 #0

1

/sin(ws)r(s)ds =0. (57)

0

Die Bedingung (57) enthélt keine freie Konstante mehr, ist also entweder
erfiillt oder nicht.

1. Unterfall: (57) ist erfiillt.
Dann hat das Randwertproblem unendlich viele Lésungen, denn c; € R

ist beliebig.
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2. Unterfall: (57) ist nicht erfiillt.
Dann hat das Randwertproblem keine Ldsung.

Diese Alternative:

“ Entweder das homogene Randwertproblem hat nur die triviale Losung,
und das inhomogene Randwertproblem hat fiir beliebige Inhomogenitét r
eine eindeutige Losung

oder das homogene Randwertproblem hat nichttriviale Losungen, und das
inhomogene Randwertproblem hat nicht fiir jede Inhomogenitét r eine Lo-
sung; wenn doch, dann gibt es unendlich viele Lésungen”

wird uns auf allgemeiner Ebene wieder begegnen. (Sie gilt sogar fiir par-
tielle Differentialgleichungen.)

¢) Man mag die Randbedingungen u(0) = 0, u(1) = 0 aus b) (Nulldurch-
génge zu vorgegebenen Zeiten) als unphysikalisch ansehen. Wir kénnen
aber zum Beispiel auch nach periodischen Losungen suchen, falls r die
Periode T hat; dann ergeben sich die Randbedingungen

w(0) =u(T), u'(0)=1d(T). (58)

(Jede Losung u € C?[0,T] von (54), (58) wird mittels der periodischen
Fortsetzung u(t + nT) := u(t) (¢t € [0,T], n € Z) zu einer periodischen
Losung u € C*(R) von (54).)

Setzen wir wieder (55) in die Randbedingungen (58) ein, so erhalten
wir wieder eine Alternative der obigen Form. Die ,Ausnahmemenge” der
w, fir die das Randwertproblem keine eindeutige Losung hat, ist hier

{29” tnée NO} und fiir ein solches w = 2”7” ist

27Tnt . . 27Tnt
€1 COS T C S T

(mit beliebigen ¢; und ¢y) Losung des homogenen Randwertproblems.
Beweis: Ubung

Wir gehen nochmal zuriick zu Beispiel b) und wollen die Ausnahmemenge
{nm : n € N} noch etwas anders beschreiben:

0<t<1

~—

|
S
I
€
S

hat genau fiir w = n (mit n € N) nichttriviale Losungen (cq sin(nmt)).
Aquivalent formuliert hat das Figenwertproblem

—u" =X (0<t<1)
u(0) =0, u(l)=0
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die Eigenwerte \, = n*7? (n € N) und die Figenfunktionen u,(t) = sin(nnt).
Derartige Eigenwertprobleme mit gewohnlichen Differentialgleichungen wer-
den wir spater noch genauer und allgemeiner untersuchen.

Nun soll die im Beispiel b) erwiahnte Alternative allgemein fiir Randwertpro-
bleme der Form (50),(52) hergeleitet werden.

Wir nennen (wie immer) die Differentialgleichung (50) homogen, wenn r = 0
gilt, sonst inhomogen. Die Randbedingungen (52) heifsen homogen, wenn
71 =+ =7, =0, sonst inhomogen. Das Randwertproblem (50),(52) heifst
homogen, wenn die Differentialgleichung und die Randbedingungen homogen
sind, sonst inhomogen.

Wir wihlen ein beliebiges, (nun) festes Fundamentalsystem (o1, ..., ¢,) der
homogenen Differentialgleichung L[u] = 0, und eine spezielle Losung ¢ €
C™]a, b] der inhomogenen Differentialgleichung (50). Die Existenz von ¢y, . . .,
¢n, ¥ wurde in den Anfanger-Vorlesungen behandelt (basierend auf dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme). Die allgemeine
Losung der inhomogenen Differentialgleichung (50) lautet daher

U= Z cip; +1  mit beliebigen ¢,...,¢, € R. (59)
i=1

Setzen wir diese allgemeine Losung in die Randbedingungen (52) ein, erhalten
wir wegen der Linearitdt der R die Bedingungen

> Rilod + Rl =w (k=1,...,n),
=1
d.h. mit
M = (Rk[(pz])k,zzl ..... n b:= (P)/k - Rk[w])kzl ..... n

das linear-algebraische System
M| | =hb (60)

Zur Herleitung der erwiinschten Alternative miissen wir nun lediglich die
beiden Fille

i) detM # 0 und
ii) detM =0

unterscheiden: Im Fall i) ist (60) eindeutig losbar (und das homogene Pro-
blem hat nur die triviale Losung). Dasselbe gilt wegen obiger dquivalenter
Umformungen daher auch fiir das Randwertproblem (50),(52). Analog schlie-
fen wir im Fall ii) (detM = 0) und erhalten somit:
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Satz 5.1: Es liegt einer der beiden folgenden Fille vor:

i) Das homogene Randwertproblem (50),(52) (mitr =0,7, = --- =7, =
0) hat nur die triviale Losung, und das inhomogene Randwertproblem
hat fiir jedes r € Cla,b] und alle vy, ...,v, € R eine eindeutige Lisung.

it) Das homogene Randwertproblem hat nichttriviale Losungen, und das in-
homogene Randwertproblem ist nicht fir aller € Cla,b] und vy, ..., v, €
R losbar. Ist es doch losbar, dann nicht eindeutig.

Bemerkung: Die beiden Félle detM # 0 und detM = 0 in (60) sind
nicht von der Wahl des Fundamentalsystems abhéngig: Ist (¢1,...,9,) =
(¢1,-..,¢,)C (mit einer invertierbaren (!) Matrix C' € R™*") ein weiteres
Fundamentalsystem, so gilt fiir M := (Ri[@i))kiet,..m : M = MC. Also

.....

gilt detM = 0 genau dann, wenn auch detM = 0 ist.
Beispiel: Betrachte das Randwertproblem
—u" +e(r)u=r(x) (0<z<1), u0)=v, u(l)=m (61)

mit ¢,r € C[0,1] und 1,72 € R. Im Allgemeinen ist (61) nicht geschlossen
16sbar. Setzen wir zusétzlich

clx) >0 (0<z<1) (62)

voraus, so konnen wir zeigen, dak das homogene Randwertproblem nur die
triviale Losung hat: Ist u € C?[0, 1] Losung von

—u" +e(r)u=0 (0<z<1), u0)=u(l)=0,

so gilt

1 1 1 1

O:/u(—u"—l—cu)d:p: —uu'|(1)+/(u')2dx—|—/ c u2d:p2/(u’)2d:p

0 =0 0 o =20 0

und daher v’ = 0, also u = u(0) = 0.
In der Alternative von Satz 5.1 muf also Fall i) vorliegen. Daher ist das in-
homogene Randwertproblem (61) eindeutig losbar.

Bemerkung: Die eindeutige Losbarkeit des Randwertproblems (61) ist all-
gemeiner unter der Voraussetzung

c(r) > -1 (0<z<1) (63)

(anstelle von (62)) gegeben, wie wir spéter zeigen werden. In gewissem Sinne
koénnen wir aber (63) nicht noch weiter abschwiichen, denn fiir ¢ = —7? hat
das homogene Randwertproblem (61) die nichttriviale Losung sin(7rz).
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6 Die Greensche Funktion

Gegeben sei nun ein Randwertproblem (50), (52), und es liege Fall i) im
Alternativsatz 5.1 vor. Wir suchen nach einer ,expliziten“ Darstellung der
eindeutigen Losung.

Beispiel:

—u"=r (0<z<1), u(0) =", u(l) = . (64)
Das homogene Problem hat nur die triviale Losung, denn u” = 0 hat die
allgemeine Losung u(z) = ax + b (mit a,b € R), und u(0) = u(l) = 0
impliziert @ = b = 0. Also liegt in der Tat Fall i) in Satz 5.1 vor. Ist nun u €
C?[0,1] die eindeutige Loésung von (64), so erhalten wir durch Aufintegrieren

T

u'(r) = —/r(t)dt—l—co mit einem ¢ € R, (65)
0
T t
u(z) = —/1 /r(s)ds dt + cox + ¢;  mit einem weiteren ¢; € R,
0 0
t z z
= — t/r(s)ds +/t~r(t)dt+cox+cl
0 0 0

_ /(t ot +emt e (0<<1)
0
Die Randbedingung u(0) = =, liefert ¢; = ;. Die zweite Randbedingung
u(1) = o verlangt
1

/ (t—1D)r(t)dt + co + c1 = 72,

0
also (mit ¢; = 1)

1
Co="Y2—"+ / (1 —t)r(t)dt.
0

Setzen wir dies in (65) ein, erhalten wir
T 1
u(z) = /(t —x)r(t)dt + x[y2 — 11 + / (1 —t)r(t)dt] +m
0

0

J/

B

(1 —x)tr(t)dt + /:c(l —t)r(t)dt + (1 —x)y1 + 292

T

Gz, t)r(t)dt + (1 —x)y + 27, (0<2<1)

O\>~ O\a

31



mit

G heifst Greensche Funktion zu (—u”,u(0),u(1)).
Wir stellen fest:

a) G ist stetig auf [0, 1] x [0, 1].

b) Eingeschrinkt auf die beiden Dreiecke A := {(z,t) € [0,1]*: x <t} und
Ay = {(z,t) € 0,1)>: x >t} ist G als Funktion von z zweimal stetig
differenzierbar.

c) %f(:p x—0)— gf(x r+0)=-1.

d) Eingeschriankt auf A; und auf A, erfiillt G als Funktion von z die homo-
gene Differentialgleichung, also ;—;(G\ A)(z,t) =0.

e) G erfiillt als Funktion von z die homogenen Randbedingungen, also G(0, t)
G(1,t) = 0.

Nun wollen wir die Greensche Funktion auch fiir allgemeine Differentialaus-
driicke L der Form (50) und Randausdriicke Ry, ..., R, der Form (52) defi-

nieren.

Satz 6.1:
Hat das homogene Randwertproblem Liu] =0 (a <z <b), Ri[u] = ... =
R,[u] = 0 nur die triviale Losung, so existiert eine eindeutig bestimmte

Greensche Funktion G : [a,b]*> = R zu (L, Ry,..., Ry,), die auf [a,b]* (falls
n > 2) baw. auf [a,b]* \ {(z,z) : x € [a,b]} (falls n = 1) stetig ist und die
Figenschaft hat, daf fir jedes r € Cla,b] die eindeutige Losung u des Rand-
wertproblems

Liul=7r (a<x<b), Rgul=0 (k=1,...,n)

gegeben ist durch

b

u(z) = /G(:p,t)r(t)dt (a <z <b). (66)

a

(Im Fall n = 1 ist die Eindeutigkeit von G nur bis auf die Nullmenge

{(z,z) : x € [a,b]} gegeben.)
G ist eindeutig festgelegt auch durch folgende Figenschaften:

Glot) = Gi(z,t) ((x,t)e A :={(@,1) : a<T<E<Db})
| Ga(xt) ((w )eAQ_{ﬁcE pa<i<F<b})
mit
a) fallsm>2: G, %G, e %Z;Q_(Q; existieren und sind stetig auf |a, b]?.
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b) G 0Gi — PGi ooistieren und sind stetig auf A; (i=1,2).

L Hp 0ttt Pgn

an—lcl

an—1G2
C) Oxn—1

Oxn—1

(z,7) = = (a <z <b).

an ()

(x,x) -

d) L[Gi(-,)](z) = 0 fiir (x,t) € A; (i=1,2), d.h. G erfiillt auf den beiden
Teildreiecken als Funktion von x die homogene Differentialgleichung.

e) Rp]G(,t)]=0 (k=1,...,n, t € [a,b]) in dem Sinne, daf

n—1

iZe g€
Z[akiﬁ(a,t)—i—ﬁkiﬁf(b,t) =0 (k=1,...,n, t€la,b]).

i=0
Beweis: Wir zeigen:

1) Es existiert ein G’ mit den Eigenschaften a) bis e), die G eindeutig festle-
gen.

2) Es gilt die Darstellungsformel (66); sie legt G ebenfalls fest (im Fall n = 1
nur bis auf die Nullmenge {(z,z) : z € [a,b]}).

Zu 1): (Dieser Beweisteil ist auch als Konstruktionsvorschrift fir die Green-
sche Funktion zu lesen.)

(¢1,...,pn) sei ein (nun fest gewdhltes) Fundamentalsystem zur Differenti-
algleichung L[u| = 0. Wir machen den Ansatz

Gi(z,1) =) Cult)pr(w), Galz,t) =) Dil(t)pu(x)

mit stetigen Funktionen Cy, Dy : [a,b] — R. Dann sind b) und d) bereits
erfiillt. Ferner missen Gy und Gy wegen b) und d) diese Form haben! Mit
A, = %(C’k + Dy), By = %(C’k — Dy) ist eine dquivalente Formulierung dieses
Ansatzes gegeben durch

Gi(z,t) = ) (A(t) + Bi(t))pr (),

>

Go(z,t) = ) (Ak(t) = Bi(1)) k().

k=1
Eigenschaft a) verlangt nun (falls n > 2):

n n

> (At + Bi(®) o () = 3 (Ar(t) — Bi()) o (x)

firx=te€a,b]; 7=0,...,n—2, also

ZBk(x)cpg)(x):O fir z € [a,b]; 7=0,...,n— 2. (67)
k=1
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Eigenschaft c) verlangt

n n

> (Aule) = Bl () = D (Aule) + Bula)el ) =
fir alle z € [a, b], also
}:zﬁ¢m¢$”@9::—2aix) (z € [a,0]). (68)

(67) und (68) gemeinsam bilden offenbar ein lineares Gleichungssystem fiir
Bi(1)..... By (x):

e enle) \ (Bi) 0
w4@ ) @{@ | ; (x € [a,1]). (69)
A @) @) B\
Die Matrix ®(x) ist die zu ¢, ..., ¢, gehorige Fundamentalmatrix, also fiir

alle € [a,b] invertierbar. Also sind By(x),..., B,(x) durch (69) eindeutig
bestimmt. Da die Eintrdge der Matrixfunktion ® sowie die rechte Seite in
(69) stetig auf [a,b] sind, folgt auch die Stetigkeit von By, ..., B,, etwa mit
Hilfe der Cramerschen Regel: Die B; sind Quotienten von Determinanten,
also von polynomialen Ausdriicken in den Eintrdgen von ¢ und a,,, und der
Nenner verschwindet nirgends.

Es verbleibt Eigenschaft e); diese verlangt

[am ST + B (0) (@) + B S (A;(8) — By (1) (b)| =0

=0

also
n n—1 ‘ ‘
S a40) |3 (el (a) + ﬁmso;’<b>)] (70)
Jj=1 Li=0 5
:R;r[%]
n n—1
( O[]”(p] _'_ﬁ]ﬂ(p] ( ))] (k: 17'“7n;t6 [a’ab])
7j=1 =0

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir A,(t), ..., A,(¢) mit Matrix
(Ri[¢j])kj=1,..n- Diese ist invertierbar, da Alternative i) des Alternativsatzes
vorliegt (siehe Beweis des Alternativsatzes). Also sind A;(t), ..., A,(t) durch
(70) eindeutig bestimmt, ferner stetig wegen der Stetigkeit von By, ..., B,.

34



Zu 2): Es sei r € Cla, b] gegeben. Mit der in 1) konstruierten Greenschen

Funktion G setzen wir:

w(z) = / Gla, t)r(t)dt

b

_ / Gl )r(t)dt + / Gia tir()dt (a<az<b). (71)

a T

Wegen Eigenschaft b) ist u differenzierbar, und

T

u'(z) = [Gax,x) —Gl(x,x)l'r(x)+/%(m,t>r(t)dt

-

~
=0, da G stetig fir n>2 a

b
N 0G4
ox

T

(x, t)r(t)dt.

Falls n > 2, ist v/ also wegen Eigenschaft b) differenzierbar, und

T

u'(z) = {%(x,x) - %(m,x)} r(z) —I—/aaf;z (x,t)r(t)dt +

~
=0, da B2 stetig fiir n>3

a

b
9*G4
0x?

xT

(z,t)r(t)dt.

Falls n > 3, ist u” also differenzierbar. Durch induktive Fortsetzung erhalten
wir entsprechende Formeln fiir alle Ableitungen von u bis

e e,
(n—1) — 2 _ 1 .
) = |G ) - S8 )| o)

.
~~

=0, da Q;Z;i)QG stetig, falls n>2
T b

w2 S+ [ % St orar

axnfl axn 1

a

und schliefslich (auch im Fall n = 1)

an—lG an—lG
i) = |GG e - TS )] 1o+
:#@),‘;\/egen c).
T b
%(x,t)r(t)dt—k / 0 Cil (z, t)r(t)dt

a
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Insgesamt ergibt sich

L) = ai()ul (z)

n

= (@) + / [Zai(x)%(x,t)] r(t)dt

1=0

a -

~
=L[G2(-,t)]=0 wegen Eigenschaft d)

Z ai(x)%(x, t)] r(t)dt

=L[G1(-,z‘/)]‘:r07 wegen d)
= r(x) (a <x<b)

und fir k=1,...,n:

Ri[u] = Z [akz‘u(i)(a) + Bkz‘u(i)(b)]

_ b b
25 it + i [ 220 0yrwar

a a

n—1 i %
(5 [ w0+ a5 00] ) v

. s
~~

=0, wegen e)

e

w ist also die Losung des Randwertproblems Liu| = r (a < z < b), Ry[u] =
... = RyJu] =0, d.h. (71) ist die behauptete Losungsdarstellung (66).

Es bleibt zu zeigen, daf auch (66) die Greensche Funktion eindeutig festlegt.
Sei dazu zunichst n > 2. Ist G eine weitere stetige Funktion auf [a, b]?, fiir
welche die Losungsdarstellung (66) gilt, dann ist also

/ [G(m,t) — Gz, )| r(t)dt =0  Vx €la,b] Vre Cla,bl. (72)

a

Annahme: G(x,t) — G(z,t) # 0 fiir ein (z,t) € [a, b]2. Dann wechselt G — G
in einer offenen Umgebung U = U, x U; von (z,t) nicht das Vorzeichen;
0.B.d.A. sei G — G > 0 auf U (sonst vertausche G’ und G). Wir wihlen ein
r € Cla,b] mit r > 0 auf U;, r = 0 aukerhalb U;. Dann folgt fir = € U,:




im Widerspruch zu (72).

Im Fall n = 1 erhalten wir genauso einen Widerspruch zur Annahme, dafs

G(z,t) — G(z,t) # 0 fiir ein (z,t) € [a,b]* mit = # t gilt. O

Der folgende Satz liefert nun eine Darstellung der Losung des voll inhomo-
genen Problems (bei dem also auch die Randbedingungen inhomogen sind).

Satz 6.2:
Das homogene Randwertproblem Llu] = 0 (a < x <'b), Rg[u] = 0 (k =
1,...,n) habe nur die triviale Losung, und G sei die Greensche Funktion zu

(L,Ry,...,R,). Ferner sei (p1,...,p,) ein Fundamentalsystem zur Diffe-
rentialgleichung L{u] = 0 (a < x < b) mit der Zusatzeigenschaft

(Existenz und Findeutigkeit eines solchen Fundamentalsystems: Ubung.) Dann
ist fir alle r € Cla,b] und v1,...,v, € R die eindeutige Losung des Rand-
wertproblems

Lu) =r (a <x<b), Rglul= (k=1,...,n) (74)

Beweis: Wir setzen
b
uy(z) = /G(:p,t)r(t)dt, us(x) := Z%‘%‘@) (a <z <b).

Nach Satz 6.1 gilt
Lu)=7r (a<z<b), Ryw]=0 (k=1,...,n).

Wegen L[] =0 (a<z<b, i=1,...,n)und (73) erhalten wir weiter

Llug) =0  (a <x<b), Rylug] ZZ%@M:% (k=1,...,n),
i—1

also insgesamt wegen der Linearitdt des Problems:
Lluy +ug] =r (a <x<b), Rplus+us] = (k=1,....,n),

d.h. u := uy + uy 16st wie behauptet das Randwertproblem (74). O
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Schliefslich betrachten wir den Spezialfall:

Llul(z) = as(z)u’(z) + a1 () (z) + ao(x)u(z)  (a <z <D),
Ri[u] = —apu'(a)+ Bou(a), Ra[u] = aqu/(b) + Sru(b) (76)

mit ag, a1,ay € Cla,b], as(z) # 0 (a < z < b) und g, o, a1, /1 € R mit
a2+ BE>0, a?+pB2>0.

Problem (76) ist speziell wegen n = 2, aber auch wegen der Separiertheit der
Randbedingungen, d.h. R; greift nur auf den Randpunkt a zu, Ry nur auf
den Randpunkt b. (Z.B. periodische Randbedingungen sind nicht separiert.)

Wir setzen wieder voraus, dafs das homogene Randwertproblem
Liul =0 (a <x<b), Riful=Rse[u]=0

nur die triviale Losung hat. (p, 1)) sei ein Fundamentalsystem zur Differen-
tialgleichung L{u] =0 (a <z < b) mit der Zusatzeigenschaft (vgl. (73))

Ferner sei

W(2) = det (:;,(w) w(x))

die Wronski-Determinante des Fundamentalsystems (i, 1). Dann ist die Green-
sche Funktion zu (L, Ry, Ry) gegeben durch

G(z,t) =

1 {(p(x)@/)(t) (a<z<t<b 78)
<t

)W) et)v(@)  (a
Beweis: Ubung.
Beispiel: Wir betrachten noch einmal das Eingangsbeispiel

Lu] = —=u" (0<z<1), Riful=u(0), Rylu]=mu(l).

Das Fundamentalsystem (¢,%) zu —u” = 0 mit der Zusatzeigenschaft (77)
lautet hier:

olx)=z, Yx)=1-2 (0<x<1).

Somit gilt W (z) = det (f 1__1:[) = —1. Nach (78) erhalten wir

B x(1—1) 0<z<t<1)
G(x’t)_{ tl—z) (0<t<z<1),

wie eingangs des Kapitels schon direkt berechnet wurde.
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7 Die eindimensionale Wellengleichung

Die eindimensionale Wellengleichung ist die erste partielle Differentialglei-
chung, mit der wir uns beschéftigen wollen. Zur Motivation betrachten wir
eine schwingende Saite mit Léngenmassendichte p [kg/m] und Lénge [, die
mit der Spannkraft 7' [kg m/s?] bei x = 0 und z = [ eingespannt ist. Bei der
mathematischen Modellbildung der Saite machen wir folgende Naherungen:

- Biegekréfte sind vernachléssigbar (dies unterscheidet die ,Saite” von einem
,Balken®).

- Gegentiber der Spannkraft T' sind alle duferen Krifte (z.B. Gravitation)
vernachlassigbar.

- Die Auslenkungen u(x,t) der Saite sind klein, d.h. Terme quadratischer
(und hoherer) Ordnung in u sind vernachléssigbar, ferner auch longitudi-
nale Auslenkungen.

Es sei K(z,t) = (Ki(x,t), Ky(z,t)) die Kraft - als differenzierbar angenom-
men - im Punkt = zur Zeit ¢, tangential an die Saite und nach rechts gerichtet.
Die Gesamtkraft, die an einem Saitenstiick zwischen x und = + Az angreift,
betragt

oK
K(x 4+ Az,t) — K(z,t) = —/(z,t)Az + o(Ax) (79)
Taylor ox
Andererseits ist der ,Masse-Beschleunigung“-Term dieses Stiickes in y-Richtung
gegeben durch

r+Ax

/ p(f)%(fc, t)dz = p(x)%(x, t)Ax + o(Ax) (80)

T

% ist die transversale Beschleunigung in y-Richtung; die longitudinale (in

z-Richtung) wird wie verabredet vernachléssigt. Wegen (79),(80) gilt nach
dem Newtonschen Kraftgesetz:

OK %
%(x, t)Az + o(Az) = (p(w)%(% t)Az + O(Ax)) '

Dividieren wir durch Az und schicken dann Ax — 0, erhalten wir

aa—f@’” - (ﬁ Eg) - (p<x>%ig<x,t>) |

Also ist K raumlich konstant und damit = 7' (fiir alle ¢), und

Koz, t) = /p(fs)%(@,t)d@ + K50, 1). (81)

Da K (z,t) tangential (und nach rechts) angreift, gilt weiter

ou Ko, 1) 1] . K(0,0)

%(%t) S K@t on T P(w)w(%t)dﬁJr 7

0
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und Differenzieren nach z liefert
0u ; p(z) 0*u

a0 =" ()

Nehmen wir ferner p als konstant an, so folgt mit ¢ := \/% (Wellengeschwin-
digkeit):

Pu 0%

—_— = —

ot? Ox?
Dies ist die (rdumlich) eindimensionale Wellengleichung fiir die Auslenkung
u. Da die Saite bei x = 0 und bei z = [ eingespannt ist, erhalten wir ferner
die Randbedingungen

u(0,t) =u(l,t) =0  fir alle t > 0. (83)

(0<z<I, t>0). (82)

Fiir eine sachgeméfse Problemstellung kommen zu (82), (83) noch Anfangs-
bedingungen hinzu, die den Anfangszustand und die Anfangsgeschwindigkeit
der Saite festlegen:

0
u(@,0) = uw(@), (@0 =w(@) (<< (84)
mit gegebenen Funktionen wg,u; : [0,1] — R. (82), (83), (84) heilt Anfangs-

randwertproblem fiir die Wellengleichung.

Zur mathematischen Untersuchung betrachten wir zunéchst die Wellenglei-
chung auf ganz R (ohne Randbedingungen):

Pu 0%

—_— = —
ot? Ox?
Zur Losung fithren wir charakteristische Koordinaten

(z €R, t >0). (85)

=x+ct =x—ct
3 ; n

ein (also gilt z = 5(£ + 1), t = 5-(£ — 1)) und betrachten, fiir eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion w,

N 1 1

i) i=ulot) = u S+l ge € =)
Also ist

u(z,t) =u(&,n) = u(x + ct,x — ct). (86)
Dann gilt nach der Kettenregel
ou _ o 0c on oy _ou on

Ox o Ox on Ox 0f  On’
Pu o0 oe o o 0% o o o
Ox? on? Ox

92 O ooy Ox ' onde ox
Pu *u 0%

~ 9@ " agon T 0
Ou _ ou 9 ou on _ ou  0Ou
o o6 ot ong ot o on
Pu (P09 %
oz~ T <a§2_28§3n+an2) (88)
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Nach (87), (88) gilt (85) genau dann, wenn

0*a

ocon "

(89)

(89) 14t sich nun leicht durch Aufintegrieren lésen:

3—2‘ ist nach (89) unabhéngig von 7, also
ou .

mit einer Funktion w. Nochmaliges Aufintegrieren ergibt

3
a(faﬁ):/@(s)ds—i- JKonstante” |
—
0

darf von n abhéngen!

also

w(&,n) = wi(&) + wa(n)

mit geeigneten Funktionen wy,ws : R — R. Geméf (86) erhalten wir also
u(z,t) = wi(x + ct) + wa(x — ct). (90)

Jede C?-Losung u der Wellengleichung (85) ist also von der Form (90). Um-
gekehrt ist jede Funktion u der Form (90) mit beliebigen wi,ws € C*(R)
Losung der Wellengleichung, d.h. (90) ist die allgemeine Lésung von (85). Im
Gegensatz zur Erfahrung bei gewohnlichen Differentialgleichungen sind also
hier zwei Funktionen wq,ws frei und nicht nur zwei Konstanten.

Wir betrachten den Spezialfall wy; = 0, also u(x,t) = wy(x — ct). Erhdhung
von t um 7 > 0 und von x um cr liefert offenbar denselben Funktionswert.
Also ist u eine mit Geschwindigkeit ¢ nach rechts laufende Welle. Genauso
erhalten wir im Spezialfall wy = 0, also u(z,t) = wy(z + ct), eine nach links
laufende Welle.

Jede Losung der Wellengleichung (85) ist also Superposition einer nach rechts
laufenden und einer nach links laufenden Welle!

Wir betrachten nun die Wellengleichung (85) zusammen mit Anfangsbedin-
gungen
Ju

u(z,0) = ug(x), E(w, 0) = uy(x) (x € R) (91)
mit gegebenen Funktionen uy € C?*(R), u; € C*(R). Das Anfangswertpro-
blem (85), (91), also mit auf ganz R gestellten Anfangsbedingungen, wird
auch Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung genannt. (Zusétzliche Rand-
bedingungen wie in (83) fallen beim Cauchy-Problem nicht an.)
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Wir setzen nun die allgemeine Losung (90) in die Anfangsbedingungen (91)
ein. Da nach (90)

u(z,0) = wi(z) + wa(x), 2—1:(95, 0) = c wi(x) — ¢ wy(x)
gilt, liefert (91) die Bedingungen
(a) wi(z) +wa(e) = uo(w),  (b)wi(x) —wy(w) = %ul(x) (z € R).(92)
Durch Aufintegrieren von (92b) erhalten wir

wi(z) — wo(x) = %/ul(s)ds +k (x € R)

0

und daraus mit (92a):

wi(z) = % uo(x) + % /ul(s)ds + k|,
0

wa(x) = % up(z) — %/ul(s)ds -k,
0

also schlieflich aus (90):
et
u(z,t) = % ug(x + ct) + up(x — ct) + % / uy(s)ds| . (93)
r—ct

Dies ist also die Losung des Cauchy-Problems (85), (91), die sich nun auch
als eindeutig herausgestellt hat.

Nun kehren wir schlieflich zum Anfangsrandwertproblem (82), (83), (84) zu-
riick, bei dem das Ortsintervall [0, /] ist (und nicht ganz R wie beim Cauchy-
Problem) und die Randbedingungen (83) zu Differentialgleichung und An-
fangsbedingungen hinzukommen. Wir fiihren (hier) die Losung zuriick auf
die bereits bekannte Losung (93) des Cauchy-Problems:

Neben der zu erwartenden Voraussetzung ug € C?[0,1], u; € C*(0,!] verlan-
gen wir nun ferner Vertriglichkeitsbedingungen zwischen (82), (83), (84), die
sich so ergeben:

Fiir jede Losung v € C%([0,1] x [0,00)) von (82), (83), (84) folgt aus (83)
durch Differenzieren nach t:

ou ou D*u D?u
—(0,t) = —(,t) = b) —(0,1) = —(I,t) = t> 4
@) Sr0.0=r00=0, () SH0.0 =20 =0 (>0),(94)
und (94b) liefert zusammen mit der Differentialgleichung (82):
0*u 0*u
= _ = >0).
on="4un=0 (20 (95)
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Auswerten von (83), (94a), (95) in t = 0 zeigt
u(0,0) = wu(l,0)=0,

0*u d%u

ou ou

— = —(I = 0.
0,0) = (1,0 =0

Andererseits folgt aus der Anfangsbedingung (84), u(z,0) = up(z) (0 <
x < 1), durch zweimaliges Differenzieren nach x:

%(M) —ul(z) (0<z<). (97)

Auswerten von (84) und (97) in = 0 und = = [ liefert nun im Vergleich mit
(96) die Vertraglichkeitsbedingungen

up(0) = u(l) = 0, ug(0) = ug(l) =0, w(0)=u (I)=0  (98)

an die Daten wg,u; des Problems, die wir nun fordern (als notwendige Be-
dingungen fiir die Existenz einer Losung u € C?([0,1] x [0,00))). In der Tat
sind sie (zusammen mit vy € C?[0,1], u; € C*[0,1]) auch hinreichend:

Setzen wir uy und w; zunéchst punktsymmetrisch auf [/, [] fort:
ui(—x) = —u;(x) O0<z<l;i=0,1)
und anschliefsend 2[-periodisch auf ganz R
wi(z + 2kl) = w;(x) (=l<z<l; keZ; i=0,1),

so erhalten wir wegen (98) (!) Funktionen ug € C*(R), u; € C*(R), die au-
fserdem ungerade bzgl. 0 und bzgl. [ sind.

Mit diesen wug, u; setzen wir
x+ct

u(z,t) == % ug(x + ct) + up(x — ct) + % / uy(s)ds (x eR, t >0)
r—ct

und wissen aus (93), daf dieses u das Cauchy-Problem mit Anfangsdaten

ug, uy 16st. Also 16st w (eingeschrankt auf [0,1] x [0,00)) die Differential-

gleichung (82) und die Anfangsbedingungen (84). Wir zeigen nun, dal u

auch die Randbedingungen (83) erfiillt; dann haben wir eine Losung u €

C?([0,1] x [0,00)) des Anfangsrandwertsproblems (82), (83), (84) gewonnen.

In der Tat gilt fiir alle ¢ > 0:

- ct

u(0,t) = % up(ct) + ug(—ct) + %/ul(s)ds ]:O,

~
- =0, da up ungerade bzgl. 0 —ct
————
=0, da w1 ungerade bzgl. 0

- l+ct
1 1
- =0, da ug u;gerade bzgl. [ l—ct

—_———
=0, da uj ungerade bzgl. [

43



8 Hilbert- und Banachraume

Die Funktionalanalysis ist ein entscheidendes Hilfsmittel bei der Untersu-
chung von Differential- (und Integral-) Gleichungen. Sie ist aber auch als
eigenstandiges Gebiet von groffem Interesse. Hier sollen einige elementare
Grundlagen der Funktionalanalysis gelegt werden, die wir spéter bei weite-
ren Untersuchungen von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen
zum Einsatz bringen wollen.

Definition: FEs sei V' ein K-Vektorraum, mit K = R oder K = C. Ferner
sei |||| : V — R eine Abbildung mit folgenden FEigenschaften:

N1) (Definitheit) ||u|| > 0, und ||u|]| =0 <= u =0, fir alleu e V.
N2) (Homogenitat) ||Mu| = |\|||u| fir allew eV, X € K.
N3) (Dreiecksungleichung) ||u+ v|| < ||ul| + ||v|| fir alle u,v € V.

Dann heifst (V,||-||) normierter Vektorraum oder normierter linearer
Raum oder normierter Raum. Die Abbildung ||-|| heifst Norm auf V.

Definition: FEs sei V' ein K-Vektorraum, mit K = R oder K = C. Ferner
sei () : V xV — K eine Abbildung mit

SP1) (Definitheit) (u,u) >0, und (u,u) =0 <= u =0, fir alleuw € V.

SP2) (Halblinearitit) (\u+ pv,w) = A (u, w)+p (v, w) fir alle u,v,w € V,
A p e K.

SP3) (Halbsymmetrie) (u,v) = (v,u) fir alle u,v € V.

Dann heifit (V, (-, -)) unitdrer Raum oder Innenproduktraum oder Prd-
Hilbertraum. Die Abbildung (-, -) heifst inneres Produkt oder Skalarpro-
dukt oder Innenprodukt auf V.

Lemma 8.1: Es sei (V,(-,-)) ein unitirer Raum. Dann gilt:
a) (w, M+ pv) = X{w,u) + 7 {(w,v) fir alle u,v,w €V, A\, u € K.
b) Die Abbildung ||-|| : V' — R definiert durch
Jull == v {u,u)  (ueV) (99)

ist eine Norm auf V'; sie wird als die durch (-, -) erzeugte Norm bezeichnet.
Durch (99) wird also jeder unitire Raum zu einem normierten Raum.

c) Es gilt (mit ||-]] aus (99)) die Cauchy - Schwarzsche Ungleichung
| (u,v) | < Jul| - |lv]] fiir alle u,v € V;
Gleichheit gilt genau dann, wenn w,v linear abhdngig sind.

Beweis: Genauso wie im Fall V' = R" oder V' = C"; siehe Anfinger - Vor-
lesungen. a
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Durch Nachrechnen stellt man leicht fest: Ist (V] (-, -)) ein unitdrer Raum und
|||l die durch (-,-) erzeugte Norm, so gilt die Parallelogrammgleichung

lu - 0l* + [lu = ol = 2([[ull* + [[olI*) (w0 € V), (100)
und das innere Produkt lafst sich wie folgt durch die Norm ausdriicken:
(||u—|—v||2— ||u—v||2) (u,v € V), falls K = R;

(Il + 0l = llw = v+ [Ju+ dv|* — i flu — iv]*)

Rl N

3
- iZZ’“ Ju+iol*  (wuveV) falsK=C.  (101)
k=0

Es gilt auch die folgende Umkehrung, die wir hier nicht beweisen wollen:

Satz 8.2:

Es sei (V,||-]|) ein normierter K-Vektorraum, in dem die Parallelogramm-
gleichung (100) gilt. Dann ist durch (101) ein inneres Produkt (-,-) auf V
gegeben (und ||-|| ist durch (-,-) erzeugte Norm), das heifst (V,(-,-)) ist ein
unitarer Raum.

Beispiele:

1) V =K" wird mit

Jull, = (Z \uk\py (= (us,...,u,) € K")

mit festem p € [1,00) zu einem normierten Raum (K", [|-[|); der Beweis
folgt unten in ii). Auch mit

full = max ful  (u€K)

wird K" zu einen normierten Vektorraum (K", ||-[|_.).

i) Es gilt ferner die Héldersche Ungleichung
>l < Jlull, lloll, (w0 € K) (102)
k=1

fir alle p,q € [1, 00| mit % + % = 1. Solche p, q werden zueinander
dual genannt.

Beweis: Es seien p,q € [1,00] mit %—l—% = 1. Falls p = oo (und
damit ¢ = 1) oder ¢ = oo (und damit p = 1), folgt (102) sehr leicht.
Sind p, g € (1,00), so gilt die Young’sche Ungleichung

P B

ab < % +o (@beln00)), (103)
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. o . . D aq .
wie man etwa durch Minimieren von f(a) := % + % — ab iber a €

[0,00) (bei festem b) feststellt. Fiir jedes A > 0 und alle u,v € K"
gilt daher

lugor] = (M ugl) - (A" |uil)

AP A4

< _|uk|p+—|vk|q (k?:]_,,n)

(103) P q

und somit

- AP A4

> Juror] < = lullh + = [lo]l2

k=1 p q

woraus (102) durch Minimieren der rechten Seite tiber A folgt.

Die Normeigenschaften N1) und N2) fiir [|-[|, (mit p € [1,00]) sind
offensichtlich. Im Fall p = oo folgt auch N3) sofort aus der Dreiecks-
ungleichung fiir den Betrag. Im Fall p € [1, 00) gilt fiir u,v € K™

n n

D luetul” = ) et o g+

k=1 k=1

n n
Dl o ]+ Juk A+ o g
o P

IN

1 1
n q n D
< lug, + Uk;|(p71)q |ug|”
1 1
n q n P
+ Ziuwvﬂ(pm) <Z Wp)
k=1 k=1
1—1
n P
- Zluwmp) (Irall, + 1101,
=1

also folgt auch hier die Dreiecksungleichung N3), die fiir |||, auch
Minkowskische Ungleichung heifét.

2) K™ wird mit

(u,v) := Zuk@k (u,v € K")
k=1

offenbar zu einem unitdren Raum (K", (- -)). Die durch (-,-) erzeugte
Norm ist ||-||, aus Beispiel 1). Alle anderen Normen |[|-||, (p € [1,00]\ {2})
aus 1) werden nicht durch ein inneres Produkt erzeugt, denn die Paralle-
logrammgleichung (100) ist etwa fiir v := (1,0,...,0), v := (0,1,0,...,0)
verletzt. (Der Trivialfall n = 1 ist hier natiirlich auszunehmen.)

3) Die Folgenraume I, (1 <p < o0).
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Fiir p € [1,00) sei

l, = {(uk reny € KN Z|uk|p<oo}

und
1
Jull, == (Z \uk\p> (u € ),
k=1
sowie
oo = {(Uk)keN e K" : suplu| < OO}
keN

und

[ulloe = supfur|  (u € lw).
keN

Wie in 1) i) zeigt man auch hier die Héldersche Ungleichung:

Es seien p, ¢ € [1, oo] mit %—I—% =1.Sind v € [, und v € [, so ist k; lug g

konvergent und

oo
> o] < Jlull, lloll, -
k=1

Hieraus folgt wie in 1) ii) nun auch hier die Minkowskische Ungleichung
und daraus, daf [, ein Vektorraum ist (!) und daf [-||, eine Norm in [, ist.

Im Falle p = 2 ist offenbar ein inneres Produkt auf /5 gegeben durch

) :Zukv_k (u,v € ly),
k=1

das heiflt /o wird mit (-,-) zu einem unitdren Raum. Alle anderen [,
(p € [1,00] \ {2}) sind keine unitdren Rdume, denn wie in 2) erkennt
man, daf die Parallelogrammgleichung verletzt ist.

Schlieklich gilt (Beweis als Ubung)

Ly, S 1, fiir 1 < p; < py < 00. (104)

P1 #£

Es sei Q € R offen und beschréinkt, und C(€) der K-Vektorraum der
stetigen Funktionen u : Q — K. Wir definieren fiir u € C(Q):

Sl

=
i

b /\u(m)\pd:c 1 <p< oo,

ull, = max|u(z)].
e
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Auch hier zeigt man (genauso wie in K", aber mit Integration statt Sum-
mation) die Héldersche Ungleichung

/IU(JJ)U(JJN dr < |lull, [lvl,  (uveC(@Q), (105)
Q

wobei p, ¢ € [1, 00| wieder 11? + é = 1 erfiillen. Daraus folgt wiederum die

Minkowskische Ungleichung und daher, daf (C(Q)
Raum ist.

I-ll,) ein normierter

Im Fall p = 2 ist ein inneres Produkt auf C(Q) gegeben durch

(u,v) := /u(x)v(x)dx (u,v € C(Q)),

Q

welches die Norm |||, erzeugt. Die anderen Normen ||-||, (p € [1, 0]\ {2})
werden nicht von inneren Produkten erzeugt.

Es sei Q C R” offen. Wir definieren die iibliche Aquivalenzrelation
u~wv< IM C Q mit Lebesgue-Mak 0 Vo € Q\ M : u(z) = v(z)106)

auf der Menge der Funktionen v : 2 — K. Im Folgenden sprechen wir von
JFunktionen* Q — K, meinen aber immer Aquivalenzklassen von Funk-
tionen bzgl. der Aquivalenzrelation (106); das heift Funktionen, die sich
nur auf Lebesgueschen Nullmengen unterscheiden, werden identifiziert.

Fiir p € [1,00) definieren wir
LP(Q) == Cu:Q — K : u Lebesgue-mefbar, /|u(x)|p dr < oo
Q

und

Al

full, = | [l@rar ) we @)
Q
L>*(Q) = {u : 0 — K : u Lebesgue-mefsbar, esssup |u| < oo}
Q

und

|lull, := esssup |u].
Q

Dabei ist fiir eine meftbare Funktion v : Q — K

esssupv :=inf {C € R : wu(z) < C fir fast alle z € Q}
Q
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das wesentliche Supremum von v.

Wieder zeigen wir wie frither die Héldersche Ungleichung:
Sind p, ¢ € [1, 00| mit %—I—é =1 und sind u € LP(Q2), v € L), so gilt
wv € L'(Q) und

/ )o@ dz < [l o],

Daraus folgt wieder die Minkowskische Ungleichung und daraus die Vektor-

raum-Eigenschaft von LP(€2) und schlieklich alle Normeigenschaften von
[],- (Beachte zum Nachweis von N1: Ist p € [1,00), und u € LP(Q2) mit
||u|| =0, also f |u(x)[” dz = 0, so folgt u(z) = 0 fiir fast alle x € Q, also

uw=01im Slnne der oben vereinbarten Identifizierung.)

Also ist (LP(Q), ||-,) ein normierter Raum. Wieder ist im Fall p = 2 durch
(u,v) := /u(x)’u(x)dx (u,v € L*(Q))

ein inneres Produkt auf L?(2) gegeben, welches die Norm |||, erzeugt;
und alle anderen Normen ||-[|, werden nicht durch innere Produkte erzeugt

(Beweis: Ubung).

In jedem normierten Raum hat man einen kanonischen Konvergenzbegriff
und kann auch leicht Cauchy-Folgen definieren:

Definition: Es sei (V,||||) ein normierter Raum und (uy)ren eine Folge in
V. Ferner seiu € V.

a) (ug) konvergiert gegen u (in Zeichen: uy — u oder lim uy = u), wenn

k—o00
lim ||up —ul| =0, wenn also gilt
k—o00

Ve>0 JkoeN Vk>ky |upx—ul<e.

b) (ux) heifst Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve >0 ZkoyeN Vk,j>ky |up—ujll<e.

Wiéhrend im R™ alle Cauchy-Folgen konvergent sind (siehe Anféanger-Vorle-
sung), gilt dies in generellen normierten Raumen i.a. nicht (siche Beispiele
unten). In den meisten funktionalanalytischen Sétzen treten im Beweis aber
Situationen auf, in denen man auf die Konvergenz von Cauchy-Folgen ange-
wiesen ist. Normierte Rdume, in denen es nicht-konvergente Cauchy-Folgen
gibt, sind daher praktisch fast immer unbrauchbar. Man benétigt vollstindige
normierte Rdume, in denen alle Cauchy-Folgen konvergieren:
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Definition: a) FEin normierter Raum, in dem alle Cauchy-Folgen konver-
gieren, heifit vollstandiger normierter Raum oder Banachraum.

b) Fin unitirer Raum, der bzgl. der durch sein inneres Produkt erzeugten
Norm ein Banachraum ist, heifst Hilbertraum.

Satz 8.3:
Fiir alle p € [1,00] sind (K", ||-||,,) und (I, [|-[|,) Banachriume. Insbesondere
1st also ly ein Hilbertraum.

Beweis: Wir zeigen die Vollsténdigkeit von (I, [|-[[,) fiir p € [1, 00); der Fall

p = oo verbleibt als Ubung. Die Vollstindigkeit von (K", ||-|| ,) ergibt sich als
offensichtliche Vereinfachung des Beweises fiir ,,.

Sei also (u®)4ey eine Cauchy-Folge in [, das heifit

Ve>0 ZdkgeN VEk,j>k: (Z }ul(/ﬂ _ u&k),p) e (107)
v=1

Fiir jedes feste p € N gilt

=i = (S i)
v=1

und wegen (107) ist daher (u{¥)zen Cauchy-Folge in K. Da (K, |-|) vollstindig
ist (K = R : Anféngervorlesung, K = C : Korollar des Falles K = R), existiert
also ein v, € K mit

uff) — u, fir k — oo. (108)

Die so konstruierte Folge u := (u,),en ist nun ein Kandidat fiir den erhofften
Grenzwert der Folge (u®),cy in [,. (108) ist aber noch lange nicht die erhoffte
Eigenschaft ||ul*) — qu — 0 (k — o0)! Wir werden zeigen:

Ve>0 Jko=ko(s)EN Vk>ky VNEN

(é (*) p)% . o

UU - UV

Daraus folgt mit € := 1 und k := ko(1) zunéchst

N + N , N %
! —ul|” (k) |P
(2 ‘uy‘ ) Minl%wski (Z }U,, Uy ’ ) =+ (; ’/U/V ’ )

v=1

<1 ],
(109) P

Da N € N beliebig ist, folgt die Konvergenz von Y |u,|” und daher u € [,
v=1
(was bisher nicht klar warl).
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Nun folgt aus (109) mittels Grenziibergang N — oo das gewiinschte Ergebnis
u® — yin [
"

Zum Nachweis von (109) sei € > 0. Wir wihlen ky = ko(e) so, dal

3=

Vk,j > ko (Z |uld) — ugw’p) < % (110)
v=1

was wegen (107) moglich ist. Nun seien k& > ko und N € N. Wegen (108)
existiert ein j € N, 0.B.d.A. j > kg, mit

firv=1,...,N

- €
’uf,]) - Uu’ < IN1/p

und somit

und mit (110) folgt
N v N v N v
(wa-w!”) §<Z!u&>-u9’>p) *(Z!uw-uuV)
v=1 v=1 v=1

Satz 8.4: (C(Q), [I[],) ist
a) nicht vollstindig, falls p € [1,00),

b) wollstindig (also ein Banachraum), falls p = co.

Beweis: Zu a): Hier nur ansatzweise fiir den Fall Q = (—1,1); der Rest
verbleibt als Ubung.

Die Folge (ug)ren in C[—1, 1] definiert durch

0 fir —1<x<0,
ug(x) == < ka  fiir nggi,
1 fir %gxgl

ist eine Cauchy-Folge bzgl. |||, aber nicht konvergent (bzgl. [|-|,) in C[-1, 1].

Zu b): (Nebenbemerkung: Die in a) definierte Folge ist keine Cauchy-Folge
bzgl [|-]]5!)

Es sei (ug)ren eine Cauchy-Folge in (C'(Q), ||-||..), das heifit

Ve >0 3FkyeN Vk,j>ky max|uj(z)—u(z) <e. (111)
zeQ)
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Fiir jedes feste y € Q gilt

;i (y) — un(y)| < max |uj(7) — up(x)]

und wegen (111) ist daher (ux(y))ren Cauchy-Folge in K, besitzt also einen
(natiirlich y-abhéngigen) Grenzwert u(y) in K:

ug(y) = u(y) fiir k — oo. (112)

Die so konstruierte Funktion wu : Q — K ist Kandidat fir den erhofften
Grenzwert der Folge (ug)gen in (C(Q), ||-].)- Wir zeigen:

Ve>0 FkgeN Vk>ky, VreQ:
lug(z) — u(x)| < e. (113)

Dies bedeutet die gleichméfige Konvergenz von (uy) gegen u. Da alle uy, stetig

sind, folgt die Stetigkeit von u, das heiftt uw € C(2) (Satz aus der Anfénger-
vorlesung). Nun folgt aus (113) mittels Ubergang zum Supremum iiber z das
gewiinschte Ergebnis uy, — win (C(), ||]|.)-

Zum Nachweis von (113) sei € > 0. Geméaf (111) kénnen wir ky € N wihlen
mit

Vk,j > ke max|u;(z) — ug(w)| < % (114)

e

Nun seien k > ko und z € . Wegen (112) existiert ein j € N, 0.B.d.A.
j Z kO) mit

Juj(2) —u(z)] <
und mit (114) folgt

() — u(@)] < up(@) = w;(@)] + lu; (@) — u(z)| <e.

Satz 8.5:
(LP(2), [|-]I,,) ist vollstindig fiir alle p € [1, oc].

Beweis: Fiir p = oo ist der Beweis dhnlich zum Beweis der Vollstandigkeit
von (C(Q),]]]l..) (Satz 8.4 b)). Es kommen lediglich kleine Zusatziiberlegun-
gen hinzu, die die auftretenden Ausnahmemengen (vom Lebesgue-Mafs 0)
handhaben. Ubung!

Nun sei p € [1,00), und es sei (uy)ren eine Cauchy-Folge in LP(2). Also
existiert zu jedem v € N ein kg = ko(v) (0.B.d.A. ko(v) streng monoton
wachsend in v) mit

1
P

1
Vk,j > ko : /|u] —ulPdr ] < > (115)
Q
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Wir definieren v, := uy,() und zeigen zunéchst fiir die Teilfolge (v, ),en von
(ug)ren die Existenz eines Grenzwerts: Wir setzen

wy =wvy, w,=v,—0v, 1 (firv>2). (116)

Aus (115) (mit v — 1 statt v) folgt fur j = ko(v), k := ko(v — 1), dak
v, — vyl < s (fiir v > 2) gilt, und daher

M W
eeN, 22 Y lwl, = ol ) I = vl
v=2

v=1

m
1
< ol + 51 = o, + 1.
v=2

Also ist
S=> |lw], < oo (117)
v=1
Fiir
w
ful@) =Y |w(2)]  (z€Q peN) (118)
v=1
gilt somit

=
[

Minkowski

o
= > wl, <5,
v=1

I
VueN /|fu|pdx < Y /|wy|pdx
Q v=1 \q

also f, € LP(Q2) und

/|fM|de <S  (ueN). (119)
Q

Nach (118) ist (f,)uen eine monoton wachsende Folge nichtnegativer mefiba-
rer Funktionen, und fiir die punktweise (fast tiberall) Grenzfunktion

f(z) :== lim f,(z) (x € Q) (120)

U—>00

gilt (da auch f? >0, (f?).en wachsend, lim f? = f?) nach dem Satz von B.
U—>00

Levi (monotone Konvergenz):

/ frde tim [ frde < s,
) ;HOOQ (119)

also
f e Lr(Q). (121)

93



Wire f(z) = oo auf einer Menge von positivem MaR, so wére auch [ fPdz =

Q
00, im Widerspruch zu (121). Also gilt
f(x) < o0 (x € @\ N, N Nullmenge)
Nach (118), (120) gilt daher
Y w(z) <00 (z€Q\N).
v=1
Also ist
= w,(x) (122)
v=1
(absolut) konvergent fiir z € '\ N. Ferner gilt
< = 1 = fii Q\N 12
) Zm I 2, Jim fule) = @) firceQ\N  (23)
und daher wegen (121)
u e LP(Q). (124)
Ferner gilt nach (116)
p p
Y ow(r)=v@) + ) [b(r) —va@)]=v) (€9
v=1 v=2
und daher nach (122):
v,(x) — wu(z) (punktweise) fir x € Q\ N,
—00
also auch
lou(z) —u(z)P — 0 firzeQ\N. (125)
U—00
Schlieflich ist
I
pu(@) —u(@)] < (@) + Ju(@)] = > wi ()| + Ju(z)]

I

< Zmu )| + lula \<Z|wy )| + lu()

= )+ |u(x)] < 2 fiir x € Q\ N,
(118),(120) f( )+ Ju(@)] (123) us ) \

also
v, (2) — u(x)|P < 2P f(x)P fir x € 2\ N. (126)

54



Da 27 f(x)P integrierbar ist nach (121), folgt mit (125), (126) nach dem Satz
von der majorisierten Konvergenz:

/|vu—u|pdx—>0 fir p — oo,
Q

also (mit (124)):
v, U in LP(Q). (127)

Es bleibt zu zeigen, dak die gesamte Folge (uy)ren gegen u konvergiert (in
LP(Q2)). Dazu sei ¢ > 0. Wir wéhlen ein v € N mit 1/2¥ < £/2 und
v, —ull, < &/2 (vgl. (127)), sowie ko = ko(v) geméf (115). Dann gilt fiir
alle k > ko (beachte v, = uy,) :

1
Jug — ull, < [lug — gyl + llur, — ull, T

Ohne Beweis ergdnzen wir noch den folgenden

Satz 8.6 (Dichtesatz): Fs seip € [1,00) und
CyP(Q) :={p e C®(Q) : 3K C Q kompakt Yz e Q\ K :p(x)=0}(128)

Dann gilt: C5°(R2) ist dicht in (LP(2), ||||,), d.h.

G = 1), (120)
das heifst zu jedem u € LP(QY) existiert eine Folge (pr)ken in C5°(Q) mit

= ill, — 0.

Bemerkung: Fiir p = oo ist (129) falsch; nicht einmal C(Q) ist dicht in
(L), [Nl

Beweis: Wir wihlen ein unstetiges u € L>(Q2) (z.B. eine nichttriviale Trep-

penfunktion) und nehmen an, daf eine Folge (uy)gen in C(€2) mit

T

existiert. Dann ist (ug)ren Cauchyfolge in (C(), ||-]|.,) und konvergiert nach

Satz 8.4 b) gegen ein v € C(9), das heifit ||uy, — v]| T 0. Es folgt u=v €
— 00

C'(€2). Widerspruch. 0
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9 Lineare Operatoren und Funktionale

Viele Gleichungen in der Analysis, insbesondere Differential- und Integralglei-
chungen, werden durch ,Operatoren” beschrieben, die zwischen Banachrau-
men abbilden.

Definition: FEs seien V, W K- Vektorrdume.

a) FEin Operator ist eine Abbildung T, die eine Teilmenge D(T) C V (sei-
nen Definitionsbereich) in W abbildet. (T ist durch Zuordnungsvor-
schrift und Definitionsbereich festgelegt!)

b) Ist D(T) C V ein Untervektorraum (Unterraum) und ist T : D(T) —
W linear, d.h. gilt

T(Au~+ pv) = NT'(u) + pT'(v) Vu,v e D(T) VA, u €K,

so heifit T linearer Operator, im Falle W = K auch lineares Funk-
tional.

Definition: Es seien (V, |-||;,) und (W, ||-|l,,;) normierte Riume, D(T) C V
und T : D(T) — W ein Operator. Ferner seiug € D(T).

a) T heifit stetig in vy <=
Ve>0 36>0 YueDT) [|lu—uwly <d=|T(u)—T(uo)lly < el
<= Fiir jede Folge (uy)ren in D(T) mit ||up — uolly = 0 gilt
—00
I7(u) = Tl =0

T heifst stetig <= Yuo € D(T): T stetig in uy.

b) T sei zusdtzlich linear. T heifst beschrinkt <= sup 0

Tall, <
ueD(T)\{0} v

e >0 YueDT): [ITWly < Clull,

In diesem Fall heift

i1 = s {0 e by 03

[ully,
inf{CeR : YVueDT): |T(uly <Cul}

= sup{[[T(wlly : we D), |lully =1}
die Operatornorm (oder einfach Norm) von T

Lemma 9.1:

Es seien (V, ||-|l,) und (W, |||y,) normierte Riume und T : D(T) C 'V —
W ein linearer Operator. Dann sind folgende Aussagen a), b), c¢) paarweise
aquivalent:

a) T ist beschrinkt.
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b) T ist stetig.
c) T ist stetigin0 € V.

Beweis: a) = b): Sei uyp € D(T) und ¢ > 0. Wir wéhlen § > 0 mit
|T]| 6 < e. Dann gilt fiir alle v € D(T") mit ||u — uol|,, < 0:

17 (w) = T'(uo) 1T (w = wo)llyy < T 1w = wolly, < T <e.

|| w T lEear

b) = c) ist trivial.
c) = a): Nach c¢) existiert ein 6 > 0 mit:

Vaue D(T): | [ull, <6= [Ty <1]. (130)
~—— ——
=[lu—0lly =[T(u)=T(0)]lyy

Nun sei u € D(T) \ {0}, und v := —2—u. Dann gilt |v|,, = W |ull,, = o

ey

und daher ||T'(v)|l,, < 1 nach (130). Wegen T'(v) = HU‘T'VT(U) folgt also
== T ()l < 1, d.h

l[ully

1
IT @)y < 5 el

Satz 9.2:
Es seien (V. |||l,,) und (W, ||-|l;/) normierte Riume und

BV, W):={T:V - W : T linear und beschrinkt} .

(Es ist also D(T) =V fir alle T € B(V,W).) Ferner sei ||-|| die Operator-
norm. Dann gilt:

a) (B(V,W),||-Il) ist ein normierter Raum. (Dabei wird die kanonische Vek-
torraumstruktur von B(V, W) zugrundegelegt.)

b) Ist (W, ||-[ly) ein Banachraum, so ist auch (B(V,W),||||) ein Banach-

raum.
Beweis: Ubung.

Korollar 9.3:
Es sei (V.||]ly;) ein normierter Raum. Dann ist der Dualraum V' von V,
definiert durch

V':i=B(V,K)={l:V =K : [ linear und beschrankt}

versehen mit der Operatornorm

= sup { ool < we v},

lully

ein Banachraum.

Beweis: Die Behauptung gilt nach Satz 9.2, denn (K, |-|) ist vollstandig. O
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9.1 Beispiele

1)

3)

Multiplikationsoperator: Es sei @ C R™ offen und a € L>(Q2), ferner
p € [1,00]. Der Operator M : LP(Q) — LP(£2),

(Mu)(z) := a(x)u(x) (x €, ue LP(Q))

ist linear und beschrénkt, und ||M|| = ||a]| ..
Beweis (hier nur fiir p € [1,00)):

Fiir alle u € LP(92) gilt

1
P

P, = | [loupdz | <al. ful,
Q

Also ist M beschrénkt, und ||M]| < [la||,,. Zum Nachweis von ||M]| >
||la||, sei e > 0. Dann existiert eine mefsbare Menge A C 2 von positivem
(und endlichem) Mafs mit

la(z)| > Jlal|, —e furze A

Ist nun u die charakteristische Funktion von A, so gilt v € LP(Q2) \ {0}
und

[Mull, = /Ia($)|pdx > (llallo = &) llull,,
A

und daher [[M]| > ||al|, — €. Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt || M]| > ||a]| .. O

Integraloperator: Es sei 2 C R™ offen und beschréinkt und k € C(Q x Q).
Der Operator

K:CQ) —C1Q), (Ku)(z):= /k:(x,y)u(y)dy (€, ueC(Q))

ist linear und bzgl. ||-||,, beschrinkt, und

IK] < max / k()| dy.
=9
(9]

Beweis: Ubung.

Integraloperator: Es sei Q C R offen und k € L*(2 x Q). Der Operator
K : L*(Q) — L*(Q),

(Ku)(x) := /k:(x,y)u(y)dy (r €Q, ue L*N))
Q
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ist linear und bzgl. ||-||, beschrénkt, und

1K < k], = / / k() dady .
Q Q

Beweis: Fiir alle u € L*(Q) gilt:

2
U = u|”dr = z,y)u(y)dy| dx
Kull; Kul’d k dy| d
Q Q [Q
/ /|my|dy /|u dy| da
Cauchy Schwarz
| e ay| e
Q Q

4) Differentialoperator: Es sei V.= W = C[0,1] mit |||, = ||l = 'll«
und D(A) := {u e C?[0,1] : u(0) =u(1) =0},

O

A:D(A) — C[0,1], Au:=—-u"  (ue D(A)).
A ist linear, aber nicht beschriankt, denn etwa fiir
ug(z) = sin (k7x) (x €[0,1], k € N)
gilt ur, € D(A) \ {0} und

Al _ Bl o
folle ~ Tuellc o

up {H” ”” : ED(A)\{O}}:

Bemerkung: Ersetzt man hier (C[0,1], [-[| ) durch (£7(0,1),[-[|,) (und
beléft D(A) und die Zuordnungsvorschrift Au = —u” wie zuvor), so &n-
dert sich nichts an der Unbeschranktheit von A.

also

5) Differentialoperator: Es sei V. =W = Cla, b] mit ||-||,, = ||| = ||||, und
D(A) :={u € C"[a,b] : Ri[u] =...= R,[u] =0}. Dabeisind Ry,..., R,
Randoperatoren wie frither in (52) eingefiihrt. Ferner sei L ein formaler
Differentialoperator der Form (50), und

A:D(A) — Cla,b], Au:= Lu] (ue D(A)).

Wieder findet man: A ist nicht beschrankt, und wieder d&ndert sich daran
nichts, wenn man (Cla, b}, [|-[| ) durch (LP(a,b), ||-||,,) ersetzt.
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Bemerkung: Fir gegebenes r € Cla, ] ist die Randwertaufgabe
Lul=r (a<z<b), Riul=...=R,ul=0
aquivalent zu der Gleichung
Au=r

(mit gesuchtem u € D(A)).

10 Orthogonalprojektionen, Orthonormalsyste-
me und -basen

Aus der Linearen Algebra sind wir gewohnt, daf viele Fragen durch die Be-
nutzung von Basen (leichter) beantwortet werden kénnen. Etwas Vergleich-
bares suchen wir nun auch in unendlich-dimensionalen Rdumen. Aus dem
Zornschen Lemma folgt, dak in allen Vektorrdumen sog. Hamel-Basen exi-
stieren; diese sind linear unabhéngig, und jedes Element des Vektorraumes ist
aus endlich vielen Basiselementen linear kombinierbar. Praktisch sind solche
Hamel-Basen aber in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen in der Regel
unbrauchbar, da sie nicht konstruktiv angebbar sind; lediglich ihre Existenz
ist bekannt.

In Hilbertraumen (mit einer Zusatzeigenschaft) gibt es aber andere Basen,
die meist konkret angegeben werden konnen und von ,einfacher Bauart sind.
Hilbertraumelemente sind dabei allerdings i.A. nicht aus endlich vielen Ba-
siselementen linear kombinierbar, sondern aus abzahlbar vielen in Form einer
Reihe, die beziiglich der Norm des Hilbertraumes konvergiert.

Im Folgenden sei (H, (-, -)) ein unitdrer Raum und ||-|| die durch (-, -) erzeugte
Norm.

Lemma 10.1:
a) ||-|| : H — R ist stetig. (Hierzu wird die unitire Struktur nicht bendtigt. )

b) Sind (ug)ken und (vi)keny konvergente Folgen in H mit Grenzwerten u
bzw. v, so gilt

(ug, vy — (u,v).
k—o0
Beweis: Zu a): Fiir u,v € H gilt
[ull = l[(u = v) +oll < lu = vl +]jol] - sowie [vf} < lu— o[ + [|u]
also die “zweite Dreiecksungleichung”

[lell = ol | < lw = o] (131)
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Hieraus folgt die behauptete Stetigkeit leicht.

Zu b): Nach a) ist (|lvk||)ren eine konvergente Folge in R (mit Grenzwert
||v]]) und daher beschrankt:

losll <C (k€N).
Also gilt:

[(uk, vr) — (u,0)| = [{up —u, o) + (u, v — V)|
< lug — | JJoe || + (|l lox — v|| — 0.
~—~ k—o0
<C

Wir wiederholen:

i) Eine Menge A C H ist abgeschlossen, wenn jeder Haufungspunkt von A
in A liegt, wenn also gilt:
Ist (ug)ken eine Folge in A, die konvergent ist, so liegt auch ihr Grenzwert

in A.
ii) Fiir jede Menge M C H heift
M :={u€ H : 3 Folge (uy) in M mit up — u}
der Abschlufy von M. M ist abgeschlossen.
Definition: Es sei U C H ein Unterraum. Dann heif$t
Ut:={ve H: {(v,u) =0 fiir alle u € U}
(sprich: ,U senkrecht“) das Orthogonalkomplement von U.

Lemma 10.2:
Es sei U C H ein Unterraum. Dann ist U+ ein abgeschlossener Unterraum
von H. Es gilt U N U+ = {0}.

Beweis: Fiir v,v, € U+ und A\, Ay € K gilt
(Av1 4+ Avg, u) = Ay (vg,u) + Ay (v, u) =0 fiir alle u € U,

also A\v; + A\avy € UL. Zum Nachweis der Abgeschlossenheit sei (vk ) ren eine
Folge in U+, die gegen ein v € H konvergiert. Nach Lemma 10.1 b) gilt
(U, u) = (v,u) fiir alle u € U. Wegen (v, u) = 0 (u € U) folgt somit
(v,u) =0 (u € U), also v € U+. Schlielich sei v € U NU*. Wegen v € U+
gilt (v,u) = 0 fiir alle u € U, insbesondere also fiir u = v. Also ist (v,v) =0
und damit v = 0. O
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Satz 10.3 (Approximationssatz im Hilbertraum):

(H,(-,-)) sei ein Hilbertraum und U C H ein abgeschlossener (!) Unterraum.
Ferner sei vy € H. Dann existiert eine eindeutig bestimmte beste Approxi-
mation u* € U fiir vy in U, d.h. es gilt

— = inf |Ju — :
Ju* ~ vol] = inf flu— vo]
Ferner gilt fir u* (und fir kein anderes u € U) die Orthogonalititsrelation
vy — ut € UL,

Beweis: Es sei (ug)ren eine Folge in U mit

[[ug — vol| = 525 Ju —vol| =: d. (132)
Fir k,1 € N gilt:
lue —wl® = |l(ur —vo) = (w — vo)|®
i) 2 |ug — voll* + 2 luy — vo|* — Ik — o) + (w — Uo)”i

:4” %(ukJrul)fvo ||224d2

< 2|lup — vol® 42 |Jug — wvol|? —4d? < e fiir k1> ko(e).

Vv Vv
3 d2 3 d2
k—oo l— o0

Also ist (uy) eine Cauchy-Folge und daher wegen der Vollstandigkeit von H
konvergent gegen ein u* € H. Da U abgeschlossen ist, folgt u* € U.

Nach Lemma 10.1 a) gilt weiter |Juy — vol| — ||u* — vo|| und daher wegen
(132): [|u* — vo|| = d, d.h. u* ist beste Approximation.

Ist @* eine weitere beste Approximation, so gilt

* ~*”2

2
[u” — @ I

= |l(u" —wo) = (@" — vo)
— 2 * 2 2 ~k 2 o * ~k 2
(100) UU UOH,+ UU UOH, U(u vo) + (u Uo)”/

=d? =d =4 |3 (ur @) —vo | * >ad2
< 0
und daher u* = u*.
Zum Nachweis der Orthogonalititsrelation sei u € U; zu zeigen ist (vg — u*, u) =
0. Es sei ¢ € (—m, 7| das komplexe Argument von (vy — u*, u), also gilt

(vo — u*,u) = [{vg — u*, u)| - €. (133)

(Dies pafst auch im Fall K = R; dann ist ¢ = 0 oder ¢ = 7.)

Fiir alle A > 0 gilt:
v — u*|)> < |vo — (u* + )\ei‘pu)Hz (da u* beste Approximation)
= H(vo—u*) —)\ei‘puHQ
= log — w|]P = X7 (v — uF,u) — N (u, vg — u*) + N2 ||ul]?

= luo — u" | — 2A [(vo — u*, u)| + A Jul|”

62



und daher
* A 2
[{vo —u™ w)| < 5 lull”
woraus (vg — u*, u) = 0 mittels Grenziibergang A — 0. folgt.

SchlieRlich sei @* € U ein weiteres Element mit vy — @* € U*. Dann gilt (da
U+ Unterraum)

uwt — 0t = (vg — %) — (v — u*) € U,
aber auferdem u* — u* € U, und daher u* — @* = 0 nach Lemma 10.2. O

Bemerkung: Im Beweis wurde zunichst die Vollstandigkeit von H benutzt,
um die Konvergenz der Folge (ux) zu bekommen, und dann die Abgeschlos-
senheit von U, um zu erhalten, daf der Grenzwert u* in U liegt. Wenn wir
statt der Vollstdndigkeit von H und der Abgeschlossenheit von U vorausset-
zen:

(U, (-, ")|uxvu) sei ein Hilbertraum, (134)

so folgt die Konvergenz von (uy) gegen ein u* € U auch ohne die Vollstén-
digkeit des gesamten Raumes H. Insbesondere gilt (134), falls U endlich-
dimensional ist (Ubung), was bei vielen praktischen Anwendungen von Satz
10.3 der Fall ist.

Satz 10.4:

(H,(,-)) sei ein Hilbertraum und U C H ein abgeschlossener Unterraum.
Wir betrachten den Operator Py : H — U, der jedem v € H seine beste
Approzimation u* =: Pyv € U zuordnet. Dann gilt:

a) Py ist linear;

b) Py ist eine Projektion, d.h. Py o Py = Py;

¢) v— Pyve U™ firalleve H;

d) Py ist (-, -)-symmetrisch, d.h. (Pyv,w) = (v, Pyw) fir alle v,w € H.
Py heifit Orthogonal-Projektion auf U.

Beweis: Zu a). Sind vy, v, € H und A, Ay € K, so gilt fiir alle v € U:

(Py (A1 + Avg) — [M Pyvy + X Pyvs] )
= <PU()\1’01 + )\21)2) — ()\11)1 + )\2’02) ,U) + )\1 <U1 — PUU1,U> +
A2 <U2 — Py, U)
=0

(mittels dreimaliger Anwendung der Orthogonalitéitsrelation aus Satz 10.3).
Wiéhlt man speziell u := Py (A 01 + Aavg) — [M Pyur + Ay Pyus] € U, so folgt

63



die Linearitéat.

Zu b). Fiir alle v € H ist (Py o Py)v die beste Approximation zu Pyv in U,
und damit = Pyv, denn Pyv liegt bereits in U.

Zu c). Dies ist die Orthogonalititsrelation aus Satz 10.3.
Zu d). Sind v,w € H, so gilt

(Pyv,w) = (Pyv, Pyw) + (Pyv,w — Pyw)

. i
~~

=0 nach c)
<Uapr> - <U - PUvapr>

N J/

~
=0 nach ¢)

O

Bemerkung: Man zeigt leicht: I — Py ist die Orthogonal-Projektion auf U+.

Korollar 10.5:

(H,(-,-)) sei ein Hilbertraum und U C H ein abgeschlossener Unterraum.
Dann gilt H = U®U*, d.h. jedes w € H ist eindeutig darstellbar als w = u+v
mitu € U und v € U™,

Beweis: Zu gegebenem w € H sei u € U die beste Approximation zu w in
U. Nach Satz 10.3 existiert diese, und es gilt v := w—u € U+. Zum Nachweis
der Eindeutigkeit der Darstellung seien @& € U,0 € U+ mit w = @ + ¥, also
u—tu=79—veUNUL=/{0}. Esfolgt u=1aund v = v. O

Definition: Fs sei (¢ )ken €ine Folge in H mit

(P, 1) = Ok (k,l € N).

Dann heifst (¢r)ren Orthonormalsystem in H. (Falls dim H < oo, ist hier
und im Folgenden N durch {1,...,n} mitn <dim H zu ersetzen, und ,Folge“
durch ,n-Tupel*.)

Lemma 10.6 (Orthonormalisierung nach E. Schmidt):
FEs sei (ug)ren eine Folge in H, derart daf$ je endlich viele Folgenglieder linear
unabhdngig sind. Hieraus wird rekursiv eine Folge (g )ren konstruiert:

U

Y1 = )
[[ua

k-1

1
= . U —
Pk 1 k
J

up — Y (U, 95) @;

=1

(ur, ¢j) @j) (k>2).

1

Dann ist (pr)ken ein Orthonormalsystem in H. Zusdtzlich gilt

LH{(pla'-'a(pk}:LH{ula"'auk} (kEN)
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Beweis: Siehe Lineare Algebra.
Beispiele:

1) Im Fall H = K" (mit dem kanonischen inneren Produkt) ist zum Beispiel
(€1,...,€,) (mit & < n) ein Orthonormalsystem. Dabei ist e; der j-te
Einheitsvektor.

2) Im Fall H =I5 ist (ex)ren (aber auch jede Teilfolge und jede Umordnung
davon) ein Orthonormalsystem. Dabei ist e; die j-te Einheitsfolge

e; =(0,...,0, _1_ ,0,..).

j—te Komp.

3) Im Fall H = L?(—7,7) ist ein Orthonormalsystem gegeben durch

1 1
(\/ﬂ \/_cosx \/_smx \/_cos(Qx) \/7_Tsm(2x),...> (135)

oder, etwas einfacher in komplexer Form, durch

( 1 1 T 1 —iT 1 2ix

1 .
AL 136
\/27‘(‘7\/277'6 7\/271'6 7\/27‘('6 ’\/27'('6 7 ) (136)

Satz 10.7:
Es sei (or)ren €in Orthonormalsystem in H. Ferner seien vy € H,m € N
und vi, . ..,vm € K. Dann gilt

- Z (vo, Pk) Pk Vo — Z VP
k=1 k=1

und Gleichheit gilt nur im Falle v, = (vo, ox) (k=1,...,m). Also ist

m
UO)QDk Pl =2 Uy,

k=1

(137)

beste Approximation (und als solche eindeutig) fir vy in

Un:=LH{p1,...,0m}.

Schlieflich gilt vo — ul, € UL und

) 2 )12 2 2
luzal* =~ [vo, o) *, llvo =, I* = Jlwoll* = D 1{vo, i) *. - (138)
k=1 k=1

m

Bemerkung: Insbesondere ist Py, v =Y (v, ) ¢y fiir alle v € H.
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Beweis: Zunichst gilt fiir j = 1,.
(vo — U, 05) = (v0,05) <Z Vo, P sowpg>
k=1
= (v0,95) = > (vo, %) (2 05) = 0 (139)
——

und somit

m 2
Vo — Z VePk
k=1

I
=
S

|

<
=
_|_

<

S

|

£
g*
(7=

({vo, ¢r) — V&) <Pk;>

N J/

~
=0 nach (139)

+<vo —tpy Y ((vo, k) — W) <Pk:>

k=1

~
=0 nach (139)

<Z ((vo, x) — k) <Pk;>z ((vo, ;) 90j>
1

J=1

= lvo — g, |I* + Z ((vo, ) — 1) ((Vo, 05) — V5) {Pr, @)

k,j=1
J =bk;

= Jluo —up|I* + Z |(vo, ox) — l”-

Daraus folgt sofort die Ungleichung (137), mit Gleichheit genau im Falle
v = (vo, k) (k= 1,...,m). Dies zeigt natiirlich, daf u}, eindeutige be-
ste Approximation fiir vy in U, ist. Ferner gilt vy — u}, € U nach (139).
Schlielich ist
. (2
lumlI” = <

NE

(0, x) ks D (v0, ;) <Pj>

1 j=1

i

Il

(vo, ¢r) (vo, ©5) Pk, ©5)
1 W—/

=
<
Il

=01
= > l{vo, o)
k=1
und
2 . 112
[ooll ™ = [I(v0 = uz,) + g |
= [lvo — up,|I* + 2Re (vo =y, uy,) + [[u, |
—_————
=0 nach (139)
also ||vg — uf, || = ||vol|* — ||ut,||* und daher (138). O
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Satz 10.8 (Besselsche Ungleichung):
FEs sei (pr)ken €in Orthonormalsystem in H und v € H. Dann gilt

o

2
D v, < ol
k=1

Insbesondere ist also die links stehende Reihe fiir jedes v € H konvergent.
Daraus wiederum folgt sofort

(v, VK) = 0 fiir jedes v € H. (140)

Beweis: Nach (138) gilt insbesondere
”UH2 - Z (v, @k)\Q >0 fir allem € N,

woraus die Behauptung sofort folgt. O

Definition: Die Zahlen (v, pr) heifien verallgemeinerte Fourier-Ko-
effizienten von v bzgl. des Orthonormalsystems (@) ren-

Beispiel: Wir betrachten nochmals H = L?*(—,7) und das Orthonormal-
system (135). Bzgl. dieses Orthonormalsystems lauten die verallgemeinerten
Fourier-Koeffizienten also

\/% ] o(z)dz, % Z o) cos(x)dz, % [ o(z) sin(z)da

\F/ ) cos (2z)dx, \F/ )sin (2z)dz, ... (141)

und heifsen Fourier-Koeffizienten (im engeren Sinne). Sie sind schon aus der
Anfénger-Vorlesung bekannt!

Es stellt sich die Frage, wann in der Besselschen Ungleichung (Satz 10.8)
Gleichheit fiir alle v € H gilt. Es ist klar, daf dies nicht fiir jedes Orthonor-
malsystem der Fall sein kann, sondern nur fiir solche, die ,geniigend viele
Glieder enthalten. (L&t man aus einem Orthonormalsystem nur ein ¢y, weg,
so gilt in der Besselschen Ungleichung fiir v = ¢y, sicher keine Gleichheit.)

Satz 10.9:
(H,(-,-)) sei ein Hilbertraum und (pg)ren ein Orthonormalsystem in H.
Dann sind folgende Aussagen a) bis e) paarweise dquivalent:

a) Fir allev € H gilt die Parsevalsche Gleichung
> vl = [lo)*
k=1
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b) Jedes v € H lafst sich nach (pg)ren nentwickeln

v = <U7¢k>¢k7

00
k=1

wobei die Reihe im Sinne der Norm ||| in H konvergiert.

c) Fir alle u,v € H gilt die Biorthogonalentwicklung

K

<u7 U> = <u7 (pk> <Ua 9019)‘

B
Il

1

d) Fiir alle v e H gilt: Falls (v, ) = 0 fiir alle k € N, so ist v =0.

e) LH{pr : k€ N} = H. (Zur Erinnerung: der Querstrich bezeichnet den
Abschlufl in H.)

Definition: Fin Orthonormalsystem (¢r) mit einer (und damit jeder) der
obigen Eigenschaften a) bis e) heifit vollstindiges Orthonormalsystem
oder Orthonormalbasis in H.

Beweis: Wir machen die beiden Zirkelschliisse ¢) = a) = d) = b) = ¢)
und b) = e) = b).

c) = a): folgt, wenn man in ¢) u = v einsetzt.

a) = d): folgt unmittelbar.

d) = b): Essel v € H. Wir setzen fiir alle m € N: w,, := > (v, px) ¢
k=1
Wir zeigen:  (wpm)meny  ist eine Cauchy-Folge in H. (142)
Dazu seien n,m € N, 0.B.d.A. n < m. Dann gilt
m 2
Hum_unH2 = Z (v, ox) o
k=n+1
= < Z (v, o) P, Z <U’90]> 90]>
k=n-+1 j=n+1
= > (v,08) (0,95 (k. 05)
k,j=n+1 =61
= > vl
k=n+1

Da die Reihe 3 |(v, ¢i)|* aufgrund der Besselschen Ungleichung (Satz 10.8)
k=1

konvergiert, fol_gt (142) aus dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen in R. Da H
vollsténdig ist, hat (u,;,)men Wegen (142) einen Grenzwert v € H, also gilt

<U>90k> Pk-
1

o0
u =
k=
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Wir miissen u = v beweisen. Es gilt fiir alle j € N:

(u,05) = <Z(fu Pk} Pk, <pj> ol Z((fu,@k) Pk 5

k=1
= <Ua 9016) <()0k7 90]> = <U7 90]> )
——

=1

=

=6k,

also (u— v, ;) = 0. Nach d) gilt daher v = v.
b) = c¢): Es seien u,v € H. Nach b) gilt

U:Z< s Pk) Py Z’U@k
k=1 k=1

und daher

(w,0) = <T}ggokz<u,¢k>wk,g;rgozg<v>wj>¢j>
p

= i N
10.1. b) oo <; {u, @x) P, ]21 (v, ;) 901>

= nhjgo Z <u> (:Dk> <U’ 90]'> <90k3’ 90]'>

k?]:]‘

=0k;
n

=l D (e ()

k=1
x

= Z u SDk
k=1

b) = e): Fiir jedes v € H gilt nach b):

n

v=lim > (v, ) on € LH{pe: k€N

k=1

€ LH{py: keN}
e) = b): Esseiv € H. Nach e) existiert eine Folge (v, )nen in LH{¢y : k € N},
Nn
also v, = > oz,(gn)cpk, mit v, — v (n — 00). O.B.d.A. gelte N,, — oo (n —

k=1
00). Nach Satz 10.7 (genauer: (137)) gilt

Np, Nn
— _ (n) — Al —
v= (e e[ < v =D a"en|| = llv— vl — 0.
k=1 k=1
und daher v = > (v, k) @k, also b). O
k=1
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Fiir die Beantwortung der Frage der Fxistenz einer Orthonormalbasis in H
miissen wir Genaueres iiber die Dimension von H wissen. Da Orthonormal-
basen (bei uns) per Definition abzéhlbar sind, wird man so etwas wie ,,abzahl-
bare Dimension“ von H voraussetzen miissen. Der folgende Begriff prézisiert
dies.

Definition: H heifft separabel, wenn eine abzihlbare Teilmenge A C H
existiert mit A= H (d.h. A ist dicht in H).

Satz 10.10:
Es existiert eine Orthonormalbasis in H genau dann, wenn H separabel ist.

Beweis: Wir setzen

Qk = Q, fallsK=R, und
Qx = Q+iQ={q1+igz: ¢, € Q}, fallsK=C.

Es existiere eine Orthonormalbasis (g )ken in H. Wir zeigen, dafs

A= {Zaks@k cneN; a1>~--,an€QK}
k=1

dicht in H ist. Da A offenbar abzahlbar ist, folgt dann die Separabilitat von
H.

Zum Nachweis von A = H seien u € H und ¢ > 0. Nach Satz 10.9 existiert
ein v = ) fepr € LH{pr: k€ N} mit |lu—o| < 5. Da Qg dicht in K
k=1

ist, existieren weiter ay,...,a, € Qg mit |ap — G| < 5> (k=1,...,n), also

v —wl|| < & firw:= 3" axpr € A. Also gilt |u — w|| < e, und somit u € A.
k=1

Umgekehrt sei H separabel und A C H eine abzahlbare dichte Teilmenge.

Es existiert also eine Folge (w;) ey mit A = {w, : j € N}. Rekursiv kénnen

wir eine Teilfolge (w;, )ken auswihlen mit:

i) wj,,...,w;j, sind linear unabhéngig Vk € N;

11) LH{wjl,...,wjk} = LH{wl,wg,...,wjk} vk € N.

Wegen 1) léfst sich aus (wj, )gen nach dem Schmidtschen Orthonormalisie-
rungsverfahren (Lemma 10.6) ein Orthonormalsystem (¢ )gen in H konstru-
leren mit

LH{¢1,...,pr}t = LH{w;,,...,w; } Vke€N.
Mit ii) folgt
LH{pr: ke N} =LH{w;: j € N}.

Da A = {w;: j € N} (und damit auch LH{w; : j € N}) dicht in H ist,
folgt LH{pr: k€ N} = H, d.h. (¢g)ren ist eine Orthonormalbasis nach
Satz 10.9. a
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Beispiele:

1) Im Fall H = K" stimmt der neue Begriff ,Orthonormalbasis* mit dem
alten aus der Linearen Algebra iiberein. Insbesondere ist beispielweise
(€1,...,en) (ej : j-ter Einheitsvektor) eine Orthonormalbasis.

2) Im Fall H =[5 ist (ey)ren (e, : j-te Einheitsfolge) eine Orthonormalbasis,
denn fiir v € Iy mit (v, e) = O Vk € N gilt v = 0.
~——

=Vk

3) In H = L*(—n,w) hatten wir bereits das Orthonormalsystem

(\/127 \}cosx \/_smx \/_cos(Qx) \/17_Tsin(2x),...)

betrachtet. Dieses ist offenbar genau dann eine Orthonormalbasis, wenn
die klassische Fourierreihe einer jeden Funktion u € L?(—m, ) bzgl. ||-||,
(nicht notwendig punktweise!) gegen u konvergiert. Dass dies tatséchlich
so ist, werden wir spéter sehen.

Insbesondere sind also alle oben genannten in 1) bis 3) Hilbertrdume sepa-
rabel.

Der folgende Satz von Fischer-Riesz zeigt, dal alle separablen Hilbertrdume
mit dim H = oo in gewissen Sinne dieselbe Struktur haben.

Satz 10.11:
Es sei (H,(-,-) ) ein separabler Hilbertraum, dim H = oo, und (i )ken €ine
Orthonormalbasis in H (Ezxistenz nach Satz 10.10). Dann ist die Abbildung

o - H — lg
ue (<u790k>H)k€N

(wobei ly tiber demselben Korper K betrachtet wird wie H) ein isometri-
scher Isomorphismus, also ein K-Vektorraum-Isomorphismus mit der zu-
satzlichen Isometrie- Kigenschaft

(@(u), ®(v)), = (w,v)y Vu,v € H. (143)

Also: Alle separablen Hilbertraume H {iber K mit dim H = oo sind zu [y
tiber K (und damit auch zueinander) isometrisch isomorph.

Beweis: Offenbar ist ® linear. Aufgrund der Besselschen Ungleichung (Satz
10.8) bildet ® in der Tat nach [, ab, und Satz 10.9 (Aussage c)) zeigt die
Isometrie-Eigenschaft (143), und daher insbesondere auch die Injektivitét
von ®. Zum Nachweis der Surjektivitat sei a = (ag)ren € lo. Wir setzen

Uy 1= Zampk (n € N). (144)
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Dann gilt fir n,m € N, n < m:

m 2 m
2 2
= wml* = {| D arpr]| = Dl
k=n+1 k=n+1

Wegen der Konvergenz der Reihe 3 |ag|” ist also (ty)nen Cauchy-Folge in
k=1

H und hat daher einen Grenzwert v € H. (144) liefert nun

o0
u = E g Pk -
k=1

Nimmt man das innere Produkt mit ¢, (und benutzt Lemma 10.1), so folgt
(u,pj) = a; (j € N) und somit a = ®(u). O

11 Darstellung linearer Funktionale im Hilbert-
raum

(H,(-,-)) sei ein Hilbertraum. Wir wiederholen die Definition des Dualraumes
H':={l: H— K : [linear, beschrinkt} = B(H,K)
mit der kanonischen Operatornorm

lu
= s 1
wern{oy [[ul
Fiir jedes feste v € H ist ein beschrinktes lineares Funktional [, auf H (also
ein [, € H') gegeben durch

Lyu = (u,v) (u€ H). (145)

Offenbar ist dieses [, in der Tat linear, und es gilt |l,u| < ||ul [|v] (v € H),
also ist [, tatsichlich beschrinkt und |1, < ||v||. Umgekehrt gilt, falls v # 0,

ly
auch |4, > ‘”;ﬂ‘ i ||v]|, also

L] = 1lv]] - (146)

Das folgende wichtige Resultat zeigt, dak alle | € H' von der Form (145) sind.

Satz 11.1 (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz): Zu jedem | € H' existiert
ein eindeutiges v € H mit | =1, also mit

lu = (u,v) fir alleu € H. (147)

Beweis: Zum Nachweis der FExistenz eines solchen v € H bemerken wir
zunéchst, dafs (147) im Fall [ = 0 fiir v = 0 gilt. Nun sei also [ # 0. Wir
betrachten den Kern (Nullraum)

N :={ueH : lu=0}.
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N, ist offenbar ein Unterraum von H, der auflerdem abgeschlossen ist: Ist
(ug)ren eine Folge in N;, die gegen ein u € H konvergiert, so gilt luy = 0
wegen uy € N; (k € N) und daher, da [ beschrénkt und daher nach Lemma
9.1 stetig ist, lu = kh_)rlcr)lo lup = 0, also u € N,.

Nach Korollar 10.5 gilt somit
H =N, & N (148)

Wegen | # 0 ist N; # H. (148) liefert somit N;- # {0}. Wir wiihlen ein
w € N\ {0} und setzen

lw
— " _weN- (149)
]
Es gilt lw # 0, denn sonst wiire w € N; N Nt = {0}. Nun sei u € H. Wegen
l l
l(u—l—uw> :lu—l—ulw:()

w w

gilt u — &w € N, also wegen v € Nj-:

l
<u——uw,v>:(),
lw
oy = (o) < By 10N
U, V) = lww,v i o w, H’LUHZw = lu,

d.h. es gilt (147).

folglich

Zum Nachweis der Eindeutigkeit von v seien vy, v, € H mit lu = (u,v;) fir
alle u € H (i =1,2). Es folgt (u,v; —ve) = 0 fiir alle u € H, und die Wahl
U = v — Uy liefert vy = v,. O

Aus (145) und (146) und Satz 11.1 folgt: Die Abbildung

150
v—> 1, (150)

H— H'
D {
ist bijektiv, antilinear (d.h. ® ist additiv, und ®(\v) = A®(v)) und normer-
haltend.

Im Fall K = R ist ® also ein normerhaltender Isomorphismus. Im Fall K = C
brauchen wir zunéchst eine geeignete Definition von ,konjugiert komplexen
Elementen®, d.h. von v € H (fiir v € H), mit den Eigenschaften v + vy =
T1+D, A=A, 0 =v, |[v]|=]].In vielen Hilbertriumen ist 7 kanonisch
definierbar (etwa in C", I, L*(€2)). In separablen Hilbertriumen koénnen wir
gemaf Satz 10.10 eine Orthonormalbasis (@ )reny wahlen und

(v, o6)pr (v € H)

o0
v =
k=1
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definieren.

Steht eine geeignete Definition von v zur Verfiigung (was wir nun annehmen
wollen), kénnen wir anstelle von (150) die Abbildung

o {H_”q, (151)

’Uf—>l5

betrachten, die nun (wie im Fall K = R) ein normerhaltender Isomorphismus
ist.

De facto steht v in jedem Hilbertraum zur Verfiigung; zum Beweis miissen
iiberabzahlbare Orthonormalsysteme betrachtet werden.

Mit Hilfe von ® konnen wir auf H’ ein inneres Produkt definieren:
<l1, l2>/ = <q)71(l1), q)il(lg)> (ll, lg € H/) (152)

Da ® normerhaltend ist (beziiglich der ,alten Norm ||| auf H'), erzeugt
(-,-)" wieder diese alte Norm |[|-||".

& : H — H'ist also ein isometrischer Isomorphismus zwischen den Hilbert-
riumen (beachte Korollar 9.3) (H, (-,-)) und (H, (-,-)").

Fiir viele Anwendungen, insbesondere auf partielle Differentialgleichungen,
ist die folgende Verallgemeinerung des Darstellungssatzes 11.1 wichtig, bei
der das innere Produkt in (147) durch eine Sesquilinearform B : Hx H — K
(mit gewissen Zusatzeigenschaften) ersetzt wird.

Satz 11.2 (Lemma von Lax-Milgram):
Es sei B : H x H — K eine Sesquilinearform. Es gelte mit Konstanten
C,c>0:

i) |Blu,v]| < Clul| - ||v]] (u,v € H); Beschrdnktheit von B

ii) Re(B[u,u]) > c|ul|> (ue H); Koerzivitit oder H-Elliptizitit von
B.

Dann gibt es zu jedem | € H' ein eindeutiges v € H mit Blu,v] = lu fiir alle
ue H.

Beweis: Ubungen.

12 Die Sobolevraume H'(Q)) und H}(Q)

Wir wollen nun Hilbertrdume definieren, fiir die - im Gegensatz zu L?(12) -
auch Ableitungen (in einem geeigneten Sinne) ihrer Elemente sinnvoll erkléart
sind. Dabei sei €2 eine offene Menge in R".
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Ist etwa Q = (a,b) C R ein beschrinktes Intervall, so ist C'[a,b] mit der
Norm

+ [l

[e. 9]

zwar ein Banachraum (Ubung!), besitzt aber keine Hilbertraumstruktur; bzgl.
des kanonischen inneren Produktes

b
/uv+uv

ist C''[a, b] nicht vollstéandig.

Ahnlich wie wir von C(Q) zu L?(Q) libergegangen sind, um einen Hilbertraum
zu erhalten, wollen wir also nun von C'(Q) zu einem geeigneten Hilbertraum
iibergehen.

Zur Motivation nehmen wir zunéchst 2 als beschrankt und ,regular” in dem
Sinne an, dafs der Gaufsche Divergenzsatz

/divv dx = /v v do fiir alle v € C*(Q)" (153)

Q o0N

gilt. Dabei ist v : 90 — R"™ das dufsere Einheitsnormalenfeld an 0€2. In den
Anféngervorlesungen wurden einige Gebietsklassen dieser Art identifiziert.
Sind nun u, p € C1(Q) mit plsgg =0, so gilt fir allei =1,...,n

/div(ugpei) dx:/u ¢ e -vdo=0,
N—— ~—~

Q :%%Lug—é o0 =0

also die partielle Integrationsformel

/ 0 -dr = au‘ @ dx. (154)

Diese gilt also fiir u € C*(Q) und insbesondere fiir p € Cg°(Q) (siehe (128)).
(154) motiviert die folgende Definition schwacher Ableitungen. Die Voraus-
setzungen, dafs €2 beschrinkt und ,regular” ist, brauchen wir dafiir nicht.

Definition: Es sei u € L*(Q). u heifit schwach differenzierbar nach x;
mit schwacher Ableitung in L*(Q), wenn ein v € L*(Q) existiert mit der
Figenschaft

/ 0 -dx = —/vgpdw Vo € C5°(92). (155)
Q Q

In diesem Fall heifst v schwache Ableitung von u nach x; und wird mit
% bezeichnet.
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Bemerkung: a) Wenn v € L?(2) mit der Eigenschaft (155) existiert, so ist
es eindeutig bestimmt, denn ist 0 € L*(Q) eine weitere solche Funktion,

so gilt [(v—10)pdz =0 Vo € C5°(Q), also v — 0 € Cg(Q)*F = {0}
Q
(wegen Satz 8.6).

b) Ist Q beschrinkt und ,regulir und ist u € C(Q), so ist u auch schwach
differenzierbar nach z; (i = 1,...,n), und die schwache Ableitung gc‘i
stimmt mit der klassischen iiberein. Dies folgt sofort aus (154).

Beispiele:
1) Essei Q = (—1,1) und u(z) := |z| (z € ). Dann gilt fiir alle ¢ € C§°(2):
1

/wp’dw = —/Oa:@’(x)d:c—l—/:mp’(x)dx

Q 0
1

0

s / p@dz+  [wp@], - / o(@)de
—_——— ———
=0-p(0)+1-p(—1)=0 1 =1-9(1)=0-¢(0)=0 0

= —/’U(pdl‘
Q

-1 (-1< 0
mit v(z) = (-lsz<0), Also ist u schwach differenzierbar
1 (0<z<1).

(nach z) mit Ableitung v.

-1 (-1
2) Essei Q= (—1,1) und u(x) := (-l=z<0), Dann ist u nicht
1 (0<z<1).

schwach differenzierbar mit Ableitung in L?((2).

Beweis: Ubung.

Definition (des Sobolev-Raumes H'()):

H'(Q) = {ueL*) : uist schwach differenzierbar nach x;
mit schwacher Ableitung in L*(Q) fir allei € {1,...,n}}.

Auf HY(Q) kénnen wir weiter das kanonische Skalarprodukt

- ou Ov
(u,v) i = (u, V)2 + E <—,—>
H L i1 &cz 895@ L2

= / (u@—i— Z &: a;) dx = / (uv + Vu - Vo) dx (156)
i=1 v

Q

definieren. Die durch (-,-) erzeugte Norm ist also gegeben durch

n

2
lull g = o | lull; + >
=1

Satz 12.1: (H*(Q), (-,-) ;1) ist ein Hilbertraum.

ou ||?
5 || (157)
ill2
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Beweis: Es sei (ug)gen eine Cauchy-Folge in H(€), d.h. es gilt

aUk 8uj 2
ox;, Ox;

Ve >0 dkgeN Vi, k=>k ”Uk—uj”;

2

i=1

Somit sind (ug)gen und (52 E)ken (fiir @ = 1,...,n) Cauchy-Folgen in L*(Q)
und somit konvergent in LQ(Q) mit Grenzwerten u bzw. v; (i = 1,...,n). Wir
zeigen, daf u schwach differenzierbar nach z; ist mit % =v (i=1,...,n).
Dann gilt also v € H*(Q2) und ug — u, g%’: — £ in L*(2), und wegen (157)
daher uj, — u in H(Q).

Sei also ¢ € C§°(2). Dann gilt

8uk
= — =1,...
/ &Uz d:c / oz, pdx VEe N Wi RN 0
~—

—u in L2(Q) Q
—v; in L2(Q)

Wegen Lemma 10.1 b) folgt also

/ a(pd:p——/vicpdx Vi=1,...,n.
ox;

Da dies fiir alle ¢ € C3°(Q2) gilt, ist u also in der Tat schwach differenzierbar
nach:cimitg—;:vi (1=1,...,n). O

Da wir den Sobolevraum H'(Q) zur Losung von Randwertaufgaben fiir Dif-
ferentialgleichungen benutzen wollen, mochten wir auch Randbedingungen,
z.B. die Dirichlet-Randbedingung

u(z) =0 fir x € 09, (158)

mit in den Sobolevraum H'(Q) hineinstecken. Da Funktionen in H'(2) aber
nur fast tiberall erklédrt sind und 02 C R" eine Lebesguesche Nullmenge ist
(zumindest wenn der Rand 0f) nicht ,zu irregulér” ist), macht die punktweise
Bedingung (158) fiir u € H'(Q2) keinen Sinn. Stattdessen benutzen wir die

Definition: Es sei H}(Q) der Abschluss C5°(Q2) von C5°(Q) in H'(Q) (also
beziiglich der Norm (157)).

Hg () ist also ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums (H'(Q2), (-, ) 1),
und daher gilt

Korollar 12.2: (Hy(Q), (-, ) ,;1) ist ein Hilbertraum.
Beweis: Leichte Ubung.

In der Tat enthélt HJ () in einem geeigneten verallgemeinerten Sinn die
Randbedingung (158), was wir aber hier nicht weiter vertiefen wollen.
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Ist Q ein beschrinktes Gebiet, so konnen wir auf Hj(Q) ein anderes inneres
Produkt

"/ Ou v _
i=1 E e 2

betrachten. Die Definitheit von (-, -) my folgt aus

Satz 12.3 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung):
1 sei ein beschrinktes Gebiet. Dann existiert ein C, > 0 mit der Eigenschaft

lull, < Gy [IVull,  Vu € Hy(Q).
Beweis: Ubungen.

Satz 12.3 zeigt nicht nur die Definitheit von (-, -) #y» sondern auch die Aqui-
valenz der von (-, )y erzeugten Norm HHH& und der Norm ||| ;n (s. (157))
auf HJ (), denn fiir u € H(Q) gilt

lullz = Nullze + IVullz2 < (Cp + 1) [IVullze = (Cp + 1) [lull 7

(und natiirlich auch ||u||Hé < |lu|| g1)- Insbesondere gilt also:

Korollar 12.4: Q sei ein beschrinktes Gebiet. Dann ist (H}(Q), (-, >H3) ein
Hilbertraum.

13 Dirichlet-Randwertproblem fiir die Poisson-
Gleichung

Nun wollen wir fiir das einfachste Randwertproblem mit einer partiellen Dif-
ferentialgleichung mit Hilfe des Sobolev-Raumes H}(€2) und des Rieszschen
Darstellungssatzes 11.1 eine Existenzaussage gewinnen.

Es sei Q C R” eine beschrinkte offene Menge und r € L*(€2). Wir betrachten
das Randwertproblem

—(Au) (z) =r(z) (x€Q), u(z) =0 (x € 0N); (160)
dabei ist
0 0? 0

der Laplace-Operator. Die Gleichung —Au = r wird Poisson-Gleichung ge-
nannt. Die Randbedingung u = 0 auf 02 heifst Dirichlet-Randbedingung.

Beispiel: Die (skalierten) Maxwellschen Gleichungen im Vakuum fiir das
elektrische Feld E : Q C R®* — R3 lauten im stationéren (also zeitunabhin-
gigen) Fall in Abwesenheit von Magnetfeldern:

divE=r, rotE = 0 in Q.
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Dabei ist r : 2 — R die gegebene Ladungsdichte.

Ist nun € spezieller ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, so folgt aus
rot £ = 0in Q2 (unter der Annahme E € C*(Q)?) die Existenz eines Potentials
u mit —Vu = E. Die Gleichung divE = r wird damit zu

—  div(Vu) =7 inQ.
——
=3~ 0 (0u\_pay
7221 Bxi(axi) A

Wenn wir am Rand 02 ferner eine elektrische Erdung anbringen, erhalten
wir zusatzlich die Randbedingung

u=0 auf 09,
also insgesamt unser Randwertproblem (160).

Aus vielerlei Griinden (analytischer und auch numerischer Art) ist es niitz-
lich, die sogenannte schwache Formulierung des Randwertproblems (160) zu
betrachten. Zur Motivation nehmen wir einstweilen wieder an, dafs 2 , requldr®

ist (in dem Sinne, daf der Gaufssche Divergenzsatz gilt) und dak r € C(£2)
gilt. Ist u € C*(Q) eine Losung von (160) und ist ¢ € C5°(Q2) beliebig, so gilt

/rgodx = —/ (Au) pdr = —/div(ngu)d:c—i—/Vu'Vgodx
~——
0 Q =div(Vu) Q 0
= - Vu-v)d Vu - Vdz,
/ ¢ (Vu-v) 0—1—/ u - Vdx
80 =0 Q
also
/Vu~V<pd:c: /rgodx Vo € C5°(Q). (162)
Q 0

(162) heikt schwache Formulierung von (160). Oben haben wir gezeigt, dafs
jede klassische Losung u € C%(Q) von (160) auch (162) erfiillt. Umgekehrt
erhalten wir fiir jedes u € C2(Q) mit u = 0 auf 99, welches (162) erfiillt,
durch Umkehrung der obigen Rechenschritte:

/(Au +r)pde =0 VYo e C°(Q).
0

Es folgt Au+r € C(Q) 22@ = {0} (nach Satz 8.6), d.h. u ist klassische
Loésung von (160).

Eine wesentliche Beobachtung ist nun, daf Losungen von (162) sinnvoll er-
klart werden kénnen, die nur noch erste Ableitungen besitzen, welche zudem
nur schwache Ableitungen zu sein brauchen. Wir wollen also nach Lésungen
u € H'(Q) von (162) suchen. Um auch die Randbedingung u = 0 auf Q mit
einzubauen, suchen wir also nach Losungen u € Hj () von (162).

Wir kénnen nun die Zusatzannahme, daf 2, regular ist, wieder fallenlassen.
AuRerdem konnen wir wieder r € L?(Q)) betrachten.
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Definition: Ein u € H}(Q), fiir welches (162) gilt, heift schwache Lisung
des Dirichlet-Randwertproblems fiir die Poisson-Gleichung (160).

Wiéhrend klassische Losungen von (162) nur unter Zusatzvoraussetzungen
existieren, und auch dann der Existenzbeweis recht schwierig ist, ist es sehr
einfach, die Existenz schwacher Losungen zu beweisen:

Satz 13.1: Fir jedes r € L*(Q) emistiert eine eindeutige Losung u € H}(Q)
von (162) (also eine eindeutige schwache Losung von (160)).
Beweis: Wir definieren das lineare Funktional
1:Hy(Q) =K, lp:= /rgodx. (163)
Q

Es gilt aufgrund der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 12.3):

tel < lirlla lielle < Colirlla IVeell, = Collrlla ellny Vo € Hy (),

also | € H3(Q)'". Nach dem Darstellungssatz 11.1 von Fréchet-Riesz existiert
also ein eindeutiges v € H} () mit

lgO = <907/U>Hé VQO S Hé(Q>7

also wegen (163) und (159), mit u =7,

/Vu -Vpdx = /rgpd:p Vo € Hy(9). (164)
Q Q

Wegen H3(Q) D C5°(Q2) gilt also (162), d.h. die Existenz einer schwachen
Losung ist bewiesen. Fiir die Eindeutigkeit ist noch zu zeigen, dafs aus (162)
auch (164) folgt (denn die Losung von (164) ist eindeutig).

Es gelte also (162), und es sei ¢ € H}(£2). Nach Definition von Hj () existiert
also eine Folge (pr)ren in C§°(2) mit ¢, — ¢ in H} (). Benutzen wir (162)
fir ¢ (k € N) und lassen k — oo gehen, so folgt mit Lemma 10.1 b) und
der Stetigkeit von [ (aus (163)) die Beziehung (164). O

Bemerkung: Der letzte Teil des Beweises zeigt, dafs in der schwachen For-
mulierung (162) der ,/Testraum® C5°(Q) dquivalent durch H} () ersetzt wer-
den kann.

14 Der Spektralsatz fiir kompakte symmetri-
sche Operatoren

In diesem Kapitel wollen wir Eigenwertprobleme fiir gewisse lineare Operato-
ren im Hilbertraum untersuchen, die anschlieffend weitere Erkentnisse tiber
gewoOhnliche und partielle Differentialgleichungen liefern werden.
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Es sei (H,(-,-)) ein separabler Hilbertraum und K : H — H ein linearer
Operator. K sei symmetrisch (hermitesch), d.h. es gelte

(Ku,v) = (u, Kv) Yu,v € H. (165)

In K" gilt: Jede symmetrische (hermitesche) Matrix K € K™*" besitzt eine
Orthonormalbasis aus Figenvektoren (sieche Lineare Algebra). So etwas hét-
ten wir gerne auch im Hilbertraum. Neben der Symmetrie von K brauchen
wir dazu aber noch eine Zusatzeigenschaft:

Definition: K heifit kompakt, wenn fir jede beschrinkte Folge (uy)gen in
H gilt: (Kuy)gen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Bemerkung: Im K" ist jeder lineare Operator (Matrix) kompakt; dies folgt
leicht aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf.

Im Folgenden sei also K symmetrisch und kompakt.

Wir stellen zunichst fest, daf K dann auch beschrinkt ist (leichte Ubung).
Wir erinnern uns, daf daher die Norm

[ Au]

I =sup {15 oy}

]

von K endlich ist.

Lemma 14.1: Es gilt |K|| = sup{‘%“:;)‘ cu€H\ {O}}
Beweis: Ubungen.
Wir benutzen die ,offensichtliche®

Definition: A\ € C heifst Eigenwert von K, wenn ein u € H \ {0} existiert
mit Ku = Au. Jedes solche u heifst dann Eigenelement zum Figenwert ).
Der Raum {u € H : Ku = \u} heifst Eigenraum zu \.

Satz 14.2:
1) Alle Figenwerte sind reell. (Das liegt an der Symmetrie.)

2) FEigenelemente zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. (Das liegt
an der Symmetrie.)

3) Die Eigenwerte haben keinen von 0 verschiedenen Haufungspunkt. (Das
liegt an der Kompaktheit.)

4) Jeder von 0 verschiedene Eigenwert hat endliche Vielfachheit, d.h. der
zugehorige Eigenraum ist endlich-dimensional. (Das liegt an der Kom-
paktheit.)

5) Die Eigenwerte von K konnen angeordnet werden: || > |Xa| > .... (Das
liegt an der Kompaktheit.)
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Beweis: Zu 1) und 2). Leichte Ubung.

Zu 3) und 4). Wir nehmen an, daf 3) oder 4) falsch ist. Dann gibt es also
ein Orthonormalsystem (uy)geny aus Eigenelementen (beachte 2)), deren zu-
gehorige - nicht notwendig injektive - Eigenwertfolge (A )gen einen Grenzwert
A # 0 hat. O.B.d.A. gelte

|Ak] > |2i|::5>0 fir alle £ € N. (166)
Wir definieren
1
vp = —ug  (keN). (167)
Ak

Wegen (166) und |jug| = 1 gilt [Jog]| < § (k € N), d.h. (v)gen ist eine
beschrankte Folge. Wegen der Kompaktheit von K existiert eine Teilfolge
(Vk,)jen derart, dafs (Kwy,);en konvergent ist. Nach (167) (und wegen Kuy =
) gilt aber Kvy, = uy;, d.h. (ug,);en ist konvergent. Andererseits gilt fiir

Hukj = Uk,

2 Huk] H2 + |Jug, 7 <ukj, uk> = <uki, ukj> = 2, ein Widerspruch.
—_— N Y—— Y——

=1 =1 =0 =0
Zu 5). Wegen 3), 4) ist nur noch zu zeigen, daf die Menge der Eigenwerte

von K beschrankt ist. In der Tat gilt, falls Ku = Au fiir ein A € R und ein
uwe H\ {0}

_ Pl 1K

Al = =
lull ]

< [l
]

Satz 14.3: Falls K # 0, so existiert ein Eigenwert A\; # 0 mit zugehorigem
Eigenelement ¢ € H, ||¢1]| = 1, so dak gilt

|[(Ku, u)|
{u, u)

Beweis: Nach Lemma 14.1 existiert eine Folge (uy)neny in H \ {0} mit

14.1

Al =sup { Cuem\ (0} o I

|<Kun>un>|

s = K (168)

O.B.d.A. gelte ||u,|| = 1 (n € N). Fiir eine Teilfolge (uy, )ren liegt dann
Konvergenz ohne den Betrag vor:
(K, , Un, ) = A € R, und |M\| = ||K|| wegen (168).
—00
Somit gilt
||Kunk - AlunkHQ = ||Kunk||2 -2\ <Kunk’unk> + /\%
————

2
<IKIP=A?

(A — (K, ,un)) = 0 (k= 00). (169)

IN
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Da (un, )ren beschrankt und K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (unkj) jeN
mit

Kuy, —w € H. (170)

Mit (169) folgt daher wegen A\; # 0:

1
Up, — —Ww (171)
J A1

und somit wegen der Beschrankheit von K:

1
Kuy,, — —Kw.
J A

Mit (170) erhalten wir also Kw = Ajw. Da (171) insbesondere w # 0 impli-
ziert (wegen ||u,|| = 1), folgt die Behauptung mit ¢y := o O

Satz 14.4: Fulls K # 0, dann existieren endlich oder abzdhlbar viele Eigen-
werte A, # 0 und ein Orthonormalsystem (p,) zugehdriger FEigenelemente,
so dafs gilt

a) [\, = sup{M: ue H\ {0}, (u,<pj>:0(j:1,...,n—1)}, s0-

(u,u)
wie A\, — 0, falls unendlich viele existieren.

b) Fir jedes v € K(H) (Abschluf$ des Bildes) gilt v =">_ (v, ©n) ©n.

c) Es gibt kein weiteres Eigenpaar (X, @) mit X # 0 (bis auf Linearkombina-
tionen der Eigenelemente im Fall mehrfacher Eigenwerte).

Beweis: Satz 14.3 liefert ein Eigenpaar (A1, ¢1) mit |\ | = || K||. Wir setzen
Hy :={ue€ H: (u,p) =0} Hp ist ein abgeschlossener Unterraum von H
und daher ebenfalls ein separabler Hilbertraum.

K bildet H; nach H; ab, denn
Vu € Hy o (Ku,p1) = (u, K1) = A1 {u, 1) = 0.

Der Operator K := K|g, : H — H; ist offenbar symmetrisch und kompakt.
Falls K; # 0, existiert nach Satz 14.3 ein Eigenwert Ay # 0 von K; (und
damit von K') mit zugehorigem Eigenelement ¢, € H; (also insbesondere

(¢1,02) = 0), |[p2] =1, und

ol = sup { B0 ey g0y

= up { Bl o
= p{ ) e H\ {0}, (u,¢1) O},

Wir setzen nun Hy :={u € H: (u,p;) =0 (j =1,2)} und setzen das Ver-
fahren in offensichtlicher Weise induktiv fort.
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Falls K,, = 0 fiir ein m € N, bricht das Verfahren ab, und wir haben nur
endlich viele Ay, ..., A, # 0. Ansonsten erhalten wir eine Folge (\,,)nen. Be-
hauptung a) gilt nach Konstruktion und Satz 14.2 (Teile 3) und 4)).

Zu b). Es sei zunidchst v € K(H), d.h. es gilt v = Ku mit einem u € H.
Wir setzen

k

ui=u—y {u9;) @

j=1

Dann gilt (ug, ;) =0 (i = 1,...,k) und daher uy € Hj. Falls nur endlich
viele A1,..., A, ©1,--.,@m aus obiger Konstruktion hervorgegangen sind,
so gilt K, = 0, also

m

0 = Kptly = Kty =Ku—Y_ (u,¢;) K,
— ~—~—
! =Xjpj

= v-— Z (u, Ajp;) ©; (172)

I=1 (K o) =(Kup;)=(v.0)
Falls unendlich viele \,, ¢, konstruiert wurden, so gilt A\, — 0 (n — o0)
nach Satz 14.2 (3) und 4)), also || K| = |\.| = 0 und somit

15wl = (vl < [ Bxl] [usl] =0 (k= o00).
ug€EHy, ——
=0 <Jlu]|

Andererseits gilt (vgl. die Rechnung in (172))

k
Kuk =0 — Z </07()0j> Py,

J=1

o0

d.h. es folgt v =Y (v, ¥;) ;.

J=1

Nun sei v € K(H) und ¢ > 0. Wir wéhlen ein w € K(H) mit ||v —wl| < 5.
Nach dem oben Gezeigten existiert ein N = N(¢) € N mit

(w, ;) ¢, <% firm > N

1

w —

m

J

(bzw. fiir das eine feste m, falls nur endlich viele Ay, ..., Ay, @, ..., @ kon-
struiert wurden). Also gilt fiir diese(s) m:

v=Y (v,0;)¢; < v= Y (w,0;) ¢
— (137) in 10.7 1
J= J=
< lo —wll + lw =" (w,¢;)
j=1
< i
2 2



Zu c). Sei (A1) ein weiteres Eigenpaar mit A # 0. Falls A # A, fur alle
oben konstruierten A, so gilt (1, ¢,) = 0 fiir alle n nach Satz 14.2 (Teil 2)).
Andererseits ist 1y = 1 K9 € K(H), und nach b) gilt daher

v = Z (¥, on) on = 0, ein Widerspruch.
=0

Falls A = ), fiir ein (oder mehrere) n: Ubung. a

Korollar 14.5: Ist K(H) dicht in H (also K(H) = H), so gilt

v = Z(v,cpn) on  fir allev € H,

d.h. () ist eine Orthonormalbasis von H aus Eigenelementen von K.

Bemerkung: Ist K (H) dicht in H, so ist 0 kein Eigenwert von K, denn
ist K¢ = 0, so gilt (¢,p,) = 0 Vn nach Satz 14.2 (Teil 2)) und daher

Y =3 (U, on) n = 0.

Korollar 14.6: Es gibt eine Orthonormalbasis von H aus Eigenelementen
von K.

Beweis: Es sei (¢,) das in Satz 14.4 konstruierte Orthonormalsystem aus
Eigenelementen. Der Nullraum N(K) := {u € H: Ku =0} ist ein abge-
schlossener Unterraum von H (da K beschréinkt ist) und daher ein separabler

Hilbertraum. Nach Satz 10.10 existiert also eine Orthonormalbasis (1) von
N(K).

Die Gesamtheit der ¢,, und v, bildet eine Orthonormalbasis von H, denn:
Es gilt (¢n, Yx) =0 Vn, k, d.h. diese Gesamtheit bildet ein Orthonormalsy-
stem. Zum Nachweis der Vollstandigkeit sei © € H. Wir setzen

Yi=u— Z {U; n) Pn-
Dann gilt

K@Z) = Ku—-K <Z <U, (Pn> @n) K be;rénkt Ku = Z <u’ @n) @_@

:)\nS@n
= Ku-— Z (U, \npn)  @n =0 mnach Satz 14.4 b).

:<’U/,Kg0n>:<K’U/,<pn>

Also ist ¢ € N(K) und daher ¢ = > (1, ¥x) 1%, und folglich
(u,thie)
=(u, Vg

u= Z (U, ) On + Z (w, i) Vg
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15 Symmetrische Eigenwertprobleme mit gewohn-
lichen Differentialgleichungen

Es seien L ein linearer gewohnlicher Differentialoperator n-ter Ordnung wie
in (50) eingefiihrt

Llu)(z) = Zai(x)u(i)(x); a; € Cla,b]; an(z) #0 V€ [a,b]

=0

und Ry, ..., R, lineare Randoperatoren wie in (52).

Wir machen die Symmetrie- Voraussetzung

be[u]@dx = fbumdx fur alle u,v € C"[a, b] mit
Y Ru=. . = Rufu = Rifo] = ... = RyJv] = 0.

(173)

Es wird also verlangt, daf L beim partiellen Integrieren reproduziert wird,
und daf die dabei entstehenden Randterme durch die Randbedingungen zum
Verschwinden gebracht werden.

Beispiel: Sturm-Liouville-Operator
Es seien n =2, ay € Cla,b], (a1 :=db),a, € Cla,b], as,aq reellwertig,

Lu] = (axu') + agu
Ri[u] = apu(a) +aqu'(a), Ralu] = Bou(b) + S1u'(b)
mit ag, a1, Bo, f1 € R, (ap, 1) # (0,0), (Bo, B1) # (0,0).
Nachrechnen zeigt, daf (173) erfiillt ist.

Wir betrachten das Figenwertproblem
Liul=X (a<z<b), Riul=0 (1=1,...,n) (174)
und zeigen:

Satz 15.1: Es emistiert eine Orthonormalbasis (px)ken von L*(a,b) aus Ei-
genfunktionen

or € D:={ueC"a,b]: Rful=0(@G(=1,...,n)}

des Eigenwertproblems (174). Die zugehorige Eigenwertfolge (A )ren hat kei-
nen endlichen Hdaufungswert.

Beweis: Wir wihlen zunéchst ein v € R, welches kein Eigenwert von (174)

1st.

(Zum Nachweis der Existenz eines solchen v nehmen wir zum Widerspruch
an, dak jedes v € R Eigenwert von (174) ist. ¢, € D sei eine zu ~y gehorige
Eigenfunktion mit ||¢,[|, =1 (v € R). Dann gilt

VP 05) 2 = (Llea], 03) 12 = {0y, LIos]) 12 = T {0y, 050 12
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also (4, p5),2 = 0 fiir v # 4. Also ist (¢4)ser €in iiberabzéhlbares Or-
thonormalsystem, was es in dem separablen (hier ohne Beweis) Hilbertraum
L?(a,b) aber nicht geben kann.)

Also hat die homogene lineare Randwertaufgabe
Liul—yu=0 (a<z<b), Riul=...=R,ul=0

nur die triviale Losung (denn jede nichttriviale wire Eigenfunktion zum Ei-
genwert ).

Nach dem Alternativsatz 5.1 besitzt daher die inhomogene Randwertaufgabe
Lul| —yu=r (a<z<b), Riul=...=R,ul=0 (175)

fir jedes r € Cfa,b] eine eindeutige Losung, und diese ist nach Satz 6.1
gegeben durch

::(K‘O,r)(a:)

dabei ist G die zu (L —~, Ry, ..., R,) gehorige Greensche Funktion. Dies er-
klért einen linearen Operator Ky : Cla, b] — D. Wir definieren einen linearen
Operator

K : L*(a,b) — L*(a,b)

durch dieselbe Vorschrift:

(Kr)(z) = /G(x,t)r(t)dt. (176)

K hat folgende Eigenschaften:

a) K ist kompakt.
(Beweisskizze:

1) G ist bzgl [|*[| 12((a,)x (a,p)) durch eine Folge (G) e von Treppenfunk-
Nj
tionen der Form G;(z,t) = > f.;(x)g,,(t) approximierbar.
v=1
ii) Fiir jedes j ist der durch G; (wie in (176)) definierte Operator K;

kompakt, da sein Bild endlich-dimensional ist.

iii) Die Folge (k&) en konvergiert gegen K bzgl. der Operatornorm (auf
dem Raum der beschrinkten linearen Operatoren L?(a,b) — L*(a,b)).

iv) Die Menge der kompakten linearen Operatoren L?*(a,b) — L*(a,b)
bildet einen abgeschlossenen Unterraum des Raumes der beschrank-
ten.)
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b) K ist symmetrisch.
(Beweisskizze:
i) Wegen (173) ist L — v symmetrisch auf D bzgl. (-, ) ..

ii) Da Kyr die Losung von (175) ist (fiir jedes r € C|a, b]), ist Ky sym-
metrisch auf Cla, b] (bzgl. (-,-);2).

iii) Da Cla,b] dicht in L*(a,b) ist, ist K symmetrisch.)

c) K (L*(a,b)) C Cla,b]
(Beweis: Fiir r € L*(a,b) und x, T € [a, b] gilt

(K@)~ (K@) = | [ 6l - 6@ ol

b
< / Glet) - G@EOPd - lrl,)

J/

<e fiir |[x—2%|<d(e) wegen der Eigenschaften von G

d) K(L*(a,b)) ist dicht in L*(a,b).
(Beweis: K(L?*(a,b)) D K(Cla,b]) = K¢(Cla,b]) = D D C§°(a,b), und
Cs°(a,b) ist dicht in L*(a,b).)
Nach a), b), d) existiert nach Korollar 14.5 eine Orthonormalbasis (¢ )ren
von L?(a,b) aus Eigenelementen o, € L?(a,b) von K; fiir die zugehérige Ei-
genwertfolge (ug)ren gilt px # 0 (K € N) und py, — 0 (K — 00).

Also gilt ¢, = M—legok € C|a, b] nach ¢), und daher ¢}, = M—legok = iKow; €
D (k € N). puppr = Kopy ist also Losung der Randwertaufgabe (175) mit
r = ¢k, d.h.

i (Llok] = vor) = or

und somit

Mk
::)\k

_ (L
L[w]—( +v) Pr-

Wegen py, — 0 fiir & — oo hat (A )gen keinen endlichen Haufungswert. O
Beispiele:
1) Wir betrachten das Eigenwertproblem aus Kapitel 5:

—u" =X (0<z<1), u(0)=u(l)=0. (177)

Wir hatten in Kapitel 5 bereits durch explizite Rechnung gezeigt, daft alle
Eigenwerte und (bis auf skalare Vielfache) alle Eigenfunktionen gegeben
sind durch

A =071, up(x) =sin(nmx) (n € N).
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Normieren der Eigenfunktionen auf L?-Norm 1 liefert
on(z) = V2sin(nrz) (n e€N). (178)

Man zeigt leicht, dafl die Symmetrievoraussetzung (173) hier erfiillt ist.
Satz 15.1 zeigt somit die Existenz einer Orthonormalbasis von L?(0,1)
aus Eigenfunktionen des Problems (177). Da (bis auf Multiplikation mit
o mit |o| = 1) alle normierten Eigenfunktionen durch (178) gegeben sind,
konnen wir leicht folgern:

(Yn)nen (mit o, aus (178)) ist eine Orthonormalbasis von L?(0,1)(179)

Betrachten wir in (177) statt der Dirichlet-Randbedingungen die Neumann-
Randbedingungen

u'(0) = /(1) =0,

so berechnen wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen

2.2 - _ 1 (n=0)
An =m0, dale) = {\/ﬁcos(mrx) (n>1) (n € No)

und bekommen aus Satz 15.1, dafs auch (¢, ),en eine Orthonormalbasis

von L?(0,1) ist.

Betrachten wir das Eigenwertproblem mit periodischen Randbedingungen
—u"'=Xu (-7 <z <m), ul-7)=u(n), v(—7)=1u(n),

so berechnen wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen

5\0 - 0, (,20 =

2 2 - 1 A 1
Aon_1 = Aop = 1%, Qop_1(x) = —= cos(nx), pon(x) = —=sin(nzx) (n > 1).

VT VT

Da auch hier die Symmetrievoraussetzung (173) erfiillt ist, folgt aus Satz
15.1 wieder:

:n nen ist eine Orthonormalbasis von L?(—, 7).
2

Dies war im Beispiel kurz vor Satz 10.11 noch offen geblieben!

Als weitere Anwendung betrachten wir nochmals das Randwertproblem (sie-
he (61) im Beispiel nach Satz 5.1)

—u" +e(r)u=rx) (0<z<1), u(0)=mv, u(l)=", (180)

mit ¢,r € C[0,1]. Wir hatten gezeigt, dak das homogene Problem nur die
triviale Losung besitzt, falls ¢(z) > 0 (0 < x < 1) gilt, und angemerkt (siehe
(63)), daf dies auch unter der schwicheren Bedingung

c(r) > -1 (0<z<1) (181)

89



richtig ist. Das konnen wir nun beweisen:

Aus (181) folgt mit der Stetigkeit von ¢ zunéchst die Existenz eines § > 0
mit

c(x) > -m*+0 (0<x<1). (182)
Nun sei u € C?[0, 1] eine Losung des homogenen Problems (180). Aus (179)
folgt mit Satz 10.9 c):

1

/(—u")ﬂdx = (=u"u), = Z (—u", on) 1o (U, Pn) e
0 n=1 _ " —n272
= () =2 o)

= >t el = 7Y ()l
n=1 n=1

2
= 7 Jlul;

und daher mit (182):

1
0= / (—u" + c(z)u)ade > 7 Jully + (~7° +0) Jully = 8 |Jull3,
0

also u = 0.

16 Separation der Variablen bei einigen ele-
mentaren partiellen Differentialgleichungen

Es seien L ein Differentialoperator wie in (50) und Ry, ..., R, Randopera-
toren wie in (52). Es gelte die Symmetrie-Voraussetzung (173). Wir setzen

weiter voraus, daf hochstens endlich viele Eigenwerte (gezéhlt geméfs Viel-
fachheit) des Problems (174) negativ sind. Ferner sei ug € L*(a, b).

Wir betrachten die Anfangs-Randwertaufgabe:

%(:p,t):—Lx[u](x,t) (a<x<b 0<t<o0),
Riz[ul(t) =0 O<t<oo;i=1,...,n), (183)
u(z,0) = ug(x) (a <z <b).

Der Index z bei L und R; soll dabei andeuten, daf diese Operatoren auf die
z-Variable (und nicht auf die ¢-Variable) wirken.

Zur Losung der Differentialgleichung in (183) machen wir den Separations-
ansatz

u(z,t) = v(x)w(t). (184)
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

v(z)w'(t) = —Lv](z)w(t). (185)

Unter der (vorldufigen) Annahme, daf v und w nullstellenfrei sind, erhalten
wir aus (185):

w'(t) _ _ L{v](z)

wt) (@)

Die linke Seite ist eine Funktion nur von ¢, die rechte nur von z. Da (186)
fiir alle t und x zu gelten hat, miissen also beide Seiten konstant sein. Die
Konstante nennen wir —A\:

(186)

—-=-) (0<t<o0), -— =—-) (a<z<D),

also
w'(t) = —-dw(t) (0<t<oo), Lp)(z)=(r) (a<z<Db). (187)

Setzen wir den Ansatz (184) ferner in die Randbedingungen in (183) ein,
erhalten wir

w(t)Ri[v) =0 (0<t<oo;i=1,...,n),
also mit unserer (vorlaufigen) Annahme w(t) # 0:
Riv]=0 (i=1,....n). (188)

Zusammen mit der zweiten Differentialgleichung in (187) erhalten wir also,
daf A Eigenwert und v zugehorige Eigenfunktion des Problems (174) sein
miissen!

Ist nun (p)ren die von Satz 15.1 gelieferte Orthonormalbasis von L?(a, b)
aus Eigenfunktionen von (174) und (A\g)ren die zugehorige Eigenwertfolge, so
ist also fiir jedes k € N eine Losung von (187), (188) gegeben durch

w(t) =e M wv(z) = pp(z),
woraus wir mit (184) abzéhlbar viele Losungen
ug(z,t) = e Mo (x) (189)

der Differentialgleichung und der Randbedingungen in (183) erhalten. (Die
Anfangsbedingung in (183) wird dadurch aber i.a. noch nicht erfiillt.)

Da Differentialgleichung und Randbedingungen in (183) linear und homogen
sind, ist aber auch jede Linearkombination von Losungen der Form (189)
wieder eine Losung (,,Superpositionsprinzip“), und bei entsprechender Kon-
vergenz diirfen wir auch unendlich viele (bzw. alle) Losungen der Form (189)
in Form einer Reihe linear kombinieren:

u(z,t) = Zake_k’“tcpk(x). (190)

k=1
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In der Tat ist diese Reihe fiir jedes a = (a)ren € l2 konvergent in L?*(a,b)
bei festem ¢ € [0, 00), denn es gilt fiir n,m € N, n < m, und jedes t € (0, 00):

m 2

gt
E are "F g

k=n

L2(a,b) k=n

und die Folge (e=2*!),cy ist (bei festem t) beschrinkt, da hdchstens endlich
viele der A\, negativ sind (nach Voraussetzung).

SchlieRlich versuchen wir a = (ay)ken € lo so zu bestimmen, daf v aus (190)
auch die Anfangsbedingung in (183) erfiillt. Dazu mufs gelten:

=u(-,0) =
Ug U(, )(lgo);ak%a

woraus wir sofort

ar, = (uo, or) 2 (K €N)

erhalten. Also ist

u(-,t) =Y (ug, )2 e n (191)
k=1

ein Kandidat fiir die Losung der gesamten Anfangsrandwertaufgabe (183).
Es miissen allerdings noch weitere Konvergenzuntersuchungen der Reihe an-
gestellt (und Voraussetzungen gemacht) werden, um die Differenzierbarkeits-
eigenschaften von u aus (191) zu erhalten, die fiir die Differentialgleichung
und die Randbedingungen nétig sind. Auch hier ist wieder eine schwache
Formulierung des Problems sehr niitzlich. Dies wollen wir hier aber weglas-
sen.

Anstelle von (183) konnen wir auch die folgende Anfangs-Randwertaufgabe
betrachten, die zeitlich von zweiter Ordnung ist (,,Schwingungsgleichung*):

%(;p)t):—[/x[u](x,t) (CLS:L‘S(), O<t<OO),
R; ,[u](t) =0 0<t<oo;i=1,...,n), (192)
u(z,0) = up(x), 2—1:(95, 0) = uy(x) (a <z <b).

Hier sind (passend zur zweiten zeitlichen Ableitung in der Differentialglei-
chung) u und % bei t = 0 vorgegeben, d.h. ug,u; € L?(a,b) sind gegeben.
Zur Vereinfachung setzen wir nun voraus, daf alle Eigenwerte von (174) po-
sitiv sind.

Wieder machen wir den Separationsansatz (184) und erhalten mit denselben
Argumenten wie vorher jetzt:

w'(t) = =dw(t) (0<t<oo), Lv)x)=(x) (a<z<b) (193)
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mit einem A\ € C, sowie die Randbedingungen (188). Wieder ist also A Eigen-
wert und v zugehorige Eigenfunktion von (174), d.h. wir erhalten fiir jedes
k € N eine Losung von (193), (188):

w(t) = ap cos(vV/ Mt) + b sin(v/Aet),  v(z) = op(2)

mit beliebigen ay, by, € C. Durch Superposition bekommen wir also nun - bei
geeigneter Konvergenz der Reihe - anstelle von (190):

u(z,t) = Z [ak cos(v/ Ait) + by sin(\/)\:t)} ox(z).

Einsetzen in die Anfangsbedingungen in (192) liefert die Bedingungen (wobei
wir voraussetzen, daf gliedweise Ableitung nach t erlaubt ist)

up = u(-0) =Y appr, u = E(',O) = biv/ Mo
K1

k=1

woraus sich sofort

1
ap = (o, k)2, bk = \/—)\—k (w1, 08);2 (k€N)

ergibt. Wir erhalten also als Losungskandidaten fiir die Anfangsrandwertauf-
gabe (192):

u<~,t>:;{<uo,gok>pcos<mt>+<u1,sok>g% o (199)

und wieder miissen Zusatziiberlegungen angestellt (und Voraussetzungen ge-
macht) werden, um die nétigen Differenzierbarkeitseigenschaften zu bekom-
men.

Beispiel: Wir betrachten nochmals die Anfangsrandwertaufgabe (82), (83),
(84) fiir die schwingende Saite:

Pu 0%

R <zx<

9z S o2 (0<z <, 0<t<o00),
u(0,t) =u(l,t) =0 (0 <t < o0),
u(z,0) = up(x), %(:p,()) = uy(x) (0<z<lI).

Das Eigenwertproblem (174) lautet hier also
—u" =  (0<x<I), u0)=u(l)=0

und hat die (sdmtlichen) Eigenwerte und Eigenfunktionen
2,2 2
A = k2cl—§, on(z) = \/;sin (lm%) (k € N),
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und die ,Separationslosung* (194) lautet hier

I
Zl /uo(s) sin <k:7r§> ds | cos (k}—ﬂct) +
0

k=

!
l . s . (kT , x
e /ul(s) sin (lmj) ds | sin (TCt) sin (kw;) . (195)
0

Dies ist eine Darstellung der Losung alternativ zur Losungsformel (93), die
ja nach entsprechender Fortsetzung von ug und u; auch fiir das Anfangsrand-
wertproblem (82), (83), (84) giiltig ist. Im Gegensatz zu (93) zeigt (195) aber
die Superposition der Saitenschwingungen in Grundton (k = 1) und Ober-
tone (k > 2), sowie die Abhéngigkeit der Amplituden der jeweiligen Anteile
vom Anfangszustand (u, u;) der Saite.

u(z,t) =

~| D

Insbesondere erkennen wir: Das Frequenzverhéltnis zwischen
e erstem Oberton und Grundton ist % = Oktave
e zweitem und erstem Oberton ist % = Quinte
e drittem und zweitem Oberton ist % = Quarte

e viertem und drittem Oberton ist % ~grofie Terz
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