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Kapitel 0

Motivation

0.0.1 Differentialgleichungen

Bisher bekannt

Y e, y(1))

mit y : [a,b) = R

mit y : R" - R

Probleme:

y(O) =%
y1(0) = o1 (1)
(2)
Yn(0) = yon (3)
y(0) = yo

e Existenz und Eindeutigkeit in Funktionenrdiumen

e Asymptotik

e Stabilitiat



0.0.2 Hilbertraume

Alte Beispiele sind R™, C" mit
=Y wy,  w=(w)y=(y) K"

i=1
Weiterhin gilt

r = inei (ei)j = (5@'

i=1
(x,y) =0 = z Ly
(,y) = llzll - lyll - cos(a)

(@ )| < ]l - Iyl

[z +yll < ll=ll + llyll

0.0.3 Beispiele

o~
[\

(e (500) <)

=) oy  wly = (r,y =0

0.0.4 Beispiele

wobei
(a) f,g € C(R"™),supp f,supp g beschriankt
(b) f,g € L*(R")

(¢) f.g9 € L*(U, p), (U, ) Makraum



0.0.5 Definition Hilbertraum

FEin Hilbertraum ist ein Vektorraum mat Definition
Hilber-
V, <', > traum
und
1
[z]| = (z, )2

st Hilbertraum falls

(Vo IF-1)

vollstandig ist.

0.0.6 Satz

Satz
(H7 <'7 >)

sei ein seperabler Hilbertraum. Es gibt eine Orthonormalbasis (ONB) (U,)
((Un, Upn) = Sy, ||Un|| = 1), so dass alle x € H eine eindeutige Basisdarstellung
haben

0o
=1

1
00 2
=] = (Z |in2>
j=1

(z;) € 12 ~ J(x;) = > x;U; eine Isometrie
i=1

mit

I’~H

Diagonalisierung selbstadjungierter Matritzen
Ae M(n,n), A" = A, (x, Ax) = (Az, x)

9



Satz

Dann gibt es eine ONB Uj,j =1,...,nund Ay, ..

UAU! = diag (A, ...

AUj - /\jUj

.y Ap € R™ mit U@j:Uj,jzl,...

, An)

,n

0.0.7 Satz

Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum.

T:-H—HT=T" (x,Tz) = (Tx,z)

Weiterhin sei T'(Uy) kompakt.

Dann gibt es eine ONB (U;),A\; € R,j=1,...,n mit

T(U]) = )\jUj,j € N

T:diag()\l,...,)\j,...

beziiglich (U;)

)

j=1
z =Y (z,U)U;
j=1
Beispiele
(a)
H = L*[0, 7]

Af =—f"  feL*0,n]

Uj = sin(jx), A;
AU, = 12U

Aber eigentlich
T=A"

10
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H = L*([0,7]*)
2 62
Af =V, Vi f(a,y) = 920 T a—ny
fer”(0,7]?
T=A"

Up.m(7,y) = sin(nz) sin(my), Ay = n*> +m?,n,m € N

v219n,m = (77,2 + m2) 'ﬂn,m

H = L*(R)

Af(z) = f"(z) —xf'(x)
feLXR),T=A"

0~ e () (2 e ().

Ad,, = nb,

Af = uf + g, 9 gegeben

Losung
f=A-m"yg
Falls
A:diag()\l,...,)\n):>(A—u)_1:diag( ! ey ! ) Vie{l,....n}: N\ #p
AL — 1 An — b

Y1) = Ay(t)  A=diag(hr,...,\)
y(t) = exp(tA)yo = diag (exp(tAr1), ..., exp(tAn)) Yo
Dynamische Systeme

y'(t) = fy(t)),y(0) = yo

f : R™ — R"™ Lipschitzstetig.
Losung X (¢, yo) mit
X(S, X(t,y0)) = X(s+1t,00),s,t€R

11



X(t) = exp(tA)yo, exp ((t + 5)A) yo = exp(sA) exp(tA)yo

D auf Ly(0,7) ?
R"™ — Hilbertraum. Dynamische System
2

d
2 2

12



Kapitel 1

Geometrie der Hilbertraume

1.1 Definition von Hilbertraume

1.1.1 Definition
V' sei ein K-Vektorraum , K € {R,C}, Skalarprodukt {-,-) : V x V — K mit Definition
(1) (x+y,2) = (z,2) + (y,2)
(1) (Az,y) = Mz, y)
(iti) (z,y) = (z,y)

() (x,x) >0 fir x # 0 Es folgt

(z, \y) = Nz, y)

1.1.2 Definition

Sei (V,(-,-)) gegeben. Fiir x € V definiere Definition
1
|zl = (z, z)2

als die Norm, die von (-,-) erzeugt wird.

13



Beispiel

(.9 = [ o) ax — 1= ( [ \f(ac)\Z)é

1.1.3 Proposition

(1)
]l >0
fir x #£ 0
(i)
[Az]| = |A]- [l
(i)

Iz +yll < llzll + llyll

(iv) Aukerdem
Iz )| < ] - Nyl

Beweis:
iv Sei A € K
0 <(z+Ay,z+ \y)
= (z,2) + (\y, 7) + (7, A\y) + Ay, Ay)
= llzll* + APyl + Mz, y) + Mz, y)
Wahle nun
yo @y
Iyl
2 2 2
0< HxH2 _ |<JZ,yZ| o |<CL’,yZ’ + |<I7y2|
[yl [yl [yl

[{z, )] < ll]] - [lyl]

14



111

lz+yll* = (& +y, 2 +y)
= |Jz||* + (z,y) + (y,2) + |yl
< lzl” + [lyl1* + 2[1=]l - 1yl
= (=l + [lyII)*

1.1.4 Proposition

(a) Parallelogrammidentitét
lz + yll* + llz — ylI* = 2[l«]* + 2[ly]1*
(b) Polarisationsformel K = R

2(z,y) = llz +yll = |z — y|I*

FirK=C

Az, y) = llo+yl” =z = ylI* +illz + iyl - ille — iyl

Bemerkung Sei (X, | - ||) ein normierter Raum mit giiltiger Parallelogramidentitét.

Dann gibt es ein Skalarprodukt (-, -) mit

1
o] = (2, 2)>

Beweis:

lz+yl? = |2|” + (z,y) + @y, 2) + ||y|?

lz = ylI* = llzl* = (@) — (v, 2) + |yl

(b) Rechnen!

15



1.1.5 Definition

Definition Sei H ein Vektorraum und (-,-) ein Skalarprodukt mit
1
]l = (2, 2)>

H ist ein Hilbertraum, falls (H, || - ||) vollstindig ist, dass heifst zu jeder Cauchy-
folge (z,) C H gibt es einen Grenzwert x € H,

r = lim z, |z — z,|| —— 0
Cauchyfolge :
Ve > 03ng : ||zm — x| < e fiir n,m > ng
Beispiel

(a)
v:aammm:/}mmww

V, () ist kein Hilbertraum.

(b)
v=ﬁm&xﬁm=/#mm@wu

ist ein Hilbertraum.
J 1 falz) = frlx)]? dx —0

f € 2ab): f = lim f,

Wiederholung: Eine Menge K C H ist konvez, falls fir alle z,y € K und ¢t € (0,1)
gilt
(1-thr+tye K

16



1.1.6 Satz Existenz des Elementes bester Approximation

Sei H, (-,-) ein Hilbertraum, K C H konvex und abgeschlossen. Dann gibt es

genau ein yo € K mit

— — inf ||z —
|z = goll = Inf [l= — ]|

Beweis: Falls x € K setze trivialerweise yy = x. Sei also x ¢ K. O.B.d.A. sei x = 0

(notfalls verschiebe um —z). Setze
d = inf ||z — y|| = inf
yleKH yll yleKHyH

Wiéhle y, € K mit d = lim||y,||. Wir miissen zeigen, dass y, eine Cauchyfolge ist.
Betrachte dazu

Dann «,, — %d—k %d = d und HW%HQ <d, da W% € K. Daraus folgt

2
Yn + Ym

2

Yn — Ym
2

“2 = Qp

2
1, ., 1
+] = ol + 2l

2

1
§||yn_ym”2 = O0p — 9

Also ist y, eine Cauchyfolge. Da H aber vollstindig ist, existiert der Limes yy. Da K

abgeschlossen ist, muss sogar 1y in K liegen. Fiir y, gilt auch

190l = lim [y || = d

Nun miissen wir noch zeigen, dass y, eindeutig ist. Seien also yg und y; zwei verschiedene

Punkte, mit

1%oll = [yl = inf [yl

Dann gilt

2
1 2 1 2 2
= — _ :d
lgoll? + 5

Yo +
2

Yo — Y1
2

Yo+ 1
2

2 2

Dies ist aber ein Widerspruch!

17
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1.2 Orthogonalprojektion

1.2.1 Orthogonalitat im R"

(a) Seien z,y € R? |z|y = |yl = 1 Wir schreiben z und y in Polarkoordinaten
x = (cos a, sin ) y = (cos 3,sin f3)

Dann ist
(2,y) = cos(a — f)

Vor allem ist

(x,y) =0 <= cos(a—f)=0 <= a—f=7/2 <= z Ly

(b) Fiir allgemeine x,y € R? betrachte einfach

Daraus lésst sich wieder folgern, dass (z,y) =0 <= x L y, da
(z,y) = llz|[llyll cos(a — )
(c) Jetzt ein Schritt allgemeiner z,y € R". Setze
L = span(x, y)=R?
mit z,y linear unabhéngig. Auch hier gilt

(,y) =0 <= x Ly

(Wéhle eine ONB wuy, ..., u, mit span(uy,us) = L)

Daraus wollen wir jetzt die Eigenschaften der Orthogonalitdt in H ableiten.

1.2.2 Definition

Definition Seo (V, (-, )) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Wir setzen x,y sind orthogonal

genau dann wenn {(x,y) = 0

18



1.2.3 Proposition (Phytagoras)

Sei V' wie oben. Fiir x1,...,x, € V paarweise orthogonal, gilt
n
o1+ 2l =)l
i=1
Beweis: Fiirz 1 y:

x4+ ylI> = (x+y, 2+ y) = (z,2) + (z,9) + (. 2) + (v, y) = ||z]* + |y]]?

Die Behauptung folgt induktiv.

1.2.4 Beispiel

Setze H = L*[—1,1] und f,g € H. Dann bedeutet

flg = (fg)=0 = [ g0 d=0

Sind f ungerade und ¢ gerade, dann ist das Integral Null und f und ¢ sind orthogonal.

1.2.5 Definition

Set H ewn Hilbertraum mat Skalarprodukt und U C H. Definiere
Ut ={zc H|(z,y) =0 firye U}

UL ist das orthogonale Komplement von U.

1.2.6 Bemerkung

(a) Ut ist stets ein abgeschlossener linearer Unterraum

(b) Uc (UH)*

(c) U* = (spamU)*

(d) zeUNU+ = =0

Die Beweise sind sofort aus der Definition ersichtlich und dem Leser {iberlassen.

19
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1.2.7 Theorem

Sei U C H ein abgeschlossener linearer Teilraum. Dann gilt:
H=UaU"*

dh.zuxz € H gibt es yp € U und y; € U+ mit = 1o +y; und yo L ;.

Beweis: Sei x € H. Nach §1 gibt es ein Element bester Approximation yy zu x in U
d.h.

_ —inf ||z —
Iz = yoll = inf flz — ]|

Setze y; = x — yo. Wir miissen jetzt zeigen, dass y; L yo. Dazu sei y € U, A € K mit
Yo+ yelU

2+ yol|* < |lz+ (yo + M)|I> = (x — yo — Ay, & — yo — Ay)

= llz = woll* = 2R\, @ — yo)] + [|=[|ly”

Vor allem

2Ry, z — yo)] < [\ [lyl)?

Falls A > 0 dividiere durch 2\ und A — 0. Dann
R(y,z —yo) <0

Falls A < 0 folgt
§R<y7 T — y0> Z 0

Falls A = ir oder A = —ir ist
%<y7$ - y0> = 0

Insgesamt folgt also
(y,x—yo) =0 = y=x—y€U"

Die Eindeutigkeit folgt direkt: Setze x = yo + 11 * =Y+ + ¢ Dann ist
YoOJo = —y1 €U NU

Daraus folgt aber sofort

Yo = Yo Y1 =0

20



1.2.8 Korollar

Fiir U C H gilt spanU = (U*+)*. Der Beweis wird in der Ubung vollbracht.

1.2.9 Definition

Sei U C h ein abgeschlossener linearer Teilraum. Die Abbildung P : H — U mit Definition
Px = yo mit yy dem Element bester Approzimation von x in U und x = yo+ y1,
Yo € U, y1 € UL hiefit Orthogonalprojektion von H auf U.

1.2.10 Proposition

(a) P2 = Py. Py linear.

(b) Das Bild von Py ist ganz U. Der Kern ist U~.
(¢) [ — Py= Py

(d) [|[Pyx|| < ||=| fir alle z € H

(e) {y, Pyx) = (Pyy, @) fir v,y € H

(f) (Pyz,y(> 0 firx € H

Beweis:

(a) Pux =yo € U,yo = 4o+ 0, Py(Pyz) = yo = Py(r) und . = yo + y1, T = o + 1 =
r+Z = (yo+Uo) + (y1 + 1) und daraus die Linearitét.

(b) Klar
(c¢) Klar
(d) Nzl = llyoll* + ll1l* = llwoll* = [ Pv|?

(e) (y, Puz) = (Pyy + Pyry, Pux) = (Pyy, Pyx) + (Pyvy, Pyz). Analog fiir (Pyz,y).
—_———

=0

(f) Genauso
(Pyz,x) = (Pyx, Pyx) > 0

21



1.2.11 Beispiel

e Sei H = L*(Q, %, P)und (2, %, P) ein W-Raum. Sei F' C X eine Untersigmalagebra.
Dann

U=L*Q,F P)C L*QX%,P)

Dann existiert eine Orthogonalprojektion Py. Wie sieht diese jetzt aus? Betrachte
dazu f € L*(Q, %, P) und A € F. Dann

/ Puf dP = (o, Pof) = (Puxa f) = (xas f) = / f dp
A A

Wir sehen
Pyf=E[f]|F]

e O =[0,1? H = L*([0,1]%, 1), p ist Lebesque MaR.

U= {f S Lz([()? 1]2) : f(t75> - g(t) mit g € Lz([07 1]2)} = L? ([071}27{)7{ =
{B x [0,1], B C [0, 1], Borel}

P,f(t,s) = [ f(t,u) du fiir alle s € [0, 1].
0

1.3 Orthonormalsysteme

1.3.1 Definition

Definition Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. Eine Folge (h,), heifft Orthogonalsystem, falls
(hny him) = 0 fiir n # m, und ein Orthonormalsystem falls zusdtzlich ||h,|| =
1gilt. Ein Orthogonalsystem (ONS) heifst vollstindig, falls span(h,) = H. Ein
vollstindiges ONS heifst Orthonormalbasis (ONB) von H.

22



1.3.2 Beispiel

Sei H =15 und e,, = ((5n]-)j ,n € N die Einheitsvektoren.
Fir z = (a,) € Iy gilt

T = Zanen = Z(m,en>e

neN neN

<33’, €n> = Qp

Izl = lanl =D e e

neN neN

Sei nun y = (b,) € Iy

1.3.3 Satz

Sei (hy,) ein Orthonormalsystem in H. Fiir U = span(h,,) C H gilt

12 = Z(x, hop)hoy,
und

1P = ZI @, hn)? < [l

Dies wird auch die Bessel’sche Ungleichung genannt.

Beweis:

(a) Sei J endlich.
Uy :W{h]a] € ‘]}

Fiur z € H setze
Yo = Z(% hj)h; Y1:=T = Yo

jeJ
Zu Zeigen:
yl J_ Uj

23
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, denn

meJ
(@, hy) = (@, hn) (i, D)
meJ T

Also: v = yo +y1 mit yo € Uj,y1 € UjL
Also

Py, () =y = Z(ﬂ«“,hﬂh]’

jed

S 1 b P ST by 2

jeJ jeJ
Phyt 3
TETEY (w, by
jeJ
= [|Pu, 2|
< ||z

Fertig, fiir J endlich.

(b) J sei nun unendlich.

Dol b P =sup Y | byl?

J=1

= sup | Ppny .y |I?

Jn=A{1,...,m}, Py, 2 (x, hj)h; ist eine Cauchyfolge in H

24



Sei nun n > m.

1Py, = Poy, [P =1 Y (e hy)hy)?

j=m+1
Ph; _
tagoras
TETEN T [y
j=m+1

—0

n,Mm—00

Da H vollstandig ist

y=> (x,h)h;

J=1

:Tgr;ozl@, hjyh; € U
]:

o0

Analog zu a) folgt y; 1 U.

1.3.4 Korollar

Sei (hy) eine ONB von H. Dann gilt

span(hn) = H =Y (x,ha)hy

n

Die Parseval’sche Identitdt ist
BN

Es gilt auch

(z,y) = Z(L h) (Y, B

n

Beweis: Da span(h;) = H, Pspar = Idy.

T = Z<x7hj>h'j7y = Z<y7hj>hj737;y cH

jeJ jeJ

25



— Z@;, hi)(x, h;) (hj, he)

1.3.5 Korollar

Sei (h;) eine ONB von H. Dann ) a;h; konvergiert in H genau dann wenn
jes

> ag* < o0

jed

aj j<m

Beweis: z € H,x,, = ) ajhj, (xm, h;) = . Da (z,,) eine Cauchyfolge ist
j=1

0 sonst
gilt

n
20 — m|* = Z |aj|2

j=m+1

= > by

j=m+1

< 00

Nach 3.3 folgt x,, konvergiert <= > [(z,h;)|* <00 <= > |a;|* < o0

1.3.6 Korollar

Ein Orthonormalsystem (h;);e; C H ist vollstdndig in H, genau dann wenn

r € Hmit (z,h;) =0firalejeJ = =0

Beweis: Vor:
{hy,j € J¥* = {0}

span(h;) = ({hj,j € J}*)" = {0} = H

26



1.3.7 Beispiel
H=1L1?(Q,%,P) (2, %, P) — Wahrscheinlichkeitsraum
2 =10,1],X = Lebesque, P = Lebesquemaf
Nehme eine Partition U;,j =1,...,n von ) :
Q=JU,U;nU#0,j # k.U; €S, P(U;) >0
j=1

1 .
hj = T 1 XU ||thL2 =1,G :Spﬁ{hj?] =1,....n}

(P(U)))?

h; ist ein ONS in H.

1.3.8 Beispiele

H = L?|0,1]. Rademacherfunktionen.

TODO: |

Bild 2012-04-23-1 einfiigen|
ra(t) = Z(—l)j_lx[%,%](t)

J=1

Behauptung: (r,) ist ein ONS in L?[0, 1], d.h. nach 3.3,3.5

oo o0 %
H Zanrnuﬂ = (Z |an|2>
n=1

n=1

27



Beweis: Seinunn >m

1.3.9 Beispiel Fourierreihen

Sei nun H = L*([—,7]),K=C.

hn<t) =

exp(int) nei

1
V2T
Behauptung (h,,) sind ONB von L?([—m, 7)), d.h.

~

fer(ma)): f— Zf(n)\/lz_wexp(int)
konvergiert in L?([—m, 7))
2 R 2 ¢ 1 [ .
I = S U@F ) = (i) = <= [ ) esp(=int) a

nez “n

Zu Zeigen: (h,) ist eine ONB.

28



Sei n #m

1
(hoy ) = Py /exp(int) exp(—imt) dt
7r

= % /exp(z’(n —m)t) dt

1 s
— 27T(n——m)z lexp(i(n —m)t)]" =0

Zu Zeigen (h,,) vollstandig, Idee

Sulf) = 37 f(n) explint)——

j=—n

QH
)

Betrachte + Z S ) — fin Lo([—m, x]).
Vollstéandiger Bewels ist zu finden im Analysm 3 Skript von Herrn Weis.

1.3.10 Beispiel Trigonometrische Reihen

H = L?*|—7, 7]

1 cos(nz) sin(nz)
RGN
Behauptung: S ist eine ONB von L*[—, 7).
Beweisidee: Orthogonalitét:

S =

,n € N}

2 cos(nx) - cos(mzx) = cos ((n +m)x) + cos ((n —m)zx)

2sin(nz) sin(mx) = cos((n — m)x) — cos((n + m)x)

2 cos(nz) sin(maz) = sin((n + m)z) — sin((n — m)x)

Mit
/COSz(TLZL‘) dx + /Sin2(n:v) dx =27 /cosz(n:v) dx = /sinz(nx) dx

29



Daraus folgt

™

/cosQ(nx) dx =27

—T

Fiir die Vollstandigkeit nutze den letzten Fall und
exp(int) = cos(nt) + i sin(nt)

1.3.11 Gram-Schmidt Verfahren

Sei (H, (,-,-)) ein Hilbertraum. Gegeben sei eine linear unabhéngige Folge (y,) C H mit

Yn+1 € Span(yla cee 7yn)

und

span(y,) = H

Daraus lésst sich jetzt eine ONB konstruieren:

(i) Setze
hy = Y1
[l
und damit
Ui = span(hy) = spqn(y:)
(i) Setze

ha =y — Py, (y2) = Yo — (Y2, h1)ha

Dann ist 712 1 hqy und

h
hy = —>
12|
(iii) Induktiv seien hy, ..., h, bereits gewéhlt mit

[hill =1 hi L hj k # jU, =spn(hy,..., h,)

Dann setze
n

ﬁn+1 = Ynt1 — Pu, (Yn+1) = Y1 — Z(yml, hj)h;

Jj=1

und analog h,; als das normalisierte Ry, 1.

(iv) Da span(y,) = H folgt span(h,,) = H und damit sind die h,, eine ONB von H.
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1.3.12 Beispiel

Setze H = L*[—1,1] und y;(¢t) =t/ fiir j = 0,1,.... Anwendung von Gram-Schmidt auf
diese (y;) ergibt
+3 an

Po(z) =1, Lp(z) = il dan

(22 —1)"

1.3.13 Satz

Jeder separable, unendlichdimensionaler Hilbertraum (H, (-, -)) besitzt eine ONB
(hn)nen und diese definiert eine bijektive, lineare Abbildung

®:ly — H, (a,) — oa,) = Zann

mit
o |9(z)llm = [zl
o (2(z), ®(y))u = (z, Y,
o O(e,) = hn

o O U(h) = ((h,h : 0))nen

Beweis: H separabel heifit: Es gibt eine Folge (y,,) C H mit span(y;) = H. oBdA sei
y;) linear unabhéngig. Nach 3.5 konvergiert > a,h,, in H genau dann, wenn Y |a,|* < co.

Also ist @ surjektiv. Isometrie:

(®(an), hn) = <Zajhjahn> = Z i(hjs hn) = an

Nach Parseval
2] =) (@ (an), ha)* =) lan)?

Aus der Isometrie folgt dann direkt auch die Bijektivitat. Auferdem ist

(P(an), ©(by)) = Z<(I)(an)v ) (@(bn), hn) = Z anbn = ((an), (bn))1,

31

Satz



1.4 Schwache Konvergenz und Kompaktheit

1.4.1 Definition

Definition Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. Fine Teilmenge U C H heifst relativ kompakt,
falls jede Folge (x,) C U eine in H normkompakte Teilfolge (x,,) besitzt. U ist

(norm)kompakt, falls U zusdtzlich abgeschlossen ist.

1.4.2 Beispiel

(a) Falls dim H < oo, dann ist eine Teilmenge U C H genau dann relativ kompakt, wenn
U beschrankt ist. (denn H = K", n =~ H,U C K" und Bolzano-Weierstraf)

(b) Aber falls dim H = oo und (h,,) sei eine ONB von H dann ist fiir n # m:
1 = b * = [Pl + e | = 2

Vor allem ist (h,) keine Cauchy-Folge und besitzt deshalb auch keine konvergente
Teilfolge! Also
Up =A{z | [lzfln <1}

ist nicht relativ kompakt.

1.4.3 Definition

Definition Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. Eine Folge (x,) C H konvergiert schwach gegen
x € H, falls
<‘/L‘ - x'fh y> — 0

fur alle y € H. Wir schreiben
Tp —> X

1.4.4 Bemerkung

(a) Aus Normkonvergenz folgt schwache Konvergenz aber nicht umgekehrt.
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Beweis:

{20 — 2, 9)| < llan — z|lllyll =0

Aber nach 4.2: (h,) ONB hat keine normkonvergente Teilfolge. Aber fiir alle y € H
gilt:
(hn,y) — 0

denn

S ) < o0

Also konvergieren die (h,,) schwach gegen 0 (beachte: die Normen konvergieren nicht!)

Falls 2, - = dann lim inf lznll > ||z

Beweis:

lzalllzll = [{zn, )| — (z,2) = [|=]|*
und damit die Behauptung.

Falls z,, - 2 und |zn|| — [|z|| folgt wirklich die Normkonvergenz.

Beweis:

(@n, ) = (z,2) = ||z||"

und
20 — ]| = |l2]* = 2R (20, 2) + [|2n]]> = llz]* — 2]|2]* + [|z]1%2

1.4.5 Bemerkung

Der schwache Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt und x,, LN T, Yn w, y dann

ist auch z,, + vy, LA™ + .

Beweis: Seien x, 2 die schwachen Grenzwerte von x,,. Dann gilt fiir alle y € H:

lim(x,,y) = (x,y) = (Z,y)

Und damit

(T —z,y) =0

Vor allem fiir y = 2 — .
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Satz

1.4.6 Beispiel

Fir H = [, sei

Ty = (ap1,...) r=(ay,...)

Dann ist z, LN gleichbedeutend mit koordinatenweiser Konvergenz.

1.4.7 Satz

Sei H ein Hilbertraum mit ONB (h,,). Dann gilt fir z,,, 2z € H:
W
T, — T <= (T,, hj) = (z, hy)

fiir alle 7 € N.

Beweis: Hinrichtung klar mit y = h;. Fiir die Riickrichtung setze firy € Hy =) a;h;
mit Y |a;|*yoc. Dann
N o'}
(& = 2 )| < [x — @0, D ashy)| 4 (o =20y Y a5hy)l
j=1 J=N+1

Zu £ > 0 wahle N so grofs, dass

o
g
13 ashyll <
2ol < T

Zu N wahle ng, so dass fiir n > nq gilt

Insgesamt fiir n > ng:

o=l
el + sup ]

N
1
o= 2 2 3 lay e +
2. IRy
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1.4.8 Definition

Fine Menge U C H heifit relativ schwach kompakt, falls jede Folge (x,) C U Definition

eine Teilfoge besitzt, die schwach gegen ein x € H konvergiert.

1.4.9 Satz

Jede beschrankte Teilmenge U C H ist relativ schwach kompakt. Satz

N N
> oyl = ,}ggoz (@, )2
7j=1
N
_ 1 AR 12
= kh_g)lo “ Z;@nkv h]>hj||
]:

< limsup [z, |
k—o0

<(C <>

00
— Z|Oéj|2 §C<OO
j=1

Nach Korollar 4.6 konvergiert x = > a;h; € H. Auferdem (z, h;).
j=1
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Satz

1.4.10 Satz
Sei (h;);en eine ONB von H.
Notation: .
P,x = Z(w, hijYh; = Py, ha)®
j=1
Dann ist U relativ kompakt (bzgl Norm) genau dann wenn
sup ||z — Pyz|| —— 0 (1)
zelU n—oo
oder
su z,h}]2 —— 0 2
sup S el ®)
Beweis:

= Sei (z,) C U beschriankt. Nach 4.8 gibt es eine Teilfolge x,,, ,x € H mit x,, kL> x,
—00
d.h. (xn,, h;) — (x,h —j) fir alle j € N.
—00
Zu Zeigen: y, = x,, — x in || - ||. Nach Voraussetzung gibt zu € > 0 ein n mit
sup [|yk — Paykll < [z — Pz < e
k
Zu n wahle ein kg , so dass
1Page = Payll® = (g — 2, 1)
j=1
< g

fir k > ko . Also

lys = 2l < [lys = Payel] + [ Pays — Po|| + || Pozr — ]

<e <e <e

(1) <= ist nur Definition und Bessel.

< Indirekter Beweis
Annahme: U sei relativ kompakt und (1) sei falsch. Da (1) falsch sein soll, gibt es
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d > 0 und eine Folge (z,,) C U mit ||z,, — P,z|| > 0 fiir n € N. Da U relativ kompakt
ist gibt es (z,,) C (x),x € H mit x,,, = « in der Norm.

. >

= [Jon — Poz|| < [|zn — 2| + ||z — Poz|| + || Pa(z — @) ||
——

~~

-
—0 —0 —0

Dies ist ein Widerspruch

1.4.11 Beispiel
H = lz, ((Sn) € R.
U= {(0nan) : Z |aj|2 <1}
J

ist kompakt genau dann wenn §,, —— 0 Also H = [?

n—oo

1.5 Darstellungssatz von Riesz

1.5.1 Bemerkung

Sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum. Fiir jedes € H kann man ein lineares, stetiges Funktional
x' : H — K definieren durch

(y) = (y,r) yeH

mit
|2[| = sup{|(y, z)| : y € H, |ly|| = 1} = ||z|]

Beweis: 2’ linear und stetig:

12" (y) — 2" (yn)| = [y, 2) — (Y, 7)]
=Y = Yn, )
<zl ly — yull

—_——

—0

Aufierdem

2" (y)| < [(y, x)

< [l - [yl
~—
<1
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Satz

Mit y = =

|z

1.5.2 Satz

Zu jedem stetigen, linearen Funktional 2’ : H — K gibt es genau ein x € H, so

dass 2'(y) = (y, ) und sup{|2’(y)| : [|y[l < 1} = =]

Beweis: U = Kernz' linearer und abgeschlossener Unterraum von H mit codim U =
dimH/y =1

Es gilt H=U ® U*+,dimU* = 1. Wihle ein 2p € UL, 29 # 0 und 2'(x¢) = 1.

Fiir y € H gilt y = u + Arg mit u € U, A € K, U+ = span(xg) . Dann ist

(o) = ' (u) +A 2" (z0) = A

{
{

Andererseits

Setze x = ”%OHLQ Dann gilt

(y,x) = )\L@o,x[ﬁ =\

" lwol?

Also
2'(y) = A= (y, 1)

1.5.3 Bemerkung

Sei H' = {2’ : H — K, linear, stetig }. Die Abbildung ¢ : H — H', ¢(z)(y) = (y, z) ist
bijektiv und ¢(z +y) = o(x) + d(y), o(A\x) = Ap(2).
2]l = sup{[o(x)(y)] - [lyll < 1} Tsometrie.
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Kapitel 2

Lineare Operatoren auf Hilbertraumen

2.1 Stetige Operatoren

2.1.1 Bezeichnung

(X, 111, (Y, |]-]]) seien normierte Rdume. B(X,Y") bezeichne den Raum der stetigen, linea-
ren Abbildungen 7" : X — Y. B(X,Y) hat eine Vektorraumstruktur: S,7 € B(X,Y),\ €
K

(S+T)(x)=S(x)+T(x) (AT)(z) = N\T'(x)

Bezeichnung : Fir X =Y setze B(X) = B(X, X)

2.1.2 Proposition

Fiir normierte Rdume X, Y und ein linearer Operator T': X — Y sind dquivalent

(a) T stetig

(b) T ist stetig im Punkte 0

(c) Es gibt ein M < oo mit |Tz||y < M||z|x

(d) Das Bild der Einheitskugel Ux = {x € X : ||z|| < 1} unter T ist beschréankt in Y,

d.h. es gibt M < oo mit T'(U,) C MUy Uy={yeY:|yl| <1}

Beweis:
a) = b) klar

b) = ¢) indirekt. Andernfalls gidbe es zu n € N ein z, mit |Tx,| > nllz,|]. Setze
Yn = iz € X. Dann folgt lyn| = £ —— 0 aber || Ty,|| > 1, Ty, # 0. Dies ist
n n—00
ein Widerspruch.
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¢) = a) x, >, ||Tr, = Tz|| = ||T(x, — )| < M ||z, — ||
———

—0

¢) < d) HT('L) | <M = T(U,) c MUy

|z

2.1.3 Definition Operatornorm

Definition Sei T: (X, [ -||) = (Y, || - ||) stetig und linear. Die Norm von T definiert durch

Operator-
norm 1T = sup{[|Tz| - [|«f| <1}
Also .
7)) = sup 121
20 ]|

2.1.4 Beispiele

(1) X normierter Raum, Idx € B(X),||[/dx| = 1.

(2) Sei H Hilbertraum, U abgeschlossener Teilraum von H. Py Orthogonalprojektion
€ B(H), ||Pux| < [lzf|. [[Pu]l =1

(3) H,G Hilbertraum, U : H — G unitdr , falls
Uz, Uy)e = (,y)n |[Uzlle = [lz|la

d.h.
wl=1 u-)=1

(4) Der Multiplikationsoperator X = L*(U,u),U C R™, uLebesguemaR, m : U — C
stetig.
Tf(t) =m@)f(t),teU
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ITf2 = / m() £(1)]? dt

|
< sup [m(t)]? / O dt

teU
U

= M| fZ2

T ist beschrinkt, T € B(L*(U, p)), falls m : U — C beschrénkt ist ||T|| = M. Bisher
Ty <M
Wihle t,, € U mit |m(t,)| — M. Wihle €, > 0 mit |m(t)| > M — L fiir U(t,, &,).

Wahle
XU n,En
Fult) = _ AUlnen)

N(U(tnv En))%

Also fir t € Ul(ty,,¢)
1
Ifallze =1 TSl 2 M~ —

Also
|Tfull =M T <M

Integraloperatoren nach Hilbert-Schmidt
X = L*(U, n),U C R" offen, Lebesgue. k(-,-) : U x U — C mefbar.

Annahme:
M? = // k(t,s)* dtds < oo
U

U

Insbesondere (nach Fubini)

[NIE

(1) = /mm@ﬁm < o0

fir fast allet € U.
Fiir f € L*(U) setze

Tﬂ@:/@@@ﬂ@ds teU

U

Behauptung: Tf € L*(U) und T € B(L*(U)) mit ||T|| < M
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Beweis:

i) < ([ ke ds)é (frer ds)%

Firte U

ITf@)] < kOIf]l12

/|Tf Uk dt</|k ()2 db- [1f]].e

1T fllz2 < M| flz2
1T <M

2.1.5 Proposition

Seien X, Y normierte Rdume
(a) ||T|| fir T € B(X,Y) definiert eine Norm auf B(X,Y).
(b) B(X,Y) ein Banachraum , falls Y vollstindig ist.

(¢) T € B(X,Y),S € B(Y) gilt
ST < ISI- 17°l

Beweis:

(a) z.b. A— ungleichung : Fir x € X [|z]| < 1

(T + S) (@)l < [[Txlly +[|Szlly
< |IT[| + [IS]

Supremum {iber z mit ||z|] <1:
T+S|<|Ti+1s]
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(b) (T,) sei Cauchyfolge in B(X,Y) Fiir jedes x € X gilt
[Thx = Tonzll <y [ITn = Tl ey 2]l x

— 0

n,Mm—00

Also (T,,2)nen ist eine Cauchyfolge in Y. Da Y vollstiandig ist 7X = lim 7T,z existiert

n—oo
inY.Zue>0einng ,so dass |1, — T,,|| < e fur alle n,m > ng. Dies liefert

| Tow — Tx|| < (| T — Tl - [l

<l

fiir n,m > ny.

m fest, n — oco. Dann
|72 = Tall < ellall - m > ny

Also |Tz|| < || Tzl + ¢
Supremum iiber z € X mit ||z|| <1 bilden:

T —T,| <e m > ng
1N < | Tl + €

Also T € B(X,Y),||T = Tp|| —— 0
m—00

(c) Fiir |jz|| < 1:

I1ST(x)[ly = [I1S(T(2)lly

<[IS| - Tz|ly
<[ISI-1IT[- [l=|
—~—
<1
= [|S]/- 17|
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2.1.6 Satz Neumann’sche Reihe

Satz Neu- Sei X Banachraum und 7" € B(X) mit |7 < 1.
mann’sche Dann hat Id — T eine stetige Inverse und
Reihe

(Id—T)" ZT"

Beweis:

IT| <1 2% |77 < ||T|" — 0

Setze Sy, = >, T™, Sy, ist eine Cauchyfolge in B(X,Y) , denn
n=0

m m
T < " —
DRAE Ml

n= n=

dh. S = > T" € B(X) existiert.
n=0
(Id—T)Sy, = Sm(Id—T)

=Jd—T"" —— Id

m—r0o0

2.1.7 Proposition: Proposition der stetigen Fortsetzung

Seien X,Y Banachridume, D C X dichter, linearer Teilraum , D = X. Zu einem stetigen,
linearen Operator T : D — Y gibt es genau eine stetige Fortsetzung 7 : X — Y mit
17l =7,7|,="T.

Beweis: ||T|| = sup{||Tz||y : ||z| <1,z € D}. Zu x € X gibt es eine Folge x,, € D mit
|z—x,| — 0. Also ist (z,,) eine Cauchyfolge und || Tz, =Tz |y < ||T-||xn—2m] —

m—0o0

0, d.h. (T2p)nen ist eine Cauchyfolge in Y, Y vollsténdig. Tz = lim T'(z,) existiert also
n—oo
inY.

Folgende Fragen treten auf: Wohldefiniert?
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D>z, —x,D3>y, >z = |x,—un| < |len—z|+|lz—ynl| = 0 = ||T2xn—Tyn| —
0daT e B(X,Y) = nh_):rgoTxn = JLH;oTy"

T ist linear und T‘D =T

|1T|| = sup{||T| : ||z]| < 1,z € D} <sup{||Tx| : ||z|]| < 1,z € X} = ||T||. Daraus folgt
|Ty]| = || T

2.1.8 Beispiel

X = L*R"), D = S(R*), D = L*(R") N L'(R")
feb

Fr(t) = / exp(—its) f(s) ds
s
Bekannt:
IFfllz2 = 2m)2 | £l feD

F : D — L*(R") beschrinkt, Zu f € L? wihle f, € D mit ||f — fu]|zz — 0 und setze
Ff = lim Ff, in L*(R").

n—oo
Dann F : LA(R") — L*(R"), [[{ ]2 = (2m) || f] 12

2.2 Abgeschlossene Operatoren

Notation
X D D(A) — Y linear, XY Banachraum, D(A) definiert Bereich von A. Analog auch
R(A)={Ax |z € D(A)}

ist das Bild von A.

2.2.1 Beispiel

(a) H=L*0,1],D = {f € L?*[0,1],supp f C [¢,1],e > 0}
Af(t) = 1f(t)fir f € D,Af € L?

Ldt| — o0
n—oo

Aber f, = X[L 1) |fllzz — 1, aber ||Afallr2 =

][

(b) H = L?0,1], D = C'[0,1] dicht in L?[0,1]. Af =if' fiir f € D.
Beispiele : fy(t) = exp(—itA) € D, || fallzz = 1,2 €R
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Afy = Nexp(—itA), ||Afr|l = [N — oo fiir |A| = o0o. A nicht beschrankt auf D. Es
gibt keine stetige Fortsetzung.

2.2.2 Definition

Definition Sei X ein Banachraum mit D(A) A X linear.

(a) Die Graphennorm von A ist definiert fiir x € D(A):

lzlla = llzllx + [|Az[[x

(b) A heifst abgeschlossen, falls X4 = (D(A), | - ||a) vollstindig ist.

2.2.3 Bemerkung

Die Norm von Az ist kleiner, also
[Az]x < [[z]|a
Das heiftt der Operator A mit
A (X, |- [la) = (X[ lx)

ist stetig (und einen Operator von einem zum anderen Banachraum).

2.2.4 Proposition

Fir X D D(A) 2 X linear ist fquivalent:

(a) X4 ist ein Banachraum (d.h. A ist abgeschlossen).

(b) graphA = {(z, Ax) | x € D(A)} C X x X ist abgeschlossen in X x X.

(c) Sei z, € D(A) und z,y € X. Falls z, - = in X und Az,, — y in X, dann gilt
xz € D(A) Az =y
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Beweis:

a <= b Sei
J:Xa—=>XxX  jz) = (z,Az)

Dann ist

[ella = llzllx + [[Az([x = [|(z, Az)|[xxx

d.h. j ist eine isometrische Einbettung. Daraus folgt jedoch

X4 ist vollstdndig <= j(X4) in X x X vollstindig <= j(X4) ist abgeschlossen in X x X (da

b = ¢ Wahle z,, € D(A) mit z,, - = € X und Az,, — y € X. Dann gilt

in X' x X. Da der Graph von A abgeschlossen ist, muss auch (z, y) im Grapgen liegen.
D.h. es muss ein 2y € D(A) geben, mit (z,y) = (xo, Azo). Mit der Eindeutigkeit
des Limes folgt aber x = x¢ und y = Azy und damit die Behauptung.

¢ =— a Sei xz, eine CF in X4. Da
[Zn — Zmlla = |70 — Tl x + [[ATy — Avy x

folgt, dass sowohl x,, als auch Az, CF in X sind. Da X vollstindig ist, besitzen

diese beiden Folgen jeweils einen Grenzwert mit
Tp — T A, =y

Aus c) folgt, dass x € D(A) und Az = y und damit die Behauptung.

2.2.5 Beispiel

Zuriick zu den Beispielen 2.1.
(a) H = L?0,1] mit Af(t) = 1f(t). Wir hatten gewihlt

D(A)={f e L?|3e>0supp f C [ 1]}
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was nicht abegschlossen ist. Nun ist mit der neuen Norm

1flla = (/!f(t)P dt>1/2+ /1‘@

Wihle f,(t) = t*x[1/n1] € D(A). Dann konvergiert dies gegen ¢* in L?, aber dies liegt

1/2

2
dt

nicht mehr in unserem gewahlten Definitionsbereich. Deshalb wihlen wir ein neues
D mit .
D(A) = {f € I* | :(t) € L0,1]}

Dann ist A mit dem neuen D(A) abgeschlossen. Denn fiir f,, € D(A) mit
fn — fin L? Af, = gin L?

Dann gibt es Teilfolgen n; mit

1

fast tiberall. Das bedeutet 1/tf = g fast tiberall. Vor allem muss also f € D(A) liegen
mit Af(t) = g(t). Damit ist A abgeschlossen beziiglich dem neuen Definitionsbereich.

Wir hatten
Af =if

mit dem Definitionsbereich D = C'. Damit war A nicht vollstindig. Wihlen wir
jetzt aber nicht die stetig differenzierbaren, sondern die schwach differenzierbaren

Funktion als Definitionsbereich, dann ist A damit abeschlossen (Beweis siche Ubung).
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2.2.6 Definition
Sei Dy A X ein linearer Operator.
(a) (Dy,A) ist dicht definiert, wenn Dy dicht in X beziiglich || - ||x ist.

(b) Sei Dy C D ein linearer Unterraum. Dann heifst (Ds, A) eine Finschrin-
kung von (D1, A) bzw. (D1, A) eine Erweiterung von (Dg, A).

(c) Sei Dy C Dy und Dy dicht in Dy beziiglich der Graphennorm ||-||4. Dann
heiffit Dy ein wesentlicher Definitionsbereich von (Dy, A) (engl. core).

(d) Ist (D, A) ein abgeschlossener Operator und Dy C Dy ein wesentli-
cher Definitionsbereich von (Dy, A), dann heifit (D1, A) der Abschluss von
(Do, A). Begrindung:

{(z,Az) | z € DQ}XXX ={(z,Az) |z € D1}

2.3 Spektrum linearer Operatoren

Motivation
Wir wollen Gleichungen losen der Form
A — Ax =y

Diesmal betrachten wir aber X als Banachraum, A € C und A € B(X). Frage: Wann hat
die Gleichung fiir alle y € X eine eindeutige Losung = € X7 Das bedeutet, der Operator

Al — A muss bijektiv sein. Dann kénnen wir schreiben
r= (N — A"y

Diesmal stellen wir aber noch eine weitere Frage. Ist das Problem wohlgestellt? Fiihren

also kleine Anderungen in y nur zu kleinen Anderungen in #? D.h. (A — A)~! stetig?
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Definition

2.3.1 Definition

Sei X Banachraum und X D D(A) A X linear. Dann bezeichnet
p(A) = {\ € C| (M — A) ist bijektiv und (M — A)~' € B(X)}
die Resolventenmenge von A. Das Spektrum ist das Komplement davon, also

a(A) = C\ p(4)

2.3.2 Beispiele

(a)

Sei dim X < oo, also X = K". Dann ist B(xz) = M(n,n). In diesem Fall ist
o(A) = {\ | Eigenwerte von A} = {\ | \[—A nicht injektiv } = {\ | A\[—A nicht surjektiv }
Vor allem ist das Spektrum endlich und nicht leer.

X = [% mit e, die Einheitsvektoren. Sei A der Operator der Rechtsverschiebung mit
A(e,) = en41. Dann ist A injektiv, aber nicht surjektiv. Analog auch fiir B also die

Linksverschiebung, welcher surjektiv aber nicht injektiv ist. Auferdem
o(B)={ e C||N\N<1}=Uc

Jedes A mit || < 1 ist ein Eigenwert von B, denn
Ty = Z A le, (A=DB)zy=0
n=1

Auch ist
J(A) = U(c

aber A besitzt keine Eigenwerte, denn aus x € [y und |A| < 1 folgt
()\ZEhAZL‘Q,...) - (0,1’1,1‘27...) =0
und damit x;y = x5 =--- = 0.
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(c) Sei X = L?0,1] mit Af = if’ und dem Definitionsbereich der schwach differenzier-

baren Funktionen. Dann ist fiir alle A € C
A(em™) = e ™
und damit sind alle A EW. Also
o(A|Dy) =C

Wihle jetzt aber eine kleinere Definitionsmenge Dy, auf der die Funktionen in der

Null auch noch Null sein sollen. Dann ist das Spektrum leer!

2.3.3 Definition

Sei X ein Banachraum und A linear mit p(A) nicht leer. Die Abbildung R mit
A€ p(A) = RO\ A) = (M - A)7 ! e B(X)

heifst die Resolventenfunktion von A.

2.3.4 Proposition

Fiir A € p(A) gilt sogar:
RAA): X = Xa=(D(A), || - la)

ist ein Isomorphismus. Insbesondere ist A abgeschlossen, falls p(A) # 0.

Beweis: R(\, A) : X — X4 ist bijektiv nach Definition fiir A € p(A). Sei y,,,y € X mit
Yo — ¥y in X.
Ty = RN\, A)yp, = = R\, A)y in X | da R(\, A) € B(X). Daraus folgt

Az, — Az = (A= Nz, + Az, — (A= Nz - x =y, —y+ +A(z — x,)
Also : Az, —» Az, x, > xin X — x, = xin X4.
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2.3.5 Bemerkung

R(\A .
Betrachte X ) X4 C X | stetig.
Isomorphismus

Aber R(A\, A) kann in X ein “kleiner Operator sein, d.h. Ux, C X relativ kompakt in
X = R(M\ A)(Ux,) ist relativ kompakt in X.

2.3.6 Satz

Satz Sei X Banachraum , X D D(A) 2, X linear. Dann ist p(A) offen in C, genauer

€)= U= {\ =Ml < i | € ol4)

Fir A € U gilt weiter

R(\ A) = i (Ao — A)™ R(Ao, A"

€B(X)

Folgerungen

(a) o(A) ist abgeschlossen

(b) Fiir jedes stetige lineare Funktional 2’ : X — C gilt fiir x € X

J/
-~

eC

= (Ao —N)"2 (R(Xo, A)" )

2’ ist also holomorph.

Beweis: Sei \g € p(A)
A—A=o—A4)[I—o—Nho—A4)7"]
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Fir S := (A — A\)(Ag — A)~7! gilt ||S|| < 1 fiir A € U. Nach der Neumann’schen Reihe
(I —9)~'=>"5"in B(X).
n=0

(A—=A)” - A

) (Ao —A)~!

= )\0— A)"R(Ag, A)H
0

Il
/\

:

2.3.7 Bemerkung

o(A) kann eine beliebige abgeschlossene Teilmenge S C C sein.

Beweis: X =[% Sei \, € C, die dicht liegt in S: {\,} = S.

D(A) = {(an) el anN* < oo} A(ay) = Aan
n=1

Da Ae, = \en, Ay € 0(A) folgt {\,} C o(A). Fiir u & S setze R(u)(a,) = u—;/\na” —

(= ARl = 1.

| R(pe) |22 (A) = 3.

2.3.8 Beispiel

X = L*(U, 1), U € C abgeschlossen, yu MaR.
m: U — C stetig. D(A)={f € L*:m-fe L*}, Af(u) =m(u)f(u) fiir f € D(A).

Dann

o(A) ={m(u):uvelU}  R(uA)f(u) = ————=f(u)uel
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2.3.9 Satz

Satz Sei A € B(X), X Banachraum. Dann ist 0(A) kompakt und nicht leer. Auterdem
g(A) ={A e C: |\ < ||A]|} und fiir |A| > ||A]| gilt

R\ A)=) A'lAn
n=0

Beweis: o(A) abgeschlossen, siehe Satz 3.6. Zu Zeigen:
AET: A > Il = A€ p(4)

Daraus folgt o(A) abgeschlossen und beschrankt und damit kompakt.

1
—A=)\|T-24
A A[ ; ]

5] <1

da |A| > ||A||. Nach Neumann (I —S)™' = Y S" € B(X) Also

n=0

A=A =AT =8 = s
n=0
_ Z )\—n—lAn
n=0

Zu Zeigen: o(A) # 0.

Indirekter Beweis: Annahme p(A) = C. Wahle xz € X, 2" : X — C stetig und linear.
Dann ist 7(A) = 2’ (R(\, A)z) holomorph auf ganz C nach 3.6.

Nach dem Satz von Cauchy gilt

r(A) dA =0

IAI=2]1A]l
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f r) dA = jf S A (A)

[A|=2||A] IA=2]a] "=
— Z j{ A dAg’ (A™)
=05 =24
Nutze weiterhin
0 n+#0
)\—n—l d)\ — ?é
2t n=20
[Al=2(| Al

Also

r(A\) d\ = 2miz!(z)

IAl=2[lAll

Wihle x und 2’ so, dass 2/(z) # 0. (Funkana)
Falls X ein Hilbertraum , wihle 2/(y) = (y, z), 2/ (z) = (z,z) = ||z||* # 0 falls z # 0 . Es
folgt der Widerspruch
0= 7{ r(A) dA#0
IAI=2[1A]]

nach der letzten Rechnung.

2.3.10 Beispiel

Sei H Hilbertraum und U : H — H unitér, d.h. bijektiv, ||U|| =1, |[U7 Y| = 1.
Behauptung: o(U) C {\: |\| =1}

Beweis: ||U=1| = oU) C{X: |\ <1}
U] = o(UT) c{A: A <1}
cUH)={N1:Aea)}Cc{r:|N>1}
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2.3.11 Satz Resolventengleichung
Satz Re- Fir X D D(A) 2 X linear, X Banachraum. Fiir \, i € p(A) gilt
solventen-
gleichung R(AA) — R(p, A) = (p — MR, A)R(p, A)
. Insbesondere fiir A € p(A4) : L R(A\, A) = —R(\, A)?
Im Sinne der komplexen Diffbarkeit
a . R(\A)— —R(A)
T
Beweis:

R(\A) = R(u, A) = RO A) [ — (A = A)R(p, A)]
RO\ A) (1 — A) = (A= A)] R(, 4)
— RO\, A) (11— N R(p, A)

R()\, A))\ : f(ﬂ, A) _ _R()\’ A)R(,U, A) E} —R()\, A)2

denn R(u,\) — R(\ A) fiir 4 — X da die Resolventenfunktion als lokale Potenzreihe
stetig ist.

Bemerkung (ohne Beweis)

e}

ROALA) =) A"tA" A = |4

n=0
=y AT p= A Ul < ——
2. 4]

-1
Konvergenzradius: [lim sup || A™|| }z]

n—o0

Behauptung: sup{|A| : A € 0(A)} = lim ||A"||% < [|A]]
n—oo

2.4 Selbstadjungierte Operatoren
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2.4.1 Definition

T e B(H),(H,(-,-)), Hilbertraum. T" heifit selbstadjungiert , falls

Ve,ye H  (Azx,y) = (z, Ay)

2.4.2 Beispiele

(a) H=C" A€ M(n,n). A selbstadjungiert < A= A" A = (a;) : a;; = a;

(b) H =12, A(a,) = (0nay) ist selbstadjungiert <= 4§, € R, denn

bu) =Y Gntinby = (an, Aby)) = D andabs

Also folgt 6, = 0,,. Wir wissen: 0(A) = {6,},0, ist Eigenwert.
A€ {0\ {0,}, dh. Iy A = klirn On,., €n = Einheitsvektoren in [2,
—00

||A€nk - )\enkH - |5nk - )‘| ||€nk|| — 0
~—~—~ k—o0

=1

A ist ein approximativer Eigenwert und e,, heifen eine Folge von approzimativen

Eigenvektoren zu A.

H = L*(U,p),U C R™ abgeschlossen, p MaR auf U, m : U — C stetig und be-
schrankt.
Af(u) =m(u)f(u),u € U. A ist selbstadjungiert <= m ist reellwertig.

(Af,q) = /m w = [ fmg) du)

Spezialfall: U = [0, 1],m(u) = u

o(A) = {m(u) : uw € [0,1]} = [0,1]. Dieses A hat keine Eigenwerte, denn uf(u) =
Af(u),ue|0,1] = f=0.

Aber jedes A € [0, 1] ist ein apprximativer Eigenwert mit der Folge f,, = \/g Xp-Lagly
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als Folge von approximativen Eigenwerten. Es gilt || f,|/z2 = 1 und

n—o0

n+)\
Af — Ml =2 / = AP du —— 0
A—L

(d) H = L*(U, u) Hilbert-Schmidtoperatoren.
k:UxU=C, /[ [kt s)* du(t)du(s) < oo.
Uu

(kF) (t) = / K(t,5)7(s) dpu(s)

Behauptung: K ist selbstadjungiert <= k(t,s) = k(t, s)

Beweis:

2.4.3 Lemma
Fiir A € B(H) selbstadjungiert gilt

[All = sup |[(Az, z)]

flz(|=1
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Beweis: m := sup |[(Az,x)|.

Zu Zeigen : m < ||A||, denn fiir ||z <1

(A, 2)| < [|Az] - |z]| < [IA] - ||
=1

Zu Zeigen: m > ||Al|. Sei z,y € H. Mit (Ay,x) = (y, Ax) = (Az,y) gilt :

(A(x ty),z ty) = (Az, z) £ 2R(Ax,y) + (Ay,y)
AR(Az,y) = (Alz +y).z +y) — (Alx —y),z —y)
< mlz+yl* +mlz -y
= 2m (||=]* + [ly[*)

Ersetze x durch ein geeignetes Az mit |A\| = 1 ersetze, folgt

A[(Az,y)| <

5 (el + [y

IA[l = Sup | Az]|

|zfl=1

= sup [(Az,y)|
Jal, lgl=1

m
< —(1+1
<2+

=1m

Mit y = ”‘3;

2.4.4 Lemma

Sei T' € B(H) selbstadjungiert. Der Teilraum M C H sei T—invariant, d.h. T'(M) C M.
Dann ist auch M+T— invariant, d.h. T(M*) c M*.

Beweis: Sei x € M*. Fiir alle y € M ist Ty € M und (Tx,y) = (x, Ty) = 0 fiir alle
yeEM = Txec M.
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2.4.5 Satz

Satz Sei T' € B(H) selbstadjungiert. Dann ist o(7") C R und

(a) Fiir A= +if, 6 #0,0,6 € R gilt [RON,T)|| <

(b) Fiir r e Rist H =Kern(r —T) @ Bild(r — T)

(c) Falls X\ € o(T), so ist entweder A\ ein Eigenwert oder ein approximativer

Eigenwert, d.h. 3 xy : ||| = 1 und || Tz — Azgl| — 0.
—00

(d) TN = sup{[A : A € o(T)}

Beweis:

(a) A=a+iB,8#0

A =TI = (A = T)z, (A = T)a)
Mz, x) + Tz, Tz) — Mz, Tx) — \NTz, )
= (Tz,Tz) — 2Ra(Tx,z) + o*(z,x) + *(x, x)
= l[(a = T)z|* + 5*[l|

> 3||z|?

Also A — T injektiv. Es gibt keine nicht reellen Eigenwerte.
Sei Te = v = 0= Tz — Xz|| > |B|||z| = ||z|]] = x =0 Zu Zeigen: A =T

hat einen abgeschlossenen Bidlraum R(r — 7).

Beweis: Sei x,, € H mit (A —T)x, — y € H in Norm
~—_——
ER(A-T)

1A = T)z — (A = D)awl* = B2||lzn — 2 — m]*

Da (A —T')z, eine Cauchyfolge ist, ist auch (x,) eine Cauchyfolge in H. lim z, =z
n—oo

existiert. = A —T)z, > A —=T)X und (A = 1)z, — y liefert (A —T)z =y €
R(A = T). (Bemerkung: Abgeschlossenheit von T" wire gut genug. )

Zu Zeigen :
(\—T)(H) = H
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Falls A —T)(H) = (A—T)(H) € H wahle y € H,y # 0 mit (A —T)(H) L y. Fiir
allex € H:0=(y,(A\—T)z) ={(A—T)y,z) = A-T)y=0 = y = 0. Dies
ist ein Widerspruch.

Bemerkung: (A — 1)y, x) = 0 fiir  aus einer dichten Teilmenge wire gut genug.

Also:

(A =T)z| > |||l
= |yl = IIA=T)""l8] y=A-T)

Ne p(T) : |ROAT)| < |7§|

zeKern(r—T)und (r—T)z € R(r—T),r€R

= (z,(r—T)x) =((r—T)z,z) =0 = z L R(r—T) . Setze H, = Kern(r —
TYeR(r—T)C H.

Zu Zeigen: H, = H. Andernfalls H, C H, wihle y € H}: # {0}.

Fir alle x € H:

0= <ya (T_T)ZL’>
=((r—=T)y,x)
(r=T)y=0 y € Kern(r —T) L H
= ) =yl =0 = y=0

Dies ist ein Widerspruch. Also H:* = {0} = H, = H.

A € o(T) =C R. Nach b):
H=Kern(A-T)® RAN—-1T)

Falls der Kern nicht nur das Nullelement enthélt, dann ist A\ ein Eigenwert. Falls es

nur das Nullelement enthalt, dann ist
RO T) -
Annahme: Es gibt ein C' > 0 mit
A = T)zl| = Cll]
fir alle z € H. Dann folgt wie in a), dass (A — T)(H) abgeschlossen ist und (A —
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T)(H) = H. Damit ist A — T bijektiv und
IA=1)<C

nach Annahme. Damit muss aber A € p(7'). Dies ist ein Widerspruch. Also ist die

Annahme falsch. Das bedeutet es gibt eine Folge x,, mit
2]l =1

und )
1A = T)an]| ]| — 0

Also ist x,, eine Folge verallgemeinerter FEigenvektoren zu .

Es ist
sup{[A| | A € o(T)} < ||T

nach §4. Aber nach Lemma 4.3. ist dies gleich

sup [(T'z, )|
[lz[|=1

Wibhle ein x,, € H mit ||z,|| =1 und (T'z, Tx) — ||T||. Dann folgt

1Tz =T l|zall* = (T, Twn) =20\ TI(T @, 20+ T lznll* < N2 T (T 20, 20) T — 0

2.4.6 Definition

Sei H D D(A) A H linear, D(A) dicht in H. Dann heipt A symmetrisch falls
fir alle x,y € D(A) gilt
{(Az,y) = (z, Ay)

(a)

2.4.7 Proposition

Fiir einen symmetrischen Operator A auf H mit D(A) A gilt:

Fiir A = o+ mit § # 0 ist A— A injektiv auf D(A) und R(\— A) ist abgeschlossen
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in H und .
[(A = A)z| > — ||z
18]

fir alle z € D(A).

(b) Fiir r € R gilt:
Kern(r — A) @ R(r — A)

orthogonal

Beweis: Wiederhole die Argumente im Beweis von 4.4.
Was fehlt sind die Surjektivitdt und dass die Summe genau den Hilbertraum ergibt.

Betrachte aber dieses Beispiel, in dem ich viele verschiedene Definitionsbereiche wahlen

kann:

d

——D(4) = CR(0,1)  D(A) = {f € H'*(0,1) | f(0) = f(1) = 0}...

H=1%0,1] A=

2.4.8 Definition Adjungierter Operator

Sei A symmetrisch auf H. Sei Definition
Adjun-
D*={z e H|3ye HVze D(A) (Az,z) = (2,y)} gierter

Operator

Dann definiere
Az =y x € D”

als den zu A adjungierten Operator A*

Bemerkungen: Esist D(A) C D*, denn fiir x € D(A) gilt
(Az, z) = (x, Az)

fiir alle z € D(A). Also ist A* eine symmetrische Erweiterung von A, denn fir 2 € D(A)
gilt
Ax = A*x

Man kann D* auch anders schreiben als
D* ={x € H|3C < co mit [(Az,z)| < C||z||x fiir alle z € D(A)}
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denn fiir 2/(z) = (Az, z) gilt
[#'(2)] < Cllzlln

fiir z € D*. Also ist 2’ ein stetiges und lineares Funktional auf H. Nach dem Rieszschen

Darstellungssatz (letzter Paragraph in Kapitel 1) gibt es ein y € H mit

7'(2) = (2,9)

2.4.9 Definition selbstadjungiert

Definition Der symmetrische Operator A heif§t selbstadjungiert, falls A = A*, d.h. D(A) =
selbstad- Dr.

jungiert

2.4.10 Satz

Satz Fiir einen symmetrischen Operator A sind dquivalent

(a) A ist selbstadjungiert

(b) Es gibt ein A € C, so dass A — A und X — A beide surjektiv (auf H) sind.
(c) o(A) CR

(d) Fiir jedes r € R ist

KernA® R(A—A)=H

(e) A € o(A) ist ein Eigenwert von A (falls Kern(A — A) # {0}) oder ein

verallgemeinerter Eigenwert.

Beweis: Aus 4.7 wissen wir bereits A — A, A — A sind injektiv und haben beide ein

abgeschlossenes Bild.

a auf ¢ noch z.z: fiir A € R hat A — A eine stetige Inverse, also A — A surjektiv. Wéhle
also z € R(A — A)L. Dann gilt fiir alle z € D(A):

(2, Az)| = [(z, Az = A2) + (2, Az)| = 0+ [{z, Az)| < [l[|[A[]| =]

64



Also ist z in D*. Nach a) ist aber D* = D. Dann gilt weiter fiir alle z € D(A):
(Az — Xz —2) = (2, (A= N)z) =0

Da D(A) dicht in H folgt
Az —Ar =0

und damit z im Kern von A — X, welcher aber nur die Null enthélt.
c auf b trivial

b auf a z.z. D* C D(A). Sei x € D*. Da A\ — A surjektiv, gibt es ein xy € D(A) mit
AN=Azxg=N—-A")r e H

Fiir alle z € D(A) C D* folgt:

(x —x0, (A= A)z) = (x, A — A)z) — (xo(A — A%)2)
= (A= A"z, 2) — (A= A")xp,2) =0
Da A — A surjektiv folgt dass © — xqg =0

d,e folgen wie in 4.4.

2.4.11 Bemerkung

Nicht jeder symmetrische, abgeschlossene Operator ist selbstadjungiert. Nicht jeder sym-
metrische Operator hat eine selbstadjungierte Erweiterung. Andererseits kann ein symme-
trischer Operator unendlich viele verschiedene selbstadjungierte Erweiterungen besitzen.

Beispiel:
H=1I0,1] D={feC0,1]|3f: (1 /f s, £(0) = £(1) = 0}

Der Operator Af = if hat unendlich viele selbstadjungierte Erweiterungen (Ubungen).

2.4.12 Definition Punktspektrum

Das Punktspektrium op(A) besteht aus den Eigenwerten von A. Der Rest ist o,

das kontinuierliche Spektrum.
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2.4.13 Bemerkung

Wenn A selbstadjungiert, dann ist op € R und o¢ enthélt alle verallgemeinerte Eigen-

werte, die nicht Eigenwerte sind.

2.4.14 Proposition

Sei A symmetrisch. Dann sind die Eigenvektoren z, x5 zu zwei verschiedenen Eigenwerten
A1, Ao orthogonal, d.h.
Kern(A; —a) L Kern(Ay — A)

Beweis: Es ist

)\1<9€17$2> = <Al’1,l’2> = <1’1,A$2> = )\2<$1,1’2>

und damit die Behauptung.

2.5 Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Ope-

ratoren

Definition kompakt

Sei T € B(H). Dann ist T kompakt, falls T(Ug) relative kompakt in H ist. Das
bedeutet, dass es zu jeder Folge x,, mit ||x,|| < 1 gibt es eine Teilfolge x,, , sodass

Tx,, eine || -||-konvergente Folge ist in H.

2.5.1 Beispiel

Sei X = 2 und der Operator
K(ay,) = (dyay)

mit |d,| < C. Dann ist K kompakt, wenn d,, — 0. (Ubungen oder 1.4)

2.5.2 Beispiel:

Hille-Tamarkin-Operatoren. X = L?(U,u) und k : U x U — C mit

//|k(t,s)\2 dt ds < oo
vJu
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Wir wissen

Kf(t) = /k(t, $)f(s) ds

ist ein beschrankter Operator. Aber K ist auch kompakt.

Beweis: Wihle f,, € Uze. Nach 1.4. gibt es eine Teilfolge f,, und ein f € L? sodass f,,

im schwachen Sinne gegen f konvergiert, also fiir alle g € L?

(fars9) = (£, 9)

Wir wissen schon, dass k(t,-) € L? fiir fast alle ¢ € U. Dann ist

TU—ﬁMﬂz/f@@U—ﬁX@m@%ﬂf—hE@j%+0

eL?

wegen schwacher Konvergenz. Da auch

wu—nWs/%w@P@/u—nP@
(I f 12111l
S " 2+ 2

Also ist T'(f,, — f) surch eine Fkt. in L' dominiert und nach dem Satz von Lebesgue gilt

IT(f = f)ll> =0

2.5.3 Satz

Sei (H, (-, -)) Hilbertraum und 7" € B(H) selbstadjungiert und kompakt.
Falls dim H = oo, dann ist 0 € o(T) und A € o(T) \ {0} ist Eigenwert mit
dim Kern(T — \) < oo. o(T) \ {0} ist endlich oder besteht aus einer Nullfolge.
SchlieRlich

I = sup{A: XA € o(T)}

Beweis:

(a) Wire 0 € p(T), dann Idy = T- T~ kompakt und dim H < oo nach Kapitel 1, 4.2.b.
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(b)

()

Sei A € o(T) \ {0} ein Eigenwert oder ein approximativer Eigenwert mit z, €
H, ||z,|| = 1, ||Tx, — Az,|| — 0 nach 4.5.c.

Da T kompakt ist, hat Tz, eine konvergente Teilfolge T'xy. Da T'x) konvergent, aber
Tx — Az — 0, X # 0 folgt klgrolo xr, = x € H existiert.

Ter— A r=lim Tz, — Axp, =0
k—o0

HA = Kern(/\ — T) — T’HA = )\ICZHA
Da T'|y, kompakt ist, also Uy, kompakt und somit nach 1.4.2.b dim H, < oo

Sei (Ax) eine Folge von Eigenwerten mit Eigenvektoren zy, ||zx|| = 1 und Tz =
Arg,xp L xp fir k # 1. Somit (zx) ein ONS in H und damit xy kL> 0. Also
— 00

Txy v, 0, in der Norm, da 7" kompakt ist.

k—o0

Ak = [[ Azl = [ Tx]] — 0

jede Folge aus o(T')\ {0} ist eine Nullfolge. Also besteht o(7)\ {0} aus endlich vielen

Werten oder einer Nullfolge.

I} = sup{|A| - A € o(T)}

nach 1.4.5.d

Satz
Spekt-
raldar-
stellungs-

satz fur

kompakte

2.5.4 Satz Spektraldarstellungssatz fiir kompakte Opera-

toren

Sei T' € B(H) selbstadjungiert und kompakt.Dann gibt es eine ONB (h,,) von

H und eine Nullfolge (A,) von Eigenwerten von T', sodass

Vee H Tr = Z/\j<l', hj>hj
j=1

Operato-

ren

Beweis:
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(a) Seip,,n =1,2,...,die moglicherweise endliche Folge von verschiedenen Eigenwerten

von T, p, — 0. Setze H, = Kern(u,, — T'), m,, = dim H,,, m,, < oo falls p # 0.
G := Span (U Hn> ,T(G)CG,GCH = T(G*+) C G+ T|g. € B(G*+) kompakt

= T|g. hat einen Eigenenwert, der unter u,, vorkommen sollte.

Also G+ = {0} = G = H. Auferdem nach 4.14 : H,, 1 H,, fiir n # m.
H=>H,

Sei hyj,j =1,...,m, eine ONB von H,. (h,;),j =1,...,m,,n=1,2,... ist eine
ONB von H, denn

span{h,j,j=1,...,my,,n=12...} =G=H

Auferdem hy,, j, L hy, 5, falls (01, 51) L (n2,J2)

Te=T (Z %(Z’, hn,j>hn,j)

n j=1

Mmn

=3 (@, hnj)Thn,

n j=1

Mn

= Z Z<l’, hn,j>ﬂnhn7j

n j=1

Sei A, eine Folge von Eigenwerten, die pu, entsprechend seiner Vielfachheit m,, ent-
hilt. Sei h, eine Abzihlung der h,, ;, dann

Tx = Z An(z, ﬁn)ﬁn

2.5.5 Folgerungen

(a) Jeder kompakte selbstadjungierte Operator 7' € B(H) ist dhnlich zu einem "Diago-

naloperator” D auf 2.

U:1*— H (U(ay,)) = Zanhn

n
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wobei (h,,) eine ONB ist. Dies ist ein unitdrer Operator , da

1U (an)]* = ZH%Hz el

D:1? = 1%:D((a,)) = (Mnay)

wobei (\,,) aus 5.4.
Dann gilt
T=UDU™!

(b) Jeder kompakte selbstadjungierte Operator ist "Linearkombination” von Orthogonal-

Ty = Z o P

konvergent in H und pu, ist die Folge der verschiedenen Eigenwerte.

projektionen P,:

P, = Py,,H, = Kern(u, — T)

(Analog : #(x) =3 pnxa, )

2.5.6 Beispiel

H = L?*[—m,x|. Wihle Funktion aus H, periodisch fortgesetzt auf R. Sei k € L*[—n, 7]
mit k(z) = k(—z) , reellwertig.

Tf(t) = /k(t— s)f(s) ds

selbstadjungiert (nach 4.2.b) und 7T ist kompakt Hille Tamarkin Operator,

//|k‘t—s|2dtdS—27r/|k ()]? dt < oo

—T —T
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hm(t) = \/%Tr exp(imt),m € Z

Thy(t) = \/% / k(s) exp(im(t — 5)) ds

= J%exp(imt)/k(s)exp(ims) ds

= B (V27 (K, B

Setze A, = [ exp(—ims)k(s) ds, dann gilt :

TF(E) =Y Al f (1), hon () Fn (1)

meZ

Wobei )\, die Fourierkoeffizienten sind bzw Eigenwerte.

Bezeichnung H D D(A) A H,z,y € D(A), Hy mit (x,y)g := (zv,y)g + (Az, Ay) 5.
Graphennorm:

(% = ll= 7 + [l A[l%
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Satz

2.5.7 Satz

Sei H D D(A) A H sei selbstadjungierter Operator auf seperablen Hilbertraum.
Aufserdem sei die Einbettung H4 C H kompakt, d.h. Uy, = {x € H : ||z||a < 1}
soll kompakt sein beziiglich der Normvon H.

Dann gilt

(a) o(A) besteht aus einer Folge reeller Eigenwerte ), mit endlichdimensio-

nalen Eigenrdumen und |\,| — oo.

(b) Es gibt eine ONB von Eigenvektoren (h,) € D(A) , ONB von H, so dass

Az = M, hodhy  z € D(A)

n=1

(c)
}Nln =1+ |/\n’)_1 b,

ist eine ONB von H,4 und

lzl% =D (@ + [Aal) [, ko)

n

D(A) = {Zanhn DY (L4 [Aa]) fewl® < oo}

Beweis: Zunéichst Annahme: p(A) NR # ().

3rep(A)NR, 0.B.d.A sei 7 = 0. (anderfalls A = A — 7).
Setze T = A=Y, T(U,) C CU,,da A~ =T : H — Hj, stetig. Also T kompakt, T ist auch
selbstadjungiert, da z,y € H

(Tx,y) = (Tx, ATy)
= (ATz, Ty)
= <5E, Ty>

Nach dem letzten Satz gibt es eine ONB (h,) von H und Eigenwerte A, von 7" mit
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|An| = 0, so dass

To =Y Az, ha)hy z€H
T ist injektiv, A\, # 0. Setze pnﬁ, || — 00 .

1
B = N\ Thy, € D(A) Ahyy =T 'hy, = 3P = i

Fir x € D(A)

(% = ll=]* + [ Az]]*

oo

DM k)P (A, by P

n

I
—

(14 lunl)* [, o) [* < 00

I
NE

n=1

o0

denn (Az, hy,) = (2, Ahy) = pin(x, h). Also fir x € D(A) : x = lim ) (z, hy)h,,y =

n—o0 n=1

lim Z pn{, hy) by, Nun

m—><>o

n=1
n=1
A abgeschlossen:
J
Ar =y = Zun@v, hoy)
n=1

Fiir Teil a: Ubung: 0 € p(A),0(A) = {
Fiir Teil c:

A€ o(A) = o(T)).

>

<hn7 hm>A = <hna hm> + ,un,um<hna hm> =0
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2.5.8 Beispiel

t

H = L*[—n,7]. D(A) = {f € C|—m, 7] : 3 f € L*[—n, x| mit f(t) = f(=m)+ [ f(s)ds, f(—n)

F(m)Y, f € D(A) setze Af =if (Fiir f € CV—m, 7] : Af =if’)
hy, = #exp(int) € D(A),ne€Z — Ah, = \/%mexp(int) = —nh, Also {—n:n €
7} C o(A). Weiterhin (h,,) ONB von H, daraus folgt

{-n:neZ}=0(A)

Nach Satz :
AT = S ulf by = () fn) = exp(int)  fn) = —— / exp(~ins) (5) ds
= = var vor )
1£1la =D (L4 )| fP?
nez
Also

D(A) = {f e L—m,7]: (1+|n|)f € z?}

2.5.9 Beispiel Legendre Differentialoperator

f(s) ds, f(=1) =

—

H=1?-1,1,D(A) = {f € C'[-1,1] : 3 f € L2[-1,1] mit f'(t) =

f(1) = 0}

FeC(=L1): Af(t) = [ - ) f ()] = (1 =) f"(t) - 2tf'(¢)
[ € D(A) - Af(t) = (1 — ) (1) — 2071

In den Ubungen wird gezeigt : 0(A) = {n(n+1):n € NU{0}}.

und

—_

Af = Z n(n+ 1)(f, Ln) Ly
n=0

wobei L, die Legendre-Polynome sind mit

L, = —
2np!  dzn

(® — 1)

(Ly) bilden eine ON B von H mit
AL, =n(n+1)L,
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2.5.10 Harmonische Oszillator

H=1L*R),D(A)={fe€L*: f e W**(R),*f(t) € L*(R)}

Aft)=-f"t)+t*  feCF(R)

Dann gilt :
o(A)={2n+1:n e Ny}
und f € D(A)
Af =Y @n+1){f. ha)hy
wobei & )
hp(x) = (—1) [@ exp(—x2)} exp (%) (Q"n!ﬁ)_l

Dies sind hermite Funktionen und

Ah, = (2n+ 1)h,

2.6 Funktionalkalkiil selbstadjungierter Operatoren

2.6.1 Voraussetzung

H seperabler Hilbertraum, (-,-). A ist ein ” diskreter ” selbstadjungierter Operator, d.h.
A hat eine Darstellung

Az =" M@, ho)hy,
n=1

wobei (h,) eine ONB von H ist , A, Eigenwerte zum Eigenvektor h,,.

Nach Section 5 hat A eine solche Darstellung, falls z.B. A € B(H), A kompakt, D(A) = H
oder (D(A), |l - |I) € H kompakt eingebettet, D(A) C H,|\,| — oo nach Satz 5.7 . (z.b.
A~ kompakt)

2.6.2 Beispiel

fiir eine "Funktion von A ”. Sei zunéchst A € B(H), d.h. sup |A,| < oc.

Az = N2, hy)h,
n=1
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den x = h,

A2h, = A(Ahy) = A(Ahy) = A2h,

Richtig fiir Linearkombination der h,,, diese liegen dicht in H. Allgemeiner :
Az = "N (2, hy)hy,
n=1

m

p(A) =) a;N

=1

p(A)x = i a;Alx = f: a; io: N (2, by hy = ip()\n)(:m hop)ho,
j=1 j=1  n=1 n=1

2.6.3 Definition des Funktionalkalkiiles

Definition Notation: L*(R) := {f : R — C beschrankt }

des Funk- Fiir f € L2(R) setze
tionalkal- F(A) = 3" FO) (@, B
kiiles n=1

wobei A nach (2.6.1) ein diskreter Operator ist.
Die Abbildung

A -—

f= 4
heifst der Funktionalkalkil von A.

{f € £2(R) — B(H)

2.6.4 Proposition

Sei A "diskret” wie in (2.6.1), dann gilt

F1 Fir f,(\) = 25,0 € C\Rgilt fu(A) = Ry, A)

F2 ¢4 : L2(R) — B(H) ist ein Abgebrenhomomorphismus, dh.
(f +9)(A) = f(A) +9(4)

(f - 9)(A) = f(A) - g(4)
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1(A) = Idy

F3
1F (A 3y = sup {[f(An)] - n € N}

F4 Spektralabbildungssatz

o(f(A) ={f(N) : A€ a(4)}
mit

o(A)={\,:neN}

F5 f(A) selbstadjungiert < f reellwertig.

Beweis:
F1 z € D(A)
Fu(A) (= Az = ) (1= Az, h) by
= 1
= Z o (0 (7 = Ahah,
[e) 1 B
= ; A, (z, (71— An) ) iy
= Z<I7 hn>hn
Also



Dann gilt die Identitét fiir die Linearkombination der h,, und diese liegen dicht in

H. Genauso (f + g)(A) = f(A) + g(A).

F3 U:1*>— H,U(a,) = aphn
n=1

1U (@)l = [I(@n)lle,

A=UDU, D(a, = (Ma,) Also
(Uilf(A)U) (an) = (f()‘n))neN

1 (Dl = 7 (D)l = sup[f(An)] < oo

F4

o(D) = [T} = o(f(A))
da f(A) = Uf(D)U!

F5 Selbstadjungiertheit von f(D) falls f(\,) € R

2.6.5 Korollar

Sei A selbstadjugiert auf H und A € B(H) und kompakt oder (D(A), ||-||4) C H kompakt
eingebettet. Dann hat A einen Funktionalkalkiil wie in (2.6.4).

2.6.6 Beispiel

(a)
gt(A) = exp(itA) exp(itA)x := g (A)x = Zexp(i/\nt) (x,hp)h —n

n=1
exp(it\) exp(isA) = exp(i(t + s)A) 2 exp(itA) exp(isA) = exp(i(t + s)A)
ist Gruppe von Operatoren (16st /() = i Ay(t))

(b) Sei A, > 0: g:(A) = exp(—=At)xr, (t),t >0
exp(—tA)x = g(A)z

und
exp(—tA) exp(—sA) = exp(—(s +t)\) = exp(—tA) t>0

bilden eine Halbgruppe.
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(€) F(N) = thexp(=At),t = 0, f(A) = tAexp(—tA), || (4] = sk also

exp(

1
A —tA <—t>0
Aep(—1A)lson <

Bedeutung: Rechnen mit Operatoren wird reduziert auf das Rechnen mit Funktionen.

2.7 Spektralsatz fiir allgemeine selbstadjungierte Ope-

ratoren

2.7.1 Beispiel:

Standardbeispiel: Multiplikationsoperator V' C R? abgeschlossen, p auf V., m : V — R
stetig. Dann soll fiir ein z : V' — C gelten:

Mz(u) = m(u) - x(u),u € V,D(M) ={x € L*(V,u) | m -z € L*}

Davon wissen wir

o(M)={m(u) |ueV}

M ist genau dann selbstadjungiert, wenn m reellwertig ist.

2.7.2 Satz Spektraldarstellung selbstadjungierter Opera-

toren

Sei A selbstadjunngierter Operator auf einem separablen Hilbertraum H. Dann Satz

gibt es einen Raum L?(V, ), einen Multiplikationsoperator M auf L? wie in Spekt-

Beispiel 6.1. und eine unitéare Abbildung raldar-
stellung
U:L*—H selbstad-
jungierter
0 dase Operato-
A=UMU!
ren

auf D(A) =U(D(M)) =U ({z € L* | ma € L*}). Weiter ist

o(A) = o(M) = {m(u) | u eV}
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2.7.3 Beispiel (Laplace Operator)

auf
H=I*R") zeC R") Az()=

AuBerdem die Fouriertransformation

Dafiir gilt
(Fr,y) = (2. Fy)

also

|Fz||* = (Fz, Fz) = (y,y)
also ist F unitar.

Fiir eine Ableitung gilt

d2

und damit
AF y(u) = FH(|uly(u))

Der Beweis funktioniert also mit

H = L*(R") A=A My=my  m(u)

AuRerdem ist U = F~! unitir. Oben wurde gezeigt:
AF~ly =F 1 (My)

oder
FAF Yy = My
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mit y € D(M) = {y € L? | .|v|*y(v) € L?}. Nach Satz

D(A) = F'D(M) = W*2(R")

2.7.4 Vorbereitendes Beispiel

Funktionalkalkiil fiir Multiplikationsoperatoren. Sei m : V' — R stetig und My = my.
Dann
M?y = M(my) = m?

Analog auch fiir Polynome.

p(A) = Zaj)\j p(M)y = (Z aij) Yy = Zajmjy = p(m)y

Allgemein: fiir ein stetiges f



Definition

om(f) = f(M) wie oben.
ou 2 Co(R) — B(L?)

besitzt die Elgenschaften:

F1 f,(\) = ;25 mity € C\R fest. Dann
fu(M) = (g =m)~" = R(u, M)
F2 ¢y ist ein Algebrenhomomorphismus, d.h.
(f +9)(M) = f(M)+g(M)  (fog)(M)=f(M)g(M)

F3
If (M)} = sup [f(M)]

F4

o(f(M)) = {f(u) | u € a(M)}

F4 f(M) ist genau dann selbstadjungiert, wenn f reellwertig ist.

2.7.5 Korollar

Sei A selbstadjungiert auf H. Dann besitzt A einen Funktionalkalkiil ¢5; mit den genann-
ten Elgenschaften.

Beweis: Ubertrage A auf einen Multiplikationsoperator M (mit Wechselfunktion U)

und definiere
o4 =UopnU !

Verallgemeinerung v ein Mak auf ¢(A) = o(M) definiert durch B C o(A) Borel.



Dann gelten alle Eigenschaften auch, nur dass wesentliches Supremum und wesentlicher

Bildbereich betrachtet werden miissen.

2.8 Formen und Operatoren

Zur Erinnerung : Vektorraum V iiber K. a(+,-) : V x V' — K heifst Sesquilinearform, falls
fir z,y,z € V und o, 8 € K gilt

a(ox + Py, z) = aa(z, 2) + Baly, 2)

a(z,ar + By) = aa(z,x) + fa(z,y)

2.8.1 Definition
(H, (-,-)) ein Hilbertraum , a(-,-): H x H — K, eine Sesquilinearform, heifit Definition

(a) beschrankt , falls es ein C' < oo gibt, so dass fir alle x,y € H
la(z,y)| < Cllz]| - [yl

(b) halbbeschrankt (nach unten) auf H, falls es ein o € R gibt mit
a(z, ) > al|z|*

fur alle x € H. a heifit positiv, falls o = 0 und koerziv, falls o > 0.

(c¢) symmetrisch, falls

Ve,ye H  a(z,y) = a(y,z)
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Satz Lax-
Milgram

2.8.2 Satz Lax-Milgram

Sei a(+,-) eine Sesquilinearform auf dem Hilbertraum H.

(a) a(-,-) ist beschrankt auf H genau dann wenn 7' € B(H) existiert mit

Ve,ye H  a(x,y) = (z,Ty)u

(b) Ist a beschrénkt und koerziv, dann gibt es einen invertierbaren Operator

T € B(H) mit
Ve,ye H  a(z,y) = (x,Ty)n
und
]
1777 < =
(0

wobei a die Konstante aus a(z,z) > «|z||? ist.

(c) Eine beschrinkte Sesquilinearform a ist genau dann symmetrisch, falls es

einen selbstadjungierten Operator T' € B(H) gibt

VQE,yGH a(:c,y)z <x7Ty>H

Beweis: Sei af(-,-) eine beschrinkte Form auf H.

(a) Konstruktion von T

o Zuy € H fest , definiere [, € H' durch

L(r) = a(z,y)

Dann ist l, : H — K linear, |l,(z)| = |a(z,y)| < (C|ly|l) ||z||- Also I, € H'. Nach

dem Darstellungssatz von Riesz gibt es y € H, so dass

ly(x) = <ZE, g>
Definiere eine Abbildung : y € H — g =: T'(y).
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Dieses T ist linear, da fiir alle x € H

(@, Ty1 + Ty2) = (@, Ty1) + (x, Ty2)
= a(z, Ty1) + a(z, Tys)
= a(z, Ty, + Tys)
= (z,T(y1 +y2))

= Ty +T,2=T(y1 + 32)

e 1" beschréinkt, da

[{z, Ty)| = la(z,y)]

< Cll=|l[ly]l
firallez ¢ H =—
1Ty < Cllyl|
und somit
|17 <C

Umgekehrt : Sei T' € B(T'), dann ist a(x,y) := (x, Ty) beschrinkt, denn

laz,y)| = [z, Ty)| < [Tyl < [Tyl = Clllllyl

(b) Koerziv:
a(r, ) > ofz|? a>0

Wiéhle nach a) ein T' € B(H) mit
a(z,y) = (z,Ty)

Za Zeigen: T ist invertierbar

Aus der koerzivitat folgt

allz|* < a(w,2) = (z,Tz) < |Jz|| - |T2|

= aflz]| < [Tz

Daraus folgt R(T) = {Tz,xz € H} ist abgeschlossen in H, denn z, € H, so dass
Tz, -y € Hin H. Da o||z,, — 2| < ||Tz, — Txy| und (T'z,) eine Cauchyfolge in
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H ist, ist auch (z,) eine Cauchyfolge in H. Setze z = lim z,,. Dann
n—oo

Tx = lim T'(z,) =y € R(T)

n—oo

Za Zeigen: Der Bildraum ist dicht in H.
yeR(T)T = 0(y,Ty) > lyl’a = |yll=0 = y=0

R(T) = {0}

und somit ist

R(T)=H
Zusammen T : H — H surjektiv. T injektiv, wegen (z,Tx) > a||z|]?* folgt Tz = 0
folgt ||z]| = 0,z = 0. Damit 7' : H — H existiert. Fiir y = Tx in ofz| < ||Tz||

(sieche oben)
1

_ 1 _
1Tyl < =yl = 1T < =
(0% «

(x,Ty) = a(x,y) = aly,r) = (y, Tx) = (Tx,y)

a symmetrisch heifst 7" ist selbstadjungiert und umgekehrt.

2.8.3 Korollar (Lax-Milgram)

Sei a(-,-) : H — H stetig, koerziv auf H. Zu jeder stetigen, linearen Abbildung ! : H — K

(I € H') gibt es genau ein y € H, so dass

VeeH a(z,y) = l(x)

Beweis: Sei T' € B(H) invertierbar und a(z,y) = (x,Ty) fur alle z,y € H. Nach dem

Darstellungssatz von Riesz gibt es § € H mit I(z) = (z, )

Setze y = T~'¢. Dann

a(z,y) = (z,Ty)
= (7, 7)
= I(z)



2.8.4 Bezeichnung

H Hilbertraum bezgillich (-,-)g , V C H, V sei linear, dichter Teilraum von H. V sei
selbst ein Hilbertraum mit (-, -)y. V ist stetig eingebettet om J. falls es ein C' < oo gibt
mit

Sei a(+,-) : V x V — K eine Sesquilinearform auf V. Wir ordnen der Form a auf V' einen

Operator A auf H zu.
DA)={yeV:3yge HVY 2z e H:a(z,y) = (x,9)n}

Ay =g fiury € D(A).

2.8.5 Satz

(V,{-,-)y) sei stetig eingebettet in (H,{(-,-)g). Sei a(-,) : V. x V — K eine Satz
beschriankte, koerzive und symmetrische Sesquilinearform auf V. Dann ist A in
DA ={yeV:3ge HYz € H :a(x,y) = (x,7)u} ein selbstadjungierter
Operator auf H mit

(v, Ay) > ~lyllv

fir y € D(A)

Beweis: Nach Satz 4.10b):
e A ist abgeschlossen
o A ist symmetrisch
e IN: A — A X—A:D(A) — H ist surjektiv.

folgt damit A ist selbstadjungiert. Zu Zeigen : A ist surjektiv
Zu g € H setze l(z) = (z,y)g fur alle z € V.

Uz) < |gllullela < VCIglullzly

Alsol € V' a(-,-) : V x V — K ist beschrénkt und koerziv. Dann gibt es nach (2.8.3) ein
y €V mit a(x,y) =1(z) = (z,y) fir 2 € V. D.h. nach D(A) :ye D(A): Ay =7
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Zu Zeigen: A ist injektiv: fir x € D(A)

Ar =0 = a(z,z) = (z, Ax) =0
= 0=a(z,2) > ozl

— =10
Zu Zeigen: A~' 1 H — D(A) existiert und ist stetig.

1
"l < Nl

1
<_
_aa(w,x)
Lz, Az)
= —(z,Ax
o ) H
1

IN

~ll | Azl|
(0%

Mit Az = y:
_ c
1Ayl < ~lylla
Q

Also 0 € p(A), A abgeschlossen. Fiir A = 0: A — A, A — A : D(A) — H surjektiv. A ist
also selbstadjungiert nach Satz 4.10b.

2.8.6 Korollar

(V. (-,-)v) sei stetig eingebettet in (H, (-,-)g). Sei a(-,-) : V x V — K eine beschrinkte,
koerzive und symmetrische Sesquilinearform auf V.

Zusitzlich sei die Einbettung V' C H kompakt, d.h. Uy ist kompakt in (H, ||-,-||z). Dann
gibt es eine ONB (h,) von H und A, > 0 mit \,, — 0o, so dass

V:{$€H32An|<xvhn>|2 <OO}

n=1
Fir T,y € |4 a(m,y) = ZAn<x7 hn><y7 hn>
n=1

Beweis:
e A ist abgeschlossen
e A ist symmetrisch
e IN:A— A X~ A:D(A) — H ist surjektiv.
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folgt damit A ist selbstadjungiert. Weiterhin Up(4y C Uy kompakt in H. Nach Section 6
gibt es eine ONB (h,), A\, € R

Ay =" Ay, ho) b
n=1

Damit -
(@, Ay) =Y Ay, ) (@, ha) 3,y € D(A)
n=1

Also

a(z,x)? = <Z An [{z, hn>|2)

Da a beschrankt und koerziv auf V' ist, folgt
a2 |lzlly < a(z,2) < O Xy

Somit ||z]|y o a(z,z)z. Da V vollsténdig ist und D(A) C V dicht folgt mit a(z,z)z die
Identitat V = {z € H: 3 A\ [(z, hy)|* < oo}
n=1

Bemerkung

Abe = S A2 (z, hy)hn

3
I
—

a(z,y) = (v, Ay)
— (1;,,4% %y>
= (A%x,A%w
r=y  a(z,z)=|Ak|g o |lz]y
V=D (A%)
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Kapitel 3

Rand und Eigenwertprobleme

3.1 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

y'(t) +a(t)y'(t) +b@)y(t) = g(t) teJ (1)
Generalvoraussetzung fiir die komplette Section:

a,b,g € C(J)

y'(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0 (2)

Dies ist die homogene Gleichung zu (1).

3.1.1 Proposition

(a) Die Losung von (2) bilden einen linearen Unterraum £ von C?(J).

(b) Die Losungsmenge £, von (1) ist leer oder von der Form
Eg = Yo -+ L

wobei yg eine spezielle Losung von (1) ist.

Beweis:
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(a) y1,02 € Loag, a0 € C = y=aqyh + oy € L

y' +ay +by = o (Y] +ayy + byr) +o (v + ayy + by2)l

(. / N

=0 5
(b) vo,y1 € L, Losung von (1).
y=1v1—90,y +ay +by=0

, d.h.y e L. Also
=Y +y€y +L

y=y1+yo,y0€£ — ylést (1)

y'(t) +a@)y'(t) + b()y(t) = g(t)  y(to) = yo,y (to) = ol (3)

3.1.2 Proposition

Das AWP (3) hat eine eindeutig bestimmte Losung y € C*(J)
Beweis: (3) ldsst sich als System erster Ordnung schreiben Mit

fa1=Y 222?/

= Z2 Zl(t0> = %Yo

2y = —b(t)z1 — a(t)z2 + g(1) z(to) = n

wobei F : J x C? — C?

F(t,z) = ( b = )
—=b(t)z1 — a(t)z + g(t)

Nach Picard-Lindel6f gibt es enie eindeutig bestimmte Losung von 2/(t) = F(z(t)) und

damit von (3).
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3.1.3 Satz

(3) hat eine eindeutig bestimmte Losung y € C?(J) die gegeben ist durch Satz

t

y@wwm+m@—mwy/@—@wﬁds (4)

to

wobei v € C(J) die Losung der Integralgleichung

ot) = [ Kt 5)o(s) ds = £t (5)
mit
k(t,s) = —a(t) — b(t)(t — s) (6)
@) = g(t) — alt)yr — b(t) (yo + 11 (t — to))
Beweis:

(a) Zu Zeigen: die Aquivalenz von (5) und (3). Sei y € C?(.J) eine Losung von (3). Dann
ist
t

wwzgyffw@ds

y(t) = y(to) + /y1 ds + //y”(u) du ds
y(t) =yo + vyt —to) + [ (t —s)y"(s) ds (7)

Einsetzen in (3) liefert

y'(1) + a()y' (1) + b(t)y(t) = y"(t) + / (a(t) +b(t)(t — 5))y"(s) ds + a(t)yr + b(t)yo + yo(t — to)

to

= g(t)
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Mit den Notationen in (6) :

v=1y"16st (5).
Sei umgekehrt v € C(J) eine Losung von (5). Definiere

t

y(t) = yo +y1(t —to) + /(t —s)v(s) ds Yto) = Yo

y(t) =y + /v(s) ds

to

y'(t) =v(t) € C(J)

y'(t) + at)y (t) + b(t)y(t) =v(t) + a(t)y; + /a(t)v(s) ds + yob(t) + y1(t — t9)b(t)

to
t

+ /b(t)(t — s)u(s) ds

—(t) — /k(t, $)u(s) ds+g(t)

to
TV

=0

J/

=g(t)

Also ist y(t) eine Losung von (3).

(b) Annahme:

Cj = Jlsup (la@®)] + p@)[]7]) <1 (8)

t
Zu Zeigen: (5) hat genau eine Losung v € C(J). Definiere Kv(t) = [ k(t, s)v(s) ds

to
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als einen Integraloperator. Dann K : C'(J) — C(J) linear.
Idv— Kv=f (9)

und damit (5) <= (9). (5) eindeutig losbar <= Id — K invertierbar in B(C(J)),
dann v = (Id — K)7'f.

Nach der Neumannschen Reihe aus Kapitel II, 1.7 geniigt es zu zeigen

K lewy—scwy <1

Beweis: t € J

Ku(t)] < / k(L. )| - [o(s)] ds

< |t — to| sup |k(¢, s)| sup |v(s)]
seJ seJ

<[] (Sup!a(S)\ + MWS)!) [olleg)

sedJ

Cj<1
< Cjllvllew
= [[Kvlle < C; |vllew
-

<1

(c¢) Im allgemeinen unteritele J = J; U --- U J,, in teilintervalle die so klein sind, dass
Ci,..., 0, < 1.

3.1.4 Definition

Seien y1,ys beliebige Losungen von (2) , y1,ys € L Definition

W, 1) (8) = |1

Dies ist die Wronski-Determinante
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3.1.5 Satz

Satz Fiir zwei Losungen y;,y2 € £ von (2) sind dquivalent

(1) y1, ¥y sind eine Basis von £, d.h. es gibt zu jeder Losung y € £ von (2)

Konstanten aq,as € C, so dass
y(t) = aayn(t) + aoya(t)  t€J
(2) 1,y sind linear unabhéngige Funktionen in C?(.J).

(3) Wi(y1,y2)(t) # 0 fiir alle t € J.

(4) W(y1,y2)(s) # 0 fiir ein s € J

Beweis:
1) = 2) Klar

2) = 3) Indirekt:
yi(s) ya(s)

Sei W(y1,y2)(s) = 0 fir ein s € J, d.h. )
yi(s) v

) hat linear abhingige

~
—~
—~
V2)
~—

Spalten. Also existiert oy, as € C mit

a1y1(s) + agya(s) = y(s)
a1y (s) + agys(s) = y'(s)

Betrachte AWP (3) mit y(s) = 0,4/(s) = 0. y(t) = a1 (t) + agya(t) 16st dieses
AWP. Wegen der Eindeutigkeit der Losung : y(t) = 0,t € J = 1,y linear

abhéngig. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.
3) = 4) Klar

4) = 1) Sei W(y1,y2)(s) # 0 fiir ein s € J. Sei y : J — C eine Losung von (2).
Betrachte

a1y1(8) + aoya(s) =0
0

13/, (s) + aays(s)
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LGS fiir aq, as. Die Matrix dieses LGS hat W (y;, y2) als Determinante. Da W (yy, y2)(s) #

0 hat das LGS eine eindeutige Losung aq, ag. Setze §(t) = aqy:(t) + agys(t). Dann
ist ¢ eine Losung von (2) mit g(s) = y(s), 7 (s) = ¢'(s) nach dem LGS. Wegen der
Eindeutigkeit der Losung des AWP (3) folgt ¢(t) = y(t) fir alle t € J

3.1.6 Beispiel

Wiederholung;:

y'(t) +ay'(t) +by(t) =0  a,beR
Ansatz y(t) = exp(At).
(A + aX + b) exp(At) = p(\) exp(At) =0

mit
p(A) =X\ +a\+b

Dies ist das charakteristische Polynom. Kandidaten fiir Losungen die Nullstellen von p()).

1. Fall : Kriechfall Es gibt Nullstellen A; 5 € R mit Ay # Ay : y1(t) = exp(Ait), y2(t) =
exp(Aat)

2. Fall : Schwingfall Es gibt A € C\R mit A, A sind Losungen, d.h. fiir A = a+if3, 3 # 0

Damit ergibt sich als Losung

exp(At) = exp(at) (cos(Bt) + isin(St)) exp(Mt) = exp(at) (cos(Bt) — isin(Bt))
d.h. cos(f5t) exp(at), sin(ft) exp(at) sind eine Basis von £

3. Fall: Aperiodischer Grenzfall Es gibt eine zweifache reelle Nullstelle A

y1(t) = exp(At) y2(t) = texp(At)

3.1.7 Reduktionsverfahren von d’Alembert

Annahme: Wir kennen eine Losung 3, von (2). Ansatz fiir eine zweite linear unabhéngige

Lésung von 2.

y(t) = v(t)y(t) (10)



Gesucht ist v(t).

y'(t)
y'(t)

V()i (t) + v()y (1)
VI (ya(t) + 20" (0w (£) + v(t)yy (t)

Einsetzen in (2).

(0" () + [261 (1) + a()yr (O] V(1) + [97 (1) + a(t)yi () + b(H)y(B)] v(t) = 0

-~

=0

Mit v = u muss gelten

yr(t)u'(t) + 201 (t) + al)yr (8)] ult) = 0 (11)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, die im Prinzip l6sbar ist . Dann

ist v = [wund yo(t) = u -y, die zweite Losung von 2.

Beispiel Legendre Dgl
(1—tHy"(t) — 2ty (t) + 2y(t) = 0 —-1<t<1

Einsetzen zeigt y;(t) = t eine Losung ist.
Ansatz fiir zweite Losung nach (10) y(t) = v(t)t.

Einsetzen in die DGL:

0= (1—1%) (20'(t) + t"(t)) — 2t (v(t) + t0'(t)) + 2tu(t)
= (1 =)t)v"(t) + (2(1 = ) = 2) /(1)
= (t =3 0" (t) + (2 — 42) V' (t)

Mit u = v’ folgt
o 2— 4t 2 2

u o Aa(1—) ot 1—¢2
Also

1Il|U| :—lnt2—ln(1—t2)+021nm
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Damit
d

0= )

v(t) = /U(t) dt = d (‘% +%ln (g»

t (1+t
f)=—1+-In{—"
ve(t) +2“(1—0

Damit

Nach (10)

Zur Losung von (3) . Wie findet man eine spezielle Losung y,,?

3.1.8 Methode der Variation der Konstanten

Annahme: Wir kennen eine Basis y1, yo der Losungen des homogenen Systemes, d.h.

y(t) = wayi(t) + uoye(t) up,ug € C

allgemeine Losung (2).

Ansatz:
y(t) = ua (t)yr (£) + ua(t)ya(t) (12)
Ersetze Konstanten wq, uy durch u(t), us(t) die noch zu bestimmen sind.
Y (t) = wy(t)ya () + un (t)y () + ug(t)y2(t) + ua(t)ys(t)

Annahme:

Einsetzen in (1) liefert

uy [y) + ayy + byr] +Fug [y + ays + byo] +uly) +ugys =g

(- /

v~ ~~
=0 =0
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Da y,y, € L folgt
WY+ by = g (14)
(13),(14) sind zwei Gleichungen fiir zwei unbekannte Funktionen !, ). Dies lésst sich

Yo Y2\ U/1 _ 0
Yy Vs U g

Die Determinante ist die Wronski-Determinante mit W (y, y2)(t) # 0 auf J.
Nach Cramer’scher Regel fiir t € J

schreiben zu

e
A0 = ) 0

Y
2 Wy, y2)(t)

Zusammenfassung Nach (12) ist eine spezielle Losung von (3) gegeben durch

Yp(t) = wr ()Y (t) + ua(t)y2(t)

wobei
y2(t)g(t)

) Wy w)(@)

Die allgemene Losung von (13) hat dann die Form

R S ICL

wlt) = =] W@

y(t) = yp(t) + i (t) + capa(t)  c1,c2€C
3.1.9 Beispiel

2y +ty —y=tint

Sei J C R\ {0}.

(a) ,
nt)=t  pt) = n
sind linear unabhingige Losungen von t2y” +ty —y =0
(®) 1 1 Int
n
/! /
—_ —_—_— = — = t
Vi - = =90

100



Ansatz :

Nach (13) und (14)

Losung

Dann

Allgemeine Losung

1 1
y(t) = Ztlnz(t) — z_llnt+ ot —|—%

3.1.10 Definition

FEin lineares Randwertproblem 2. Ordnung auf einem Intervall J = [t1,ts] hat Definition

die Form
Ay = y"(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = g(¢)
und die Randbedingungen

Riy=awy(t) +agy'(t) =p1 Ray = Buy(ta) + Boy'(t2) = pa

wobei a,b,g € Clty, ta] und o, o, b1, Ba, p1, p2 konst. mit (aq, ), (B, B2) #
(0,0).

3.1.11 Proposition

Seien y1, Y2 linear unabhéngige Losungen von Ay = 0. Dann sind dquivalent:
(a) Ay =g, R;y = p;, j = 1,2 hat eine eindeutige Losung

(b) Ay =g, Rjy =0, j = 1,2 hat eine eindeutige Losung

(c) Ay =0, Rjy =0, j =1,2 hat nur die Lsg y =0
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Riyi Riys

£0
Royr Rayo

Beweis: Speziell a dquivalent d: Sei y,, eine spezielle Losung von Ay = g¢. Die allgemeine

Losung von Ay = g ist dann

Y =Yp+ il + 2l

Dann ist fir £ =1, 2:
Ry — Reyp = c1 Ry + c2Ryyo

Also 2 Gleichungen fiir 2 Unbekannte was genau dann lésbar ist, wenn die Bedingung d
erfiillt ist. Die Aquivalenzen zwischen b und b bzw. ¢ und d folgen dann sofort, da die p;

und ¢ in d nicht auftauchen.

3.1.12 Beispiel

mit
ist nicht 10sbar. Aber mit

hat unendlich viele Losungen.

3.2 Das Sturm’sche Randwertproblem und seine Green’sche
Funktion
3.2.1 Bemerkung

y'(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = g(t)

Multiplikation mit p(t) = exp[[ a(t) dt] fiihrt auf die Form:
L(y) = (p(2)y (2))" + a(t)y(t) = f(t) (1) = ©3)
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Ri(y) = aqy(a) + asy'(a) = 0
Ro(y) = Bry(b) + B2y’ (b) = 0

3.2.2 Definition

la,b] dann heifit dieses Sturm’sche Randwertproblem reguldr.

Sei j = [a,b] und p € C'([a,b],R),q, f € C([a,b],R). Sei (a1, as),(B1,B2) €
R\ {(0,0)}. Die obige Differentialgleichung L(y) = f(t) mit den homogenen
Randbedingungen R; und Ry heifit Sturm’sches Randwertproblem. Ist p > 0 auf

Beispiel

Die DGLs
(@) ¥"+y=0
(b) 3" —ty =0 (Airy’sche DGL)
sind regulédr. Die Legendre’sche DGL
(1 =8)y) + Ay =(1—1")y" =2ty + Ay =0

ist nicht reguldr auf [—1, 1].

Das Ziel ist das Finden einer Green’schen Funktion G mit

y(z) = / G, t)£(1) dt

3.2.3 Lemma (Lagrange’sche Identitét)

Fiir L(y) = (py')’ + qy und yy,yo € C*(J) gilt

y1L(y2) — yaL(y1) = i[p(ylyé —1y1)] = i[pw(yl, Y2)]

dt dt
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Definition

3.2.4 Proposition

Seien ¥, y2 zwei linear unabhéngige Losungen von L(y) = 0 und das Sturm’sche RWP

ist 16sbar. Dann sind auch die folgenden beiden Funktionen

vi(t) = (Raya)yi () — (Rayn)ya(t)  v2(t) = (Raye)yi(t) — (Ray1)ya(t) ((4))

linear unabhéngige Losungen von L(y) = 0 und aukerdem gilt:

Ryv; =0 Rovy =0 ((5))

/ o L(v) — vl (1) dt = 0 ((6))

Beweis:
Rivy = (Riye) Riyh — (Riyn)Riy =0

Weiter z.z. genau dann vy, v; linear unabhéngig, wenn

Riys Ry
Ryys Rown

Riys —Riyn
Roys —Royn

b
/ [01L(v2) — v2L(1)] = [p(tnt) — ool

= p(b) (v1(b)vy(b) — va(b)vy (b) —p(a) (v1(a)vy(a) — va(a)vi(a))

(& J

-

NV
=0 =0

Denn fiir iy = 0 ist v1(a) = va(a) = 0 und fir o, # 0 ist v} (a) = a1 /asvi(a)

3.2.5 Definition

Seien vy, vy linear unabhdngige Losungen von L(y) = 0 mit Riv; = 0 = Ryvs.

Die Funktion G : y?> — R. Setze W(a) = W (vy,v2)(a).

v (z)va(t) .
ur a<zx<t<b
G(z,t) = p(@)W(a) f - fir a<t<ax<b
’ v1 (t)va(x)
p(a)W (a)

Diese Funktion heifst Green’sche Funktion von l(y) =0, Riy = Rey = 0.
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3.2.6 Bemerkung

Die Green’sche Funktion hat die Eigenschaften:
(a) G ist stetig auf J?
(b) Gu(xx0,2) — Gp(x —0,2) = 1/p(z) fir a <z < b (Sprungrelation)

(c) Fiir jedes t € J fest ist © — y(z) = G(z,t) eine Losung von Ly = 0 fir z € J \ {t}
mit y € C*(J\ {t})

Beweis: Die Punkte a) und c) sind nach der Definition von oben richtig. Damit muss

man noch b) zeigen:

lim Go(z+ 6 2) = L0%(r)

0<5—0 (@)W (a)
i S = vy (2)va ()
ot Gel@ = 0,0) = 2 i )
Daraus fol
! Ge(x+0,2) — g.(x — 0,2) = 1 p(z)W(z)
: ’ ’ ’ p(x) pla)W(a)

=const
da W(z) = v1v) — vjvy Es muss noch gezeigt werden, dass p(z)W(z) = p(a)W(a) fir
x € |a, b]. Dies gilt jedoch nach 2.3 ( Lagrange Identitét), da L(vy) = 0 = L(v9)

3.2.7 Satz

SeiG : J*> — R die Green’sche Funktion des reguliren Sturm’schen Randwert- Satz
problemes L(u) = 0, Rju = rou = 0 habe nur die Losung v = 0. Dann hat

L(u) = f, Ryu =0, Ryu = 0 die eindeutig bestimmte Losung

u(z) = / G(z,t)f(t)dt x € [a,b

Beweis:



Ableiten fiir x € (a, ) :

x b
W (z) = Gz, 2) f(z) + / 0o, ) F (D)L — Gz, 2) f(x) + / G, t) ()t
= /be(x,t)f(t)dt

b
u"(z) = Gyl + 0, 2) / Gux(z,t) f(t)dt — Gu(z — 0,2) f(x) +/ G (z, ) f()dt

:/bG (z,t )f()dze+ﬁ
o p(z)

Einsetzen in

Lu = pu” + pu' + qu

)+ / [P(@)Gaal,8) + PGal, ) + g(2)Glz, )] f(E)dlt

-~

G(z,t)=0, x#0

= f(x)
Randbedingungen:

b
Ryu = / G(a,t) + asGy(a,t) f(t)dt

- m / (Byv1) va(t) f(1)dt

=0

Genauso gilt Ryu = 0.

3.3 Sturm-Liouville Eigenwertproblem

3.3.1 Einfiihrung

Ly =Xy Ri(y) = Ra(y) =0 (SLE)

Gesucht ist dann ein y € C*(J) und A € C sodass SLE gilt (was nicht fiir alle A der Fall
ist, vgl. Obertone). Eine Umformung fithrt auf

(py') + (@ +Ny=0
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In Kapitel 2 hatten wir genau solche Gleichungen (mit Spektren) betrachtet, denn
Ly=X\y < (L—AE)y=0
Fasse also L als Operator auf mit
L*(j) > D(L) & L2(J)

und wende auf L die Theorie aus Kapitel 2 an.

3.3.2 Wo???

3.3.3 Definition

Benutze Definition

t

D(L)={y e C'(J) |Fg e L*(J): y/(t) = y’(a)+/§(8) ds, Ri(y) = Ra(y) = 0}

a

als Definitionsbereich.

Die Randwertbedingungen werden also direkt in den Definitionsbereich eingebaut. Dann
fir y € D(L) ist
Ly =py +p'y +aqy

Das Ziel ist jetzt zu zeigen, dass L selbstadjungiert in L?(J) ist.

3.3.4 Proposition

Betrachte auf D(L) die Norm
Iyll32 = lyllZ= + N1y 172 + 191172

(welche dquivalent zur Graphennorm ist. Siehe unten). Dann ist

(a)
J (DL, || +[|z2) = C*(J), J(y) =y

ist stetig beziiglich Supremumsnorm.
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(b) Jede beschrinkte Folge y, in D(L) hat ein Teilfolge y,, , so dass y,, (t),y,, (t) CF in
R fiir alle ¢t € J und y,,, CF in L*(J).

Beweis: Sei (y,) C D(L) beschiinkt (z.B. ||g]|z2 < 1). Dann gibt es nach dem Satz
iiber die schwache Kompaktheit Upz(;) eine Teilfolge ,, (Achtung: Selbe Notation), die

schwach konvergiert. Dann

(a) Da

1/2
192t = ( / P dt) <1

gibt es ein t,, € [a,b] mit
1

lyn(ta)] < m

Dann gilt fiir alle ¢ € [a, b]:

t

1 1

lyn ()] < Jyn(tn) |+ /?3(3) ds| < m+|b—a|l/2||?j”L2(J) < m‘i‘(b—a)m =:C

ln

Also ist Das Supremum von 3’ abschatzbar durch C. Analog lasst sich das y,, durch

ein weiteres C' gegen die Ableitung abschétzen, also

lynllow) < €2
und daraus die Behauptung.

(b) Da y,(a),y,(a) beschrinkt durch C? mache die Annahme, dass sie CF in R sind

(Eigentlich nur Teilfolgen, aber wir wechseln die Notation). Dann betrachte

t b

V(6 —tln () = (@)~ () + / 5a(5)—Gim(5) ds = ¥,(a)—/n(a)+ / Fn(5)—Gm(5) X101 (5) dis

a a

Da x[o.4(s) ein Element in L? ist, geht das ganze Integral gegen Null, da die § eine
CF in L? ist. Also sind die y/,(t) fiir jedes feste ¢ € J eine CF in R. Setze dann

g(t) =limy,(t) |y, () <C
Nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue ist dann

17 = ynllzz = 0
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Genauso fiir die y,(t).

3.3.5 Proposition

(a)
(b)

(D(L), || - |l2.2) ist ein Hilbertraum

D = {y € C*(J) | Ri(y) = Ra(y) = 0} liegt dicht in D(L)

Beweis:

(a)

Fiir y1,y2 € D(L) setze

(1, 92)) = (1, Go) iz + (Wh, vh)r2 + (1, o) 12

Dann ist das ein Skalarprodukt, welches die gesuchte Norm erzeugt. Wir wissen, dass

der Raum

t

H*(J)={y e C'(J) |3y € L*(J): ¢'(t) = y/(a) + /?3(8) ds}

a

ein Hilbertraum ist. z.z. ist, dass D(L) ein abgeschlossener Unterraum davon ist. Da
die Abbildung i von H? auf C1(J) stetig ist (gleiche Argumentation wie in 3.4) und
die Abbildungen R; linear und stetig von C4(J) auf R abbilden, ist die Komposi-
tion auch stetig und linear. Davon muss der Kern jedoch abgeschlossen sein. Nach
Definition ist D(L) jedoch der Durchschnitt dieser beiden Kerne und damit auch

abgeschlossen.

oBdA setze [a,b] = [0,1]. Gegeben ist y € D(L). Da C?(J) dicht in H?(J) gibt es
eine Folge 2, € C?(J) mit
19 = #l2s) = 0

nach 3.4.b kénnen wir nach Auswahl einer weiteren Teilfolge annehmen, dass z,(1) —
y(1) und 2/ (1) — (1) wobei

t ¢
5= y(0)+ / Ss)ds oz —y(0) + / 20(s) ds
0 0
Setze Y, (t) = 2,(t) + cut + d,t* mit

o =2y(1) =22 (1) —y/(1) + Z0(1)  dn=9/(1) = Z0(1) = y(1) + 2a(1)
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Also y,, € C*(J) und Ry (y,) = Ri(y) = Ra(yn) = R2(y) = 0. Offensichtlich ist auch
Iy = zallze = 0 ly, = z0llze 190 = Zallze = 0

da d,, und ¢, gegen Null gehen.

3.3.6 Proposition
(a) Auf D(L) sind || - ||2.2 und || - || (die Graphennorm) dquivalent.

(b) L ist ein abgeschlossener Operator und D(L) ist kompakt eingebettet in L%(.J).

Beweis:

(a) Nach 3.5.b geniigt es y,,y € D zu betrachten. Annahme:
1y = ynll22 = 0
Dann gehen auch ||y — v, |12, [|¥ — .|| 2 und ||y — || 2 gegen Null. Auferdem

IL(yn =)l < lp(n =y N2+l (o =) 2+ gy =y) 22 < llplloo lyn—y" |2+ 1D oo 1y =¥ ll 2+ g

Also

1y = ynlle =0
Umgekehrte Annahme:

1y = ynlle =0
d.h.

[y = ynllz =0 [[L(y = yn)llz2 = 0
Da aber
(py)" = L(y) — a(y)

muss auch

Iy —y) ||z = 0

Wie in 3.4.b. muss auch

Ipy" = pypllzz — 0
Da mit p auch 1/p stetig ist, ist

1
HM—MMBSHgHHMM—yDMm%O

[e.9]
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Mit
/!

py" — L(y) — q(y) —p'y

folgt analog auch
ly" = ynllzz — 0

(b) Dann muss auch (D(L), || - ||z) vollstdndig sein. Die komapkte Einbettung folgt aus
3.4.b.

3.3.7 Lemma

Sei h € CY(J). Zu jedem € > 0 gibt es y(¢) < oo mit Vz € J:

b b
h(x)zgs/h dt—l—'y /h

Beweis: Wihle xg € J mit
h(z0)* = min h(z)?

Fir x € J ist dann

h(z)? :h(x0)2—|—/ [h(t)?])" dt = h(xo) +/2h( YW (t) d
Mit Holder:
" 1/2 = 1/2
< h(x)* + 2 g/h(t)2 dt 5/h’(t)2 dt
Mit Vab < 2 ist
< h(wo)? + 1/h(z&)2 dt + 5/h’(t)2 dt
£

Den ersten Teil konnen wir durch das Integral abschétzen:

/b 2dt+ -~ /bh(t)2 dt+€/bh’(t)2 dt

I/\

mit

folgt die Behauptung.
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Satz

3.3.8 Satz

Der Operator L aus 3.3. ist ein Operator in L*(J) D D(L) — L?*(J) selbstad-
jungiert. Es gibt Eigenvektoren (h,) von L, die eine ONB in L?(J) bilden mit
h, € D(L) C C'(J) und deren EW eine streng monoton steigende Folge A, mit
An, — oo bilden, so dass fiir y € D(L):

Ly = Z )\n <y> hn)LQ(J) hn
n=1

Aufserdem
D(L) ={y € L*(J) | D Ml (Y, ) | < 00}

Beweis: In 3.5 b wurde gezeigt: D(L) dicht in L?, kompiiakt eingebettet und L ist
abegeschlossen. In 2.4: L ist symmetrisch und (Ly, z) = (y, Lz). Nach Ubung: 3 € R,

das nicht Eigenwert von L ist. Setze L,(y) = (py')'+(¢—p)y. L, hat nicht den Eigenwert
0. Da L, nicht den EW 0 hat, gibt es zu jedem g € C(J) ein y € D(L) mit

Lu(y) =49

d.h. L, hat ein dichtes Bild in L?(y). Nach Kap II Satz 4.10. ist L selbstadjungiert. Nach
Kap II § 5 gibt es Eigenwerte (\,,) mit |\,| — oo mit Eigenvektoren h, € D(L), so dass
die h,, eine ONB in L?(J) bilden und die verlangte Darstellung

Ly = Z An <y7 hn>L2(J) I,
n=1

gilt.
z.z. die Eigenwerte sind einfach (aus A, = A, folgt n = m). Sei also \,, = \,,, aber n # m
d.h. h, L h,,. Dann sind h,,, h,, Losungen zu

Ly +(q =)y =0, Ri(y) = Ra(y) =0
Aus den Randbedingungen folgt
arhp(a) + ashl(a) =0  aithy(a) + agh!, (a) =0
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Also ist vor allem die Wromski-Determinate Null und damit nach Prop 1.12. h,, und h,,
linear abhéngig. Widerspruch. Wenn es ein M géibe mit A\, > M ist die Behauptung,
dass die A, sterng monoton wachsen bewiesen. Sei dazu —A ein EW mit normiertem EV
h. Dann gilt

A= A/biﬂ(t) dt = /b—(—)\h)h dt = — /b(Lh)h dt

L eingesetzt ergibt

b b

b b b
_ / (o) + qhlh dt = — / (ph')'h dt / gh? dt = —[ph'H]E + / p(H)? dt / gh? dt

a a

Aus den Randbedingungen folgt, dass es ¢y, ¢y € R gibt, mit
—[ph'n]% = c1h*(a) + cah*(b)

Denn fiir oy = 0 oder ; = 0 wéhle ¢, = 0 oder ¢, = 0. Falls oy # 0 oder £y # 0 wéhle

¢ = —ag/ag und ¢; = —f31 /. Insgesamt folgt, dass
b b
A = c1h(a)® + cih(b)? + /p(h’)2 dt — /qh2 dt >7
1. Fall: ¢q,c; < 0 Nach 3.7. gilt

(c1 4 ¢2)] a/b (6)/bh2]+/bp /qh2dt

= /[(cl+02)5—|—p](h')2 dt—l—(cl+02)7(5)/h2 dt—/qh2 dt > (e1+co)y(e)—sup |q(t)| = M € R

a a

2. Fall: ¢; < 0,¢5 > 0 . Benutze coh(b)? > 0 und h(a)? abschitzen wie oben.
3. Fall: ¢; > 0,cy <0 . Benutze c;h(a)? > 0 und h(b)? abschiitzen wie oben.

4. Fall: ¢; > 0,0 >0 .

b
A> —/qh2 dt > sup |q(t)| = M
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Zur Losungstheorie von
Ly—Xy=f Ri(y) = Ra(y) =0

Formale Losung;:
y=(L-N"f

falls (L —y)~! existiert.

3.3.9 Korollar

(a) Falls X kein Eigenwert von L ist, so hat Ly — Ay = f fiir alle f € L?*(J) genau eine

Y= Z )\nl_ ) (/ f(s)hn(s) ds) ho,

n=1

Losung mit

(b) Falls A = Aj; ein EW von L ist, dann ist die Gleichung 16sbar, genau dann wenn

mit C beliebig.

Beweis:

(a)

EN (X5 | [ Feme as || =30 | [ 16t as | (-g)ha = 1

n=1
a a

(b) Kapitel II, 4.10:
L2(J) = Kern(A — L) ® R(\ — L)

Da
Kern(A — L) = span(h,,)
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folgt die Behauptung.

3.4 Sobolevraume

3.4.1 Wiederholung

Q C R"™ Gebiet
(a)

1
Lloc

(Q) = {f: Q2 — R Lebesgue- mefibar und /\f\ dx < oo fiir K C Q kompakt }

7.B.
N

p(x):Zakxak a, € C,a = (ay,...,a,) € Ny
k=1

p € Lloc(Rn)
(b) = Ng, Daf _ (axl)oq (am)o& .. (amn)o‘” f(m),g, f € COO(]RN), |a| = ilozj

Partielle Differentation

/ (D f) g dx = (—1)* / f (D) dx (3.1)

Q Q

Q/ﬁfng—— Q/fﬁg

Beispiel: a; = dij

3.4.2 Definition

Sei f € L,.(Q) und a = (aq,...,a,) € Ni. Dann heifit g € L, .(Q) eine
schwache Ableitung von f der Ordnung «, falls fir alle p € C§°(S2) gilt

/f (D%p) dx = (— )IQI/W dx (3.2)

Notation:
g=Df = f©
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Bemerkung

Nach 4.1,4.2 gilt

e Falls die klassische Ableitung D® f existiert, so ist sie auch eine schwache Ableitung.

e Zwei schwache Ableitungen sind fast iiberall gleich, wir definieren also eine Aqui-

valenzklasse von Funktionen.

3.4.3 Proposition

Sei f € Cla,b]. Dann sind dquivalent

(a) f ist eine schwache Ableitung von f, d.h.

/bfso’dxz—/bfsodx

fir alle ¢ € C§°(a, b)

(b)

In diesem Falle ist f = Df.

Bemerkung: Die schwache Ableitung erfiillt den Fundamentalsatz der Differential- und

Integralgleichung.

Beispiel f(z) = |z|,z € [-1,1]

Wir sehen

116



Beweis: Von b) nach a)

Fiir a) nach b) siche Ana IIIT Kapitel III 4.6. Zu finden auf http://ugroup.hostzi.com
oder M. Dobrowdski Angewandte Funktionalanalysis Springer (Kap 5 , Sobelevriaume) .

3.4.4 Beispiel

n

Af = Z(ax1)2fyg S Llloc<Q)‘

i=1

Af =g
Interpretation als schwache Ableitung

Janeax= [ 1) a

Q Q

fiir alle pg°(£2).

3.4.5 Proposition

f € L} (9) habe eine schwache Ableitung D*f. g = D*f € L] (2) habe eine schwache

loc loc

Ableitung D?g. Dann hat f eine schwache Ableitung der Ordnung o + 3 mit
Da-ﬁ-ﬂf — Dﬁ (Docf)
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Beweis:

/ F (D) dx = / 7 (D (D)) dx

Q Q

— (1) / (D°f) DPpip dx

Q

= (—1)'“'/91?%90 dx
Q

= ()"0 [ (D) ¢ ax

Q

— (_1)|a|+|5| /Dﬁ (D°f) ¢ dx

— D (D“f) = D" f f.ii.

3.4.6 Definition

Definition H™(Q) = {f € L*(Q) : D*f existieren als schwache Ableitung und D*f €
L3(Q) fiir alle |a] < m}

Frgm= 3 / (D°f) (Dag) dx

|a\§mQ

1f llm = (Z D”‘fia)

laj<m

heifst Sobolevraum der Ordnung m.

3.4.7 Satz

Satz (H™,(-,-),,) ist ein Hilbertraum.
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Beweis: Vollstandigkeit:

Sei (fx) eine Cauchyfolge in H™ = (f{) ist Cauchyfolge in L*(Q),V |a| < m. Da
L*(Q) vollstandig ist: f, = Jim D f € L*(Q) konviert in L*(Q). Insbesondere fiir a =
0,...,0)f = klgglo fr in L2(Q).

Zu Zeigen: D*f = f, = ]}erolo D fi.,, D* f schwache Ableitung. Mit ¢ € C5°(Q2)

/ (D° i) o dx = (—1) / fo (D7) dx
Q

g /facp dx = (—1)a|/f(D°‘g0) dx
Q Q

e}

3.4.8 Beispiel

(a) H'Y(a,b) = {f € L2( ) Df € L%(a,b) existiert als schwache Ableitung } 22 {f €
L*(a,b):3 f: f(a + [ f(s) ds}

a

(b) H22(a,b) = {f € CUa,b] : 3 f € L2: f'(x) = fa) + [ f(s) ds} = H*(a,b) im

obrigen Sinne

3.4.9 Satz Meyers und Serrin

C>*(Q) N H™(Q) ist dicht in H™(2)

Beweis: Dobrowlski, Satz 5.16

Wiederholung f € L*(R") N L'(R")
FPe) = @) = = / exp (~iry) f(y) dy

Dann: F kann durch stetige Fortsetzung zu einer unitidren Abbildung F : L*(R") —
L?(R"), d.h.

1 1l = 1]l / (Ff) (Fg) dx = / 17 dx
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3.4.10 Proposition

f € L*R"R),a € Ny. Dann D°f existiert und D*f = g € L*(R"). Dies ist genau dann
der Fall wenn

() = 12" ()

und

2°f(z) € L*(R")

Beweis: Hinrichtung: Fiir alle ¢ € Cj°(R) gilt:

/ hatg(z)@(z) dx = / g(x)p() dx = (~1) / f(#)Dp(a) dx = (~1)1 / f(2) Dop(a) dx = (1)

fiir alle ¢. Damit die Behauptung.
Riickrichtung: Analog.

3.4.11 Korrolar

H™R") = {f € L*R") | (1 + |«|")f(x) € L*(R")}

und
T / (1 + 2™ @) d

R

Beweis: Wahle Konstanten ¢y, co mit

(Z ﬂf“) (1+J2[™)* < e (Z 95“)

17132 = [ a1 ) = ol 12

Nach 4.10:

Dann

7 = > 1D fll72 = / > 2l @) dX~/(1+|fc‘| )’/ (2)]* dx

|| <m la|<m
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3.4.12 Definition Elliptische Differentialoperatoren

Definition
Ellipti-
(a) Eine reelle Matriz (a;;) € M(n,n) heifit elliptisch, falls sche
n Differen-
Z Qi TiLi > clx|3 tialopera-
= toren

(b) D(A) = H2(R"):

f € D(A) setze Af = i ag; Dy

3,j=1

Spezialfall: a;; = 0;5:

3.4.13 Proposition

Ein elliptischer Operator A ist auf D(A) abgeschlossen und fiir jedes A > 0:
Md— A: H*(R") — L*(R")

invertierbar, d.h.

[z = N[ flla = N[(A = a) fll 2

Folgerung: Wir haben Gleichungen der Form
(Md—A)f =g
betrachtet. Nun wissen wir: sie ist lésbar fiir alle g € L?*(R"™) durch
f=O\-A)lgeH’
Beweis: Nach Vor. gibt es ein ¢ > 0 mit

clz]* < Zaiﬂi%‘ < Z |aij\22 2] = erfal3
ij
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Nach 4.11:
D;D;f(x) = —xx;f(v)

Also ist
Af =Y ayDibyf = Y ayra flx) ~ a3 ()

Das bedeutet:
IF1% = 1FIP + I AFIP = /(12 — |=[%)2 £ (@) =~ (| |}

Also sind || f]|a und || f||gm dquivalent auf H™. Aukerdem ist H™ vollstdndig und damit
auch D(A). Somit ist A abgeschlossen.
Aus \f — Af = g folgt )\f— Af = § und daraus

)\f + <Z aijl‘in) f = g
Damit ist die Losung;:

. ~1

f = ()\ —+ Z aij:vixj> f]

Da A elliptisch ist, lasst sich die Klammer abschétzen mit

ca(A)
1+ |z)]?

fE H?, denn
Jas a2 ax <o [ 1ol ax

Also nach 4.11:
1117 < ealgll7e

3.5 Elliptische Differentialgleichungen mit Dirichletrand-

bedingungen
Bisher:
PY) +ay=1 ayla) +aw'(a) =0  Biy(b) + Bay/(b) = 0
Insbesondere:



3.5.1 Poisson-Gleichung mit Dirichletrandbedingungen

Sei 2 C R™ ein Gebiet, f € C(€2). Dann ist die DGL
—Ay=[f  yloa=0 (3.3)

eine Poisson-Gleichung mit Dirichletrandbedingungen.

Eine Funktion 3 : © — R heift eine klassische Losung von der Poisson-Gleichung, falls
yeCHQ)  feC(@Q)  yloa=0

Dann gilt:

n

[vta)seta) de=3" [y@Diela) dx= =3 [(Du)(Dip) ax= [ (y)e dx

Q =1

3.5.2 Definition

y € L2(Q) heifit eine schwache Losung der Poisson-Gleichung (ohne beriicksih-
tigung der Randwerte) falls

—/yAgo dx = /fgo dx (3.4)

fir alle C°(2). Aber was ist mit den Randwerten?

Definition
Hl

Hy(R") = C5o(9)

H; ist ein abgeschlossener Teilraum von H'.

Das Ziel ist es jetzt zu zeigen, dass es zu jedem f € L? genau eine schwache Losung in

H; gibt.

Notation Fir y € HY(Q) : Vy := (Dyy,...,Dqy),Vy : @ = R ||ly||3, = [ Vy? dx +
Q

[ 1Vy]? dx
Q
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3.5.3 Lemma

Sei y € H*(Q). Dann ist y schwache Lésung von 3.3 <=

Ve Hy(Q): Vy = [ fodx (3.5)
[ 2]

]y DJ‘P

Beweis: Sei p € C(Q2). Dann gilt
d
—/yA@ dx—Z—/ 82-g0dx
Q J=1
= Z/D]y 0;p dx
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Q

Dann heift: Fiir p € CF(Q) gilt (3.4) <= (77).

Erinnerung: H}(Q) := CgO(Q)Hl

Zeige: Wenn (3.5) fiir ¢ € CF(Q) gilt, dann auch fiir ¢ € H}(Q).

Dazu: Sei p € H} (). Dann existiert eine Folge (¢, )nen in CF(Q) mit || —p|| g1 ———

n—o00—00

0, also

lon — @l L2 . OA[|[Ven = Vol 2 — 0

—00—00

Gelte (3.5) auf C(Q2), dann folgt mit Holder:

/Vy-VsandX z/fsondx
Q Q

[ Vy-Ve dx

n— 00— 00 Q

— | fpdx

n—00—00

denn

/f(son—sa) dx| < [Ifllze - llen = ollze ————0
0

Ziel: Zu festem f € L*(Q) existiert genau eine schwache Losung von (3.3).
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Idee:
a(p, )= [ Vo-Vipdx  I(p):= [ fedx
/ Q/

Q

Dann zu zeigen:
Jy € Hy(Q): Yo € Hy(Q) 1 aly,¢) =)

Dazu : Satz von Lax-Milgram!

3.5.4 Satz Poincare-Ungleichung

Sei Q C R? in eine Richtung beschriinkt, d.h. es existiert jo € {1,...,d},d >0 Satz

mit |z;,| < ¢ fiir alle z € Q. Dann gilt Poincare-

Ungleichun
Vye Hy(Q):  lyllee < 20| Vylllze

2

d
Wyl = /|Vy!2 dx ) = (Z | Djyl? dX)
Q 7=l

1
2

Folgerung: Die Norm

[yl =/ 11yll72 + lylin

ist dann dquivalent zur Norm |y|g, auf Hj(Q).

Beweis: 0.B.d.A. jo = 1. Ist h € C'([—4,6]) mit h(—§) = 0, so gilt

0
Al = [ fhta)? ax
-4

1 T 2
= —/ h(—5)+/h’(t) dt| dx
——
=51 =0 =5
5§ /5 2

g/ /1-|h/(t)]dt dx

-5 =4
0

Holder g
< /(26)-/\]1’(15)\2 dt dx
-9

=5
= (20)*(|1']|7
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Fiir y € CF(Q) — C¥(R?) (kanonisch durch O fortsetzen) gilt

lyl2: = / (@) dx
— [y o

5
Tonelli
= /...//|y(x1,...,xd)|2 dxp ...dxq
=5

R R

2
19

S// (25)2/\8x1y($1,...,xd)\2 dX1 dX2...dXd
-0 -,

R R <|Vyl?

< (25)2/.../|Vy\2 dx; ...dxq
R R

— (25 / Vy(a)]? dx

Da CZ(Q) dicht ist in H} (), folgt Ungleichung auch fiir ¢ € H}(Q).

3.5.5 Satz Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losung

Satz Sei  C R? offen und in eine Richtung beschriinkt, f € L*(Q). Dann hat —Ay =

Existenz f genau eine schwache Losung y € H (Q).
und Ein-
deutigkeit
hwach
schwachier Beweis: Definiere
Losung

alp, ) == | Vo -V dx )= [ feodx
/ /

Fiir alle p,v € H}(Q). Dann ist a Bilinearform, [ Linearform auf H}(Q). Wende Lax-

Milgram an, dazu zeige

(1) a beschrénkt. (laa(e, ¥)| < cll@|lar - [[¢]lm)-
(2) a koerziv. (a(p,¢) = a- [l¢l3s)

(3) 1 stetig ([l(@)] < Bll¢llm)
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Zu 1):

la(io, )] < / Vo V| dx

Q <ol
< [ 194l 1v9] ax
Q

< NVIllzz - 11Vl 22
< [l - [ [len

Zu 2):
_ 2
a(p,¢) = lelim
Folgerung aus Poincare mit a>0

> allllz

Beobachtung: 1 und 2 sind eigentlich "klar”, da [|¢||3: =~ |¢[3 = ale, p) Zu 3):

()] < / £ I dx

Holder
< 1 fllez - flellze

< [ fllzz [l
=5

Nach Lax-Milgram existiert genau ein y € H} () mit

VoeHy(Q):  aly,e) =1y

also nach Lemma 5.3 genau eine schwache Losung.

3.5.6 Bemerkung zum Vergleich von schwachen und klassischen

Losungen

(1) © C R% d > 2. Dann existiert y, f € Co(2) mit —Ay = f im schwachen Sinn,
aber y & C*(Q)! Hier existiert also keine klassische Losung. (Fird =1,Q=J ,J
beschrinktes Intervall, hingegen : y € C%(J))

(2) Ist y € H'([a,b]), so ist y € C([a,b]), und y € Hi([a,b]) < y(a) = y(b) = 0.
(3) Allgemein fiir d > 2: Ist y € HY(Q) N C(Q), so gilt ylagg = 0 = y € HI(Q), aber
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Definition

im allgemeinen <

Wir betrachten im folgenden die allgemeine Randwertaufgabe

Ly=f (3.6)
Yloa =0
mit
d d
Ly =~ Di(a;Dyy)+ > bDjy+cy
ij=1 j=1
Annahmen: Q C R? offen
Q4j, bija cE LOO(Q) (37)
(aij(+)),; ; ist gleichmikig elliptisch (3.8)
d.h.
d
Va>0WEeR' Vo eQ: > ay(2)&¢ > afé
i=1
Definiere die zugehorige Form
d d
a(p, ) = / > aiiDipDip+ Y b;Djo -1 + cpp dx
o ii=1 j=1

fiir alle ¢, ¢ € Hg(Q) (Nach der Idee [ Ly -1 dx)
Kompakte Notation

a(p, ) == /(GVSO) Vi 4+ (b- Vo) +epp dx  a = (ai)y, b= (b)),

o)
3.5.7 Definition
Sei f € L*(Q2). Eine schwache Losung von (3.6) ist eine Funktion y € Hy(Q)
mat
VoeCE®:  alne) = [ fodx=(fel
Q
Dies gilt dann auch fiir alle ¢ € H} ().
Beobachtung:
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(a)
(o) == (f, )2

ist stetig auf Hj(92).

(b) a ist beschrankt auf Hj (), denn
la(p,¥)| < /|CLVS0' Vo[ 4 [0] - [Vl + [ef[o][¢] dx

S/IIaIHW-\Vleb!-IVsoIHCHSOW\ dx

< M ([[IVelll2llIVelllee + 11V elllzz - [[9ll2 + llell 2 9]l 22)
< llellalllla + el ol +---
< 3M ||l [[]]

Mit M := max{||al|co; ||0l|oos [|€]|oo }

3.5.8 Satz

() sei in eine Richtung beschriankt. Gilt zusatzlich:
(a) Fe€(0,a) Vo eQ: |b(x)] < 4dec(x)

d
(b) b € CY(Q,RY) und div b(z) := > 9;b;(z) < 2¢(z) fiir alle z € Q. So
=1

existiert zu jedem f € L*(Q) genau eine schwache Losung in u € H}(Q)

von Lu = f,ulsq =0

Beweis: Reicht zu zeigen: a jeweils koerziv auf H} (), dann wie Beweis von Satz 5.5

@
d
:/Zaij(:z:)Digp( dx+/ (b- Vo) gpdx+/c|<,p]2 dx
Q 7,0=1 o) Q
> a [ Ve dx— [ o) [Vota)|- ol dx+ [ el ax
Q Q Q
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Youngsche Ungleichung: a - b = 2(\/€) - (ﬁb) < ea® + £b? damit

b@)lle(@)l| V()] < el Vel + i!b(fv)IQISO(SC)I2

> (a-2) [ [9pP axct [ (cte) - b)) ol

Q N ~~

>0

> (a— ) / Vel? dx
Q

>0

3.5.9 Bemerkung

Ohne weitere Voraussetzungen gilt noch : 3 A\g > 0 so, dass

a/\(cp, ¢> = CL((,O, ¢> + A <907 ¢>L2

koerziv ist fiir alle A > Ay (auch fiir Q unbeschrénkt).

Folgerung: Fiir alle A > Ao, f € L*(2) existiert genau eine schwache Losung von

Mo+ Lu=f  ulsga=0

3.5.10 Bemerkungen (Regularitit von Losungen)

Ist u € H}(Q) mit Lu = f € L*(Q) im schwachen Sinn, so ist im Allgemeinen u & H?(Q),

aber :

(a) a;; € CY(Q),i,5 = 1,...,d = Fiir alle Qy C Q relativ kompakt gilt u € H*(Qp)
und f € H*(Qy) = u € H*"%(Q) (innere Regularitit) (mit Sobolev-Einbettung :
feC>® = uelC™).

(b) ai; € CHQ) und Q konvezr oder O ist C%-glatt = u € H*(Q) und f € H*(Q) =
u € H*2(Q).
Ohne Beweis, Beweis zu finden in Dobrowolski § 7, Hrendt §6.
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3.6 Eigenwertproblem fiir selbstadjungierte elliptische

Differentialoperatoren

Q C R? offen und beschréinkt (3.9)
a;; = a;; € L™(Q) , gleichmékig elliptisch
ce L>®(2) mit ¢ >0

Formal:
Lu = -V (aVu) + cu

assozierte Form

/ aV)Vi + cpy) d
Q

Nach §5 a beschrinkte, koerzive Form auf H}(Q) < L*(Q) dicht und stetig.

Bezeichne Lq den assozierten Operator, also
D(Lg) ==X ue€ Hy(Q)3 feL*(Q)V e HyQ): /f ¢ dx

Lou = f

(a(u,) = [ Lo - dx = (Lou, ¢)2)
Q
Speziell: —Aq heilt Dirichlet-Laplace-Operator auf Q (—AR)

3.6.1 Satz

Lq, ist selbstadjungiert.

Beweis: Nach Satz 2.8.5 nur noch zu zeigen: a(p, ) symmetrisch.
d

alp,¥) = / <Z ai; DipDji + CW?) dx = a(v, ¢)
Q

ij=1
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Satz Rel-
lich’sche
Einbet-

tungssatz

3.6.2 Bemerkung

D(Lg) C Hj(Q) ist im allgemeinen unbekannt. Aber

(a) a;; € CHQ) = CZ(Q) C D(Lgq) fiir u € CF(Q) gilt Lou = Lu (klassisch)
(b) Unter den Voraussetzungen von 5.10 b gilt D(Lg) = HJ(2) N H?(Q).

Wir wollen den Spektralsatz Kapitel 2.8.6 anwenden, dazu

3.6.3 Satz Rellich’sche Einbettungssatz

Sei 2 C RY offen und beschrinkt, dann ist ist die Einbettung
Hi(Q) — L*(Q),u — u

kompakt.

Beweis: Sei (uy)neny in H}(Q) beschrinkte Folge, ||un|lgm < ¢. Dann gilt 0.B.d.A.
Uy —s u € H}(Q) in H}(Q). wihle sonst Teilfolge.

o.B.n(fK. u = 0, sonst betrachte u,, —u

u(z) x e

foi= i € HY(RY) mit @, —
0 r e R\ Q

Zeige:
/|fn(x)|2 dx — 50
n—o0—r00
]Rd
Weiterhin
[1n@izax= [ 17, as
Rd Rd
Betrachte

l§I<R €[> R

/\fn|2dx— / Ful? dx+ / a2 dx
]Rd

I 11
(D) ful&) = (27)7% [ exp (—iz€) up(z) dx =: (uy) fiir festes & mit
R/_/Q

€L2(Q)

/—J\.‘
U(g) = calexp (—i&), 9) 12) = [U(9)] < caCallg|l
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also [ : HY(R?) — R stetig und linear.

Wegen u, ——s u folgt I(u,) — L(u) also f,(€) = f(£).
n—oo

Auferdem

~ Holder

1Fa©] < cad( Q)2 - [Jug 20 < o0
N——
<c
Mit Lebesgue folgt

[fal d€ ———0

n—00—+00
I§I<R

(IT)

Ju(R) = / FOF (14 16) (1 + €P) de

l§I=R <
= 1+R2

1€ = (1+€)
| foull 1

Sc

N|=

< - f
—1+R2 Iul

[
- 1+R2

C-c
<
~ 1+ R?

Mit ||l 22 11+ 1€%) % £l

Sei € > 0. Wiahle R > 0 so grof, dass < 5. Zu R wihle ng mit

1+R2

N>y = /|f|2d§<—:>/\f]2d§< ti=e

lEI<R
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Satz

3.6.4 Satz

Unter den Voraussetzungen (9) gilt
o(La) = op(La)

und es gibt eine Orthonormalbasis (%, )neny von L?(2) aus Eigenvektoren von L
(es gilt also insbesondere h, € D(Lg) C Hj(Q) fiir alle n € N) mit zugehorigen
Figenwerten

O< A<l <\, —

n—oo
(wobei die Eigenwerte geméf ihrer Vielfachheiten mehrfach auftauchen kénnen,

jedoch immer endliche Vielfachheit haben), und es gilt:

(a) Fiir alle u € D(Lq) gilt Lou = > A\, (u, hy)r2 by, (mit Konvergenz in

neN
L*(Q)).
(b) Mit 7Ln = m h, = W h,, fur alle n € N ist (ﬁn)neN eine Ortho-
normalbasis von (D(Lg), || - ||1,), wobei [l¢]|L, = (|l¢]/2: + HLQQOH%Q)I/Z fiir

¢ € D(Lgq) die Graphennorm (in der Variante fiir Operatoren auf Hilber-

traumen) bezeichnet.

Zusatzlich erhélt man mit Korollar I1.8.6 noch die folgende Aussage:

(c) Fiir alle o € H}(Q) gilt a(p, ) = > A @, hn) 2 (B, @) 12

neN

Beispiel —Agq auf Q:=(0,1)?
b (2, y) == sin(mnz) - sin(kry) ~ hp
Eigenfunktion von —Agq mit
—Aohpmi(z,y) = (m? + k‘z)ﬂzhm,k
Alle Eigenfunktionen, also

o(Lq) = {(m® + k*)7*|m, k € N}
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Kapitel 4

Evolutionsgleichung

4.1 Analysis vektorwertiger Funktionen

4.1.1 Idee der Evolutionsgleichungen

Ein Beispiel ist die Warmeleitungsgleichung. Der folgende Abschnitt dient nur als Einfiih-
rung und nicht als mathematischer Rahmen. Wir stellen uns eine Funktion y auf einem
Zeit-Intervall und einem Gebiet GG, die jedem Zeitpunkt ¢ und jedem Raumpunkt u eine

Temperatur zuweist.

(a) Formulierung als PDG von reellen Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Aus der Physik wissen wir, dass dann gelten muss:

%y(t, u) = Ayy(t,u) (4.1)

mit den Randbedingungen
y(t,u) =0
fiir y auf dem Rand des Gebietes G. Aufserdem
y(07 U) = yo(U)
also eine zeitliche Startbedingung. Gesucht ist dann eine Funktion

y:[0,T]xG—R

zweier Variablen mit Werten in R (bei gegebenen Rand- und Anfangsbedingungen).

(b) Formulierung als gewohnliche DGL fiir hilbertraumwertige Funktionen einer Veréan-

derlichen
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Statt
(t,u) €[0,T] x G = y(t,u) € R

betrachte
Y(t)e LHG)  Y()()=y(t)

wir nehmen an y, € L*(G). AuRerdem ist A = A ein unbeschriinkter Operator auf
L?*(G) mit dem Definitionsbereich D(A) welcher so gewiihlt wird, dass die Randbe-
dingungen schon enthalten sind. Aus 4.1 folgt

d

Y () =AY () (4.2)

Anstelle einer PDG erhélt man eine lineare gewohnliche Differentialgleichung, aber

fiir eine L?(G)-wertige Funktion.

Die hilbertraumwertige gewohnliche Differentialgleichung wird geschrieben als Sys-
tem von gewoOhnlichen linearen Differentialgleichungen

Annahme: A ist selbstadjungiert und D(A) ist kompakt eingebettet in L?(G). Nach
I1. Satz 5.4. gibt es eine ONB h,, von Eigenvektoren zu Eigenwerten A, mit

Ay =" A (Y. ) iy
n=1

Setze
V() = S (Y @)k b = S y(0)h

(also die Entwicklung nach Eigenvektoren) dann kénnen wir schreiben:
AY (1) =Y A (Y (), ha) b = > At ()

%y(t) -3 % Y (8), ) b = 3 G(6)hn
Yo = ZyO,nhn

und haben somit die ganze DGL komponentenweise entwickelt (durch Koeffizienten-

vergleich fiir alle n):
Un(t) = Anyn(t) Yn(0) = Yo (4.3)
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(3) ist ein unendliches System von linearen Differentialgleichungen mit Losungen

Yn(t) = "'y

Zusammensetzen der Komponenten liefert Y (¢) und dann

y(t,u) =Y ()(u) = Y e Myon(w)

4.1.2 Definition

Ser X ein Banachraum und I C N ein Intervall. Dann heifst f : I — X Freche- Definition

tableitbar in ty € I, falls

tel}rilto f<t1>f : i;(tO)
existiert in (X, || - ||). f heifit stetig differnzierbar auf I, falls f'(t) existiert unf
tel — f(t) stetig in (X, || -||) ist.

Wir benutzen die Notation
CYI,X)

als alle stetig differenzierbaren Funktionen auf I mit Werten in X.

Bemerkung: Die C*(I, X) sind mit der Norm
I/ ller = maxsup ||/ (t)]x
J tel

vollstandig.
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Definition

4.1.3 Definition

Sei I kompakt und f : I — (X,|| -||) stetig. Das Riemannintegral von f wird

definiert iiber eine Folge von Zerlegungen 7, = {ty,, ... ty,, } mit

@a=tn < <tn, =D O(1) =sup|tn, —tn,_,| =0

Dann definiere als Konvergenz in (X, | - ||))

b

50 a=1m 3" )0, ~10,) € X
j=1

a

Bemerkung Der Limes existiert und ist eindeutig bestimmt, da f : I — X gleichméfig
stetig ist, d.h.

Ve>030>0: [t—s]<d = ||f(s)— fD)|lx <e

(Ubung)

4.1.4 Lemma
Sei T'e€ B(X,Y), X,Y Banachrdume. Dann

(a) Falls f € CY(I,X) so ist T(f(t)) stetig differenzierbar und
(To f) =T(f)

(b) Falls f € C([a,b],X), soist To f e C(I,X) und

/b(Tof)(t) dt:T(/f)

Beweis:

(a) Da T linear ist, gilt

T(f(t) —T(f(t)) _ (f(t) - f(to)>

t— 1o t—to
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und da T stetig ist, gilt die Behauptung bei Limesbildung.

(b) In den Riemannsummen lasst sich das 7" nach aufien ziehen, da es linear ist. Fiir

n — oo folgt die Behauptung aus der Stetigkeit von 7'

4.1.5 Korollar

Sei H ein Hilbertraum mit einer ONB h,,
(a) Fiir f € CY(I, H) gilt

P = 32 S0, b b =

(b) Fir f € C(la,b], H) gilt

b b
/ fde=>" / fo dt
Dies ist konsistent mit der ehemaligen Definition fir R = H.

Beweis:

Da T,, linear und beschrankt, folgt mit 1.3:

Also
Fn@) = (TL(f(1)) = Tuf'(t) = (f'(t), hn)

Analog auch fiir die Integration.

4.1.6 Lemma

(a) Sei f, € C([a,b],X) und f(t) = >_ fu(t) konvergiere gleichméfig bzgl. (X, | - ).

Dann ist f integrierbar mit

b

/f(t) dt:Z/fn(t) dt
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(b) Sei f, € CYI,X) und f(t) = . fu(t) und >_ f/(t) konvergieren gleichmifig auf I.
Dann ist f € C*(Z, X) und
=> 1

4.1.7 Lemma (Fundamentalsatz)

(a) Fiir f € C'a,b)] gilt

(b) Fir f € Cla,b] ist

Beweis: X = H. Dann

’

(farann = [(rw.n a- / S0, ) = (). B) — (@), )

f H

also die Behauptung (da dies fiir alle h gilt).

4.2 Warmeleitungsgleichung

4.2.1 Beispiel: Klassische Warmeleitungsgleichung

U C R™ beschrianktes Gebiet, y(t,u) = [0,00) x U — R wobei y die Temperatur zur Zeit
t am Punkt u angibt.

Voraussetzungen

y(t,u) = Ayy(t, u) (1)
0 u € oU
y(0,u) = yo(u) uelU

Schreibe (1) als Operatorgleichung. Wéhle einen Hilbertraum H = L*(U),D(A) =
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H)U)N H}

loc

().

Hier Y : [0,00) — H, A selbstadjungiert.

4.2.2 Allgemeine Warmeleitungsgleichung

Voraussetzungen

(H, (-, -) Hilbertraum, seperabel
H > D(A) 2 H selbstadjungiert, D(A) C H kompakt eingebettet

(Az,z) > C||z| fiir x € D(A),C >0
Dann gibt es nach dem Spektralsatz II S4 eine ONB (hy,)nen von H

von Eigenvektoren von A zu Eigenwerten A\, mit 0 < Ay <--- ), /00

so dass fiir v € D(A) :Ax = Z An (@, hy) By,
n=1

(1a)

(2)

(3)

D(A) = {x € H: f:/\m(a:,hnﬂ? < oo}

n=1

Bezeichnungen: s > 0,D (A*) = {z,€ H . \*|(z,h,)|° < oo}, z € D(A%) : Az =
n=1

Z A (:E, hn) h,
n=1
Beispiel: s = 0,A = [d,s = 1: A' = A, fiir s = § gilt A7 A

(NI
I
BN
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4.2.3 Satz

Satz Unter den Voraussetzungen (2) hat die Gleichung

0,Y (t) = —AY (t) Y0)=y e H (4)
eine eindeutig bestimmte Losung Y € C([0,00), H) der Form

Y(t) = Z exp (—Ant) (Yo, hn) ha (5)

n=1
mit

(a) Glattheit
Y(-) € C* ((0,00), D(AF)) fiir alle k € N

(b) Stabilitit
1Y (O)|lg < exp (=Ait) ||yol|m fiir yo = 0 ist Y (¢) = 0. Die Gleichgewichtsla-

ge. Y(t) = 0 ist stabil

4.2.4 Folgerung
fiir klassische Warmeleitungsgleichung. Fir y(t,u) = Y (t)(u), (t,u) € (0,00) x U gilt mit
(a> y(? ) eC™ ((0700) X U)

(b) g!y(t,U)F du < lyo||* exp (—212)

Beweis: von 2.3

e FEindeutigkeit
Sei Y (t) eine Losung von (4) mit Y € C1 ((0,00), H),Y (t) € D(A). Sei j € N

(), h) = S V(). 1)

= Syt
i6) = (Y (2), )
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Andererseits

(AY = Z)\ ) Py )

= 2 (Y(0), )
= Ajy;(t)
L S0 = A0

= y;(t) = exp (—A;t) y;(0) = exp (—A;t) (yo, 1)

Also hat Y () die Form (5). Y'(¢) ist eindeutig bestimmt.

e Existenz der Losung, d.h. (5) hat die geforderten Eigenschaften.

= Zexp (—)\j : O) <y0, hn> = Yo

1Y () =Y (Sl =1 ) (exp (= Ant) — exp (—=An5)) (yo, hn) ||
=Y lexp (=Ant) = exp (= Aus) | (vo, ) |
< (Z\exp(—knt) — exp (= Aus) I2> lyoll7 + > 4l (o, h)

Gegeben: ¢ > 0. Wahle n € N so grof, dass

4 Z | (Yo, |2<€<Z|6Xp —nt) = exp (=Ans) llyoll; +¢

\ J/
-~

—0,|t—s|—0

< 2¢

fir |t — s| klein.
Also t € [0,00) — H stetig.
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(a) Setze V() = 3 (= An) exp (—Ant) (yo, hn) = —AY ()

n=1

J

Y17 = | =Awexp (=Aut) [ (Yo, hn) |
n=1 e

<

w"“

5

| —

< I

Hyo

N

3

den (tA,) exp (—Apt) <1 = [Ayexp(=At) P < 5 < &
Diese Reihe konvergiert gleichméfig auf [e,00). Also Y'(t) € H, Y (t) € D(A),Y'(t) =
—AY (t). Durch Induktion

dd_;y(t) € C((0,00), H),Y(t) € D(A¥)

fiir I,k € N.

Y @)l = (Z | exp (=Ant) [*] (o, ) I2>

n=1

< exp (=Ait) [[yolla
Da gilt 0 < Ajleghg < -+ < A\, = exp (—A1t) > exp (—A\,ut)

Beweisskizze zu Folgerung 2.4: H = L?(U), U beschrinktes Gebiet, zu Zeigen : y(t,u) =
Y(t)(u) € C*((0,00) x U) folgt aus 2.3, da D(A™) C HZ™(U).

loc

Sobolev’scher Einbettungssatz H*"2*(U) C C*™(u) fiir k > 2.

4.2.5 Beispiele

(a) Harmonischer Oszillator
(Az)(u) = —2"(u) +u?

fir v € D(A) = {z € H*(R) : z(u) - u?* € L*(R)}. D(A) C L*(R) kompakt eingebet-
tet, A selbstadjungiert.

Y/(t)=—-AY(t)  Y(0) =y € L*(R)

Losung wie (5) mit (h,,) Hermite-Funktionen.
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(b) Sturm-Liouville-Operatoren

Ay=—p-y)+9-y p.geCla,b,p>0

D(A) ={y € H*(a,b) : Ri(y) = Ry(y) = 0} mit Randbedingungen R;(y) = ayy(a)+

asy'(a), (a1, az) # (0,0), Ra(y) = Bry(b)+ G2y (b) mit (B, £2) # (0,0). Nach 111 3.8 A
selbstadjungiert, D(A) C L*(a,b) kompakt eingebettet. 0 < A\; < Ay < A3, A, — 0.
Lose Y'(t) = AY (t),Y(0) = yo € L?*(a,b) nach Satz 2.3.

(c) Elliptische Differentialoperatoren
Azx = =V (aVz) + Cx

wobei a;; = aj; € L®(U),U C R" beschrénkt.

> ayxix; = Ol C¢>0

2
D(a) C L*(U) kompakt eingebttet, A selbstadjungiert.
(Az,z) > Clz||?

Also wende Satz 6.3

4.2.6 Interpretation mit Halbgruppen

In 5.9. und 5.10. wurde der Funktionalkalkiil besprochen. f : R — R beschrankt lasst

sich in den Operator einsetzen, mit
Py =3 FO) (s ) o
Dann ist mit ft(\) = e~
filA)y = ey => e (y, hy) by = T,

Es gilt:
Tt . Ts — Tt+3 TO - Zd

Deshalb bilden die T; eine Halbgruppe. Ist A z.B. eine n x n-Matrix, dann ist

—tA __ (_t)n n
=
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Damit lasst sich unsere gefundene Losung fiir die allgemeine Warmeleitungsgleichung
schreiben als
Y(t) = Tryo = ¢ “yo

4.3 Schrodingergleichung

4.3.1 Beispiel
Einfachste Schrodingergleichung. U C R™ ein beschrianktes Gebiet.

%y(t,u) = iAy(t,u) y(0,u) = yo(u) y(t,u) =0 VYu € QU (1)

Wihle
H = L*(U), D(A) = Hie,(U) N Hy (U)

Gibt es eine Losung

teR — y(t,-) € L*(U)

4.3.2 Allgemeine Schrodingergleichung

Sei H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator. Sei D(A) C L*(U) kom-
pakt. Sei aukerdem (Azx,z) > C||z|* und

Ay=> My )y X >0

Die Gleichung lautet dann

%(t) =AY (¢) Y(0)=yo€ H

Falls H = R ist
yn(t) =idy(t) = y(t) = entyg

Als Ansatz wahlen wir:

Y(t) =Y e (yo, hn) hn

146



4.3.3 Satz

Dieses Y (t) ist genau dann eine Losung YV € C*(R, H) wenn y, € D(A). In
diesem Fall gilt die "Energieerhaltungsgleichung”

Y (D)7 = llyollz

Bemerkung Das Losungsverhalten der Schrodingergleichung differiert extrem von der
Wirmeleitungsgleichung. Bei der Schrodingergleichung gibt es fiir alle ¢ Losungen. Bei der
Wirmeleitungsgleichung nur fiir t > 0. Auferdem gibt es bei der Warmeleitungsgleichung
Losungen fiir alle Anfangswerte die nach beliebig kurzer Zeit beliebig glatt werden Y (¢) €
C((0,00), D(A)). Bei der Schrodingergleichung gibt es Losungen nur fiir y0 € D(A). Die
Eigenschaften verbessern sich nicht. Bei der Warmeleitungsgleichung fallt die Norm der

Losung exponentiell ab. Bei der Schrédinngergleichung bleibt sie konstant.

Beweis: Eindeutigkeit: Sei j € N. Sei Y € C(R, H). eine Losung. Dann

d(Y'(t), h;) dYy

L = (1), ) = (LAY (1), hy) = 10 (1), \hy)
Mit
Yn = (Y (1), on)
ist
dy
dtn
Jede Losung gleicht also dem Ansatz.

(t) = idayn(t) = yau(t) = ™" (yo, hn)

Existenz: Sei yo € D(A).

Y(t+h) -Y(t) | ety — el
. —iAY (t) = Z : — QA€ (Yo, hn) ho,

iAnh 1

i [ €
= Zz)\ne An (—M . 1> (Y0, h) P,

(.

—0
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Also ist nach Parseval

2

2 - o€ =1 2
F <L M | ———— =1 B
e N e AL
) ez)\n 2 ) ez)\n _ 1 2 )
<Z|A| W S| TP R ST et YT
n=m-+1
Man kann zeigen, dass beide Summen gegen 0 gehen, wenn y € D(A).
Umgekehrt sei Y'(¢) eine Losung. z.z. yo € D(A). Fiir alle m gilt:
Y(t+h)—Y(t) 2 e (t+h) _ gitnth|? )
> An| (o5 hn
H > 3| (oo, )|

Fir h — 0 ist

YOI = > Aol (yo, )

Also ist yo € D(A). Die Energieerhaltung folgt aus

’ez‘Ant| -1
4.3.4 Beispiele
(a) Freie Schrodingergleichung
dYy
— =1iAY
a

auf L2.

(b) Freier harmonischer Oszillator

mit D(A) = {x € H*(R) | v*z € L?}

(c¢) Sturm

(ift/(t u) = z% (—pdiuY(t, u) + qY(t,u))
mit D(A) = {x € H?*(a,b) | Ri(x) = Ry(x) = 0}
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(d) Elliptische Operatoren (a elliptische Matrix)

%(t,u) = i[V(aVY (t,u) — CX(t, )

auf U beschrankt.

4.3.5 Interpretation mit Operatorgruppen

Wihle
gt( )\) — eit)\

dann fiithrt g,(A) auf die gesuchte Losung und wir kénnen schreiben

dY

E(t) = g:(A)yo

Aufserdem bilden die g; eine Gruppe, da

G- Gs = Ggsre 95" = g(—s)

4.4 Wellengleichung

4.4.1 Beispiel

U C R" beschrankt.

2

%y(t, W =AY (u) Y0 =g Y'(0)=um

4.4.2 Allgemeine Wellengleichung

Sei H ein Hilbertraum und A selbstadjungiert. Sei D(A) kompakt in H eingebettet und
(Az,z) > C||z||*. Dann ex, eine ONB h,, von EV mit EW ), > 0.

D(A) ={z e H|Y Nl(x.h) | <oc} DA ={zeH|Y Al(w hy) | < o0}
Die Gleichung lautet dann
Y = —-AY Y (0) = yo Y'(0) =1
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Fir H =R ist
Ya(t) = =Xayn(t) = yn(t) = y(0) cos(VAut) + A7 sin(vAut)y/ (0)

Unser Ansatz lautet also

Y(t) = Z [(yo, hy) cos <\/Xnt> + A\ Y2gin <\/Xnt> (y1, hn>] hy,

4.4.3 Satz

Satz Falls yo € D(A),y;n» € D (A%) , so ist Y € C?*(Ry, H) und eine eindeutig

bestimmte Losung von (3) mit

1 1
1A2Y @O + YOI = 1 Azyol1* + [l

Beweis: Sei y: R, — H eine Losung von (3), z.z Y (t) = (5).

JEN Il = %y(t), )
~ (A9 0. 1)
~ (y(0). Aly)

==X (W), hy)

Mit y,(t) = (y(t), ha) gilt

Sl = Xan(®) (0 = (o) Gh0) = o)

(Existenz) Zu Zeigen: Y (t) aus (5) ist tatséchlich eine Losung.

Yo € D(A ———>Z)\2 Yo, hn) |? < o0

y1€D<%> Zklyo,
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Dann

:iyn(t)h
) = cos <\/_t> Yo, h +)\n sin <\/_t> Y1, h

= Zyé(t)h
Y (1) Zy

konvergieren gleichméfig wegen (+). Dann ist nach 1.4 Y € C*(R,H) und Y'(t) =
Y(t),Y"(t) = Y(t). Also

= —AY(t)
Mit sin(0) = 0, cos(0) = 1 folgt
Y(0) = wo
Y'(0) =y

Nun zur Energicerhaltung
[ABY ()2 + Y 0] = Zvcos(f ) (o, ) +sin (VAat) (v,
+ Z = /Asin (V) (s ) + cos (w_nt) (o)

o () s (/5

n=1

—~
=1

+Z<sm <\/_t>+cos <\/_t>> (y1, h

n=1"N

—1

1
= [[A2yo|* + [lanll
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4.4.4 Formulierung der Losung mit Hilfe des Funktionalkalkiils

f:Ry =R f(A)x = > f(A\) (x, hy) hy,x € H. Damit erhalt (5) die folgende Form
n=1

Y (t) = cos (A%t> Yo + sin (A%t> A_%y1

Sei nun D(A) C H kompakt. R(U),U C R™ beschrénkt.

4.5 Evolutionsgleichung fiir allgemeine selsbtadjungier-

te Operatoren

4.5.1 Genervoraussetzung

(H,(-,-)) seperabel, H D D(A) - H selbstadjungiert und (Az,z) > 0 fiir x € D(A)
Spektral nach 11.6.2. Es gibt

e Ly(V,p) mit V C C abgeschlossen, ;1 Mafs auf V'
em:V =R,

e U:L*(V,u) > H

so dass
V2 € D(A) =U(DM)) Az =UMU 'z
D(M) ={z e L*(V,p) :m -z € L*(V, ;1) }
Mz = mx
VueV Mz(u) = m(u) - z(u)
Funktionalkalkiil

N CIEREEC
R P
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Weiterhin

(f-9)(A) = f(A) - g(4)
(f +9)(A) = f(A) +9(4)
1F (A = )\2381)”0()\”

Konstruktion fiir M : f(M)z = (f - m)x. Ausfiihrlich
VueV:[f(M)z](u) = f(m(u)) - z(u)

Konstruktion fiir A:
F(A) = UMy

4.5.2 Beispiele

(a) nach II. 6.3 Laplace Operator
H = L*(R"),D(A) = H*(R"),A = —A : H*(R") — L*(R")
Spektraldarstellung

L*(V,u) = L*(R), Uz = F 'z
Fla(u) = (2m)2 /exp (tuv) z(v) dv
m(u) = —[uf*
A=F'MF
Mz (u) = —|ul*z(u)
D(A) = H*(R") = {z € L*(R") : |[u]*(Fz)(u) € L*(R™)}

Funktionalkalkiil
f(=A) = F 1 [f(ju?) - Fa(u)]
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(b) elliptische Differentialoperatoren I11.4.12

H=I*R"),D(A) = H*(R"),Ax = Y _a;DiDjx  z€H
ij=1
Qij = aj; € R

D a&& = ClElr ¢>0

irj=1
(¢) Schrodingeroperator

H = L*(R")
D(A) = H*(R")
A=-A+V V>0

4.5.3 Allgemeine Evolutionsgleichung

Awiein 5.1, yo€ H

(1) Wérmeleitungsgleichung

y(t)=-Ayt) y0)=y y:Ry—>H

(3) Wellengleichung

Formale Losung

(1) y(t) = exp (~tAy), exp (—tA) = fi(a), fi(A) = exp (=At) ,y € C*((0,00), D(A")), k €
N

(2) y(t) = exp (itA) yo, yeCHR, H) N C(R, D(A)) <= yo € D(A), || exp (itA) yolln =
lvollm,t € R
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(3) y(t) = cos (A%t) Yo + sin (A%t) Aty
2 1
A2y (@)1 + 1y I = 14250 ] + a1

Begriindung zu (1) : y'(t) = —Ay(t), y(0) = yo

Setze 2(t) = UTy(t) € L2(V,p). 2/(t) = U~y (t) = —U~" Ay(t) = (U™ (=A)U) (U y(1)) =
—M=z(t)

2(t)(u) = z(t,u) fir u € V folgt mit z(0) = Uy,

Opz(t,u) = —m(u)z(t, u) u eV fest, 2(0,u) = (U 'yo) (u)
= z(t,u) = exp (—m(u)t) (0, u)
z(t) = exp (—tM) (Uyo)
= U™'y(t) = exp (—tM) U 'yo
— y(t) = Uexp (—tM)U 'yy = exp (—tA)

f(=A)z=F! [f(—i—uQ)}":L’(u)]

(1)
y(t,u) = (27rlt)3R/eXp( |u ;tvP) (v) dv
gt x z(u)
%W)_(m;ﬂemp(_%%)
(2)
y(t,u) = (4;);]1{[@)@ (_Z|U ;tUP) (v) dv
(3) n=3

:i/fm—mywm

y(t,u) = 0 (tMi(yo) (w)) + tMi(ya) ()
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Todo list

Martin einfiigen
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