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Kapitel 1: Klassische Beispiele und Paradoxa

a Wiirfelproblem

@ Teilungsproblem

a Bertrandsches Paradoxon
a Efrons Wiirfel

a Heikle Fragen
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Ein Wiirfelproblem

Das Problem wird dem Schriftsteller, Edelmann und Spieler Antoine Gombaud, genannt Chevalier de Méré (17. Jh.)
zugeschrieben, der mit dem Mathematiker Pierre de Fermat befreundet war.
v R

a Werfe einen fairen Wiirfel viermal, gewiinscht ist eine “6".

a Werfe ein Wiirfelpaar 24 mal, gewiinscht ist eine “66". & :
Welches Ziel wird eher erreicht? (Was genau ist hier die Frage?)
(1) Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine “6" bei vier Wiirfen bzw. fiir mindestens eine “66" bei 24

Wiirfen mit Wiirfelpaar?
(2) Mittlere Anzahl von “6" bzw. “66" beim wiederholten Viererwurf bzw. 24-er Wurf?

Die Antwort ist in der Tat abhangig von der Interpretation der Frage.
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Informelle Analyse

Unter den “iiblichen Annahmen" gilt:

5\* 35\
Whkeit (mind. eine “6") =1 — (6) > Whkeit (mind. eine “66") =1 — (36)
——— ~————
~0.52 ~0.49
Dagegen erhalt man fiir die mittleren Anzahlen:
1 2 1 2
Mittlere Anzahl “6" =4 - 63 Mittlere Anzahl “66" =24 - 363
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Teilungsproblem
Das Problem wird dem Mathematiker und Franziskaner Luca Pacioli (1494) zugeschrieben, der als erster die
doppelte Buchfiihrung vollstindig beschrieben hat.

@ Zwei Spieler A, B mit z.B. gleichen Gewinnchancen treten gegeneinander in wiederholten Partien an.
® Gewinner ist, wer zuerst fiinf Partien gewonnen hat.
a Einsatz wird zu Beginn des Wettstreits eingezahlt.
@ Der Wettkampf muss beim Stand 4 : 3 abgebrochen werden.
Frage: Wie soll der Einsatz aufgeteilt werden? A
1
Pierre de Fermat und Blaise Pascal (17. Jh.): /

Teile im Verhaltnis der Gewinnwahrscheinlichkei-
ten, wenn beim Stand 4 : 3 weitergespielt wiirde.

Aufgabe: Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass
A beim Stand von 4 : 3 gewinnt. B

y
N

Whkeit( A gewinnt ) = = +

N —
N —
N —
~
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Bertrandsches Paradoxon
(nach Joseph Bertrand (1888), frz. Pidagoge und Mathematiker)

In einem Einheitskreis wird “zuféllig” eine Sehne gezogen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Sehne langer ist als die Seite eines einbeschriebenen reguldren Dreiecks?

QOO
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Lésung 1: Wahrscheinlichkeit 1

Eine Sehne ist bestimmt durch ihren Mittelpunkt bzw. durch Abstand und Richtung desselben vom
Ursprung. Wahle Richtung und Abstand zufallig.

&

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 1, Folie 1.6



Lésung 2: Wahrscheinlichkeit 3

Eine Sehne ist bestimmt durch ihre Endpunkte. Wéhle diese zufallig auf dem Kreisrand.
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Lésung 3: Wahrscheinlichkeit 1

Eine Sehne ist bestimmt durch ihren Mittelpunkt. Wahle diesen zuféllig in der Kreisscheibe.

|
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Ein Problem — drei Antworten?

Nein! Drei Modellierungen — drei Antworten!
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Efrons Wiirfel — Wer hoflich ist, gewinnt!

Bradley Efron (1938 —): US-amerikanischer Statistiker, bekannt fiir das Bootstrap-Verfahren in der
nichtparametrischen Statistik.

Vier Nicht-Standard-Wiirfel mit Farben rot, gelb, griin, blau sind durch ihre Netze gegeben.

Zwei Spieler A, B treten wiederholt
gegeneinander an. Zunachst wahlt
A einen beliebigen Wiirfel, dann B
einen der verbleibenden drei Wiirfel.

Die groBere der jeweils gewiirfelten
+ + Augenzahlen gewinnt.

® Ist das Spiel fair?

[4]
[4]4]4]
19

a Gibt es einen besten Wiirfel?

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 1, Folie 1.10



Ein Beispiel

+4
T T

Beispiel: Spieler 1 wahlt rot. Dann wahlt Spieler 2 blau. Spieler 1 gewinnt nur dann, wenn er zunachst eine

5 wiirfelt, das geschieht mit Wkeit % und Spieler 2 danach eine 2 wiirfelt, das geschieht mit Wkeit %

Spieler 1 gewinnt also (lediglich) mit Wkeit - 3 = 1.

[e]=]~]=]

Man kann zeigen:

rot > gelb > griin > blau > rot.
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Ehrliche Antworten auf heikle Fragen?

® Haben Sie eine Corona-Schutzimpfung erhalten?

a Randomisierte Antwort: Anonyme Befragung, n Personen
Jede Person wahlt aus den drei Karten

Sind Sie gegen Coro- || Steht auf dieser Karte || Steht auf dieser Karte
na geimpft? die Ziffer Eins? die Ziffer Eins?

zufallig eine aus (Interviewer sieht diese Karte nicht).
Die Frage wird wahrheitsgemaB beantwortet, die Karte zuriickgelegt. Anonymitat ist gewahrt. Durch

3. “Anzahl Ja" — 1

wird der Anteil der Befragten geschitzt, die eine Corona-Schutzimpfung erhalten haben.
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Fazit

® Die Vorlesung Einfiihrung in die Stochastik wird ein solides Fundament legen, auf dessen Basis die
vorstehend angesprochenen Beispiele und Probleme rigoros behandelt werden kénnen.
@ Entscheidend fiir die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie waren

® einerseits viele einzelne Probleme und Anwendungen,

m ganz wesentlich jedoch auch die axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie — auf Grundlage
der allgemeinen MaB- und Integrationstheorie (— Analysis 3) — durch Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow
(1903 — 1987).
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Kapitel 2: Merkmalraume und Ereignisse

In der Stochastik werden Zufallsexperimente modelliert und untersucht.
Was sind Zufallsexperimente?

Einen stochastischen Vorgang nennt man ideales Zufallsexperiment, wenn folgende Gegebenheiten vorliegen:

® Das Experiment wird unter genau festgelegten Bedingungen (Versuchsbedingungen) durchgefiihrt.

Die Menge der méglichen Ergebnisse (Grundgesamtheit) ist vor Durchfiihrung des Experimentes
bekannt.

Das Experiment kann (zumindest prinzipiell) beliebig oft unter gleichen Bedingungen wiederholt werden.

Das Ergebnis des Experiments ist (in der Regel) nicht eindeutig festgelegt.
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Beispiele fiir Zufallsexperimente

Beispiele (fiir Zufallsexperimente)

das Werfen eines oder mehrerer Wiirfel oder Miinzen,

die Beobachtung der Anzahl von , Jobs", die an einem Prozessor innerhalb einer Minute ankommen,
die Beobachtung von Lebensdauern von Geraten,

die Beobachtung der Anzahl der Einsen in einer Folge von 32 zufélligen Binarzahlen,

Zeitpunkte radioaktiven Zerfalls,

Zeitpunkte des Eintretens von Versicherungsfallen (oder deren Anzahl in einem vorgegebenen
Zeitintervall),

Status eines groBen physikalischen Systems (interagierender Partikel),
Brownsche Bewegung,

Zustandsbestimmung eines quantenphysikalischen Systems . ..
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Merkmalraume und Ereignisse

Definition 2.1 (Notation)

a Die Menge Q aller moéglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments heiBt Merkmalraum, Grundraum oder
Ergebnisraum. Die Elemente von £ werden auch Ergebnisse genannt und z.B. mit w, w’, w1, wy, ...
bezeichnet.

a Teilmengen A C Q heiBen Ereignisse. Ereignisse werden z.B. mit A, B, A1, Ap, . .. bezeichnet.

a Spezielle Ereignisse sind

a die Elementarereignisse {w} fiir w € Q,
® das sichere Ereignis €,
® die leere Menge () als unmogliches Ereignis.
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Einfacher Wurfelwurf

Um den Wurf eines Wiirfels als Zufallsexperiment zu beschreiben, verwenden wir als Grundmenge

Q={1,2,3,4,5,6}.

® Ereignisse sind z.B. A= {1,2,5}, {2,1,3,4}, nicht dagegen {1,7}.
® Elementarereignisse sind z.B. {1} oder {5}.
a Wie viele verschiedene Ereignisse gibt es zu dieser Grundmenge Q7

Insgesamt 28, einschlieBlich ) und Q.
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Eintreten von Ereignissen

Definition 2.2 (Sprechweise)

Ist w Ergebnis eines Zufallsexperiments und A ein Ereignis, so sagt man
a A  tritt ein”, falls w € A gilt.
® A | tritt nicht ein”, falls w &€ A gilt.
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Durchschnitt von Ereignissen

Definition 2.3
Es seien A, B C Q Ereignisse. Dann ist der Durchschnitt von A und B

ANB ={weQ:weAund we B}

wieder ein Ereignis. AN B tritt ein genau dann, wenn A und B eintreten.

Ans O
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Vereinigung von Ereignissen

Definition 2.4
Seien A, B C Q Ereignisse. Dann ist die Vereinigung von A und B

AUB ={weQ:we Aoderwe B}

wieder ein Ereignis. AU B tritt ein genau dann, wenn A oder B eintritt (eventuell beide).

Ausd
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Komplement von Ereignissen

Definition 2.5
Fiir ein Ereignis A C £ nennt man das Ereignis

A ={weQ w¢gA}

das Komplement von A in Q oder auch das Gegenereignis von A. Es tritt ein genau dann, wenn A nicht
eintritt.

A
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Mengendifferenz von Ereignissen

Definition 2.6
Seien A, B C Q Ereignisse. Dann heiBt das Ereignis

A\B={weQ:weAundw ¢ B} =ANB°

Mengen-Differenz von A und B. A\ B tritt ein, falls A eintritt aber B nicht.

A\B M

=
Y

A
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Interpretation

Fir Ereignisse A1, Ay, ... bedeutet
® A;N...N A, dass jedes der Ereignisse Aj, ..., A, eintritt.
m AN AyN..., dass jedes der Ereignisse A1, Ay, ... eintritt.
® A U...UA,, dass mindestens eines der Ereignisse Ay,..., A, eintritt.

a A; UAyU..., dass mindestens eines der Ereignisse A;, Ay, ... eintritt.
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Disjunkte Ereignisse

Definition 2.7

a Zwei Ereignisse A und B heiBen disjunkt, wenn A und B kein Element gemeinsam haben, d.h. wenn

AN B =0 gilt.

® Ereignisse Ay, ..., A, bzw. A1, A;, ... heiBen paarweise disjunkt, wenn A; N A; = () fiir jedes Paar i, j
mit i # j gilt.

a Nur fiir disjunkte Ereignisse A und B oder paarweise disjunkte Ereignisse A;, Ay, ..., A, bzw.

A1, Ay, ... verwenden wir die Bezeichnungen:

A+B = AUB

n

YA = AUAU...UA,
j=1

ZAJ' = AiUAU...
j=1

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 2, Folie 2.11



Einfacher Wurfelwurf

Beispiel
Grundmenge: Q = {1,2,3,4,5,6},

Beispiele fiir Ereignisse:
a A =  Augenzahl gerade” = {2,4,6},

® B = ,Augenzahl mindestens 4 = {4,5,6},

® C = ,Augenzahl gleich 1* = {1}

® AUB = ,Augenzahl gerade oder > 4" = {2,4,5,6}

® AN B = ,Augenzahl gerade und > 4“ = {4,6}

m B¢ =  Augenzahl nicht > 4" = {1,2 3}

® A\ B = ,Augenzahl gerade, aber nicht > 4" = {2}

® A+ C = ,Augenzahl gerade oder gleich 1* = {1,2,4,6}
a (ANB)UC = {4,6} U{1} = {1,4,6}
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Zweifacher Wurfelwurf

Ein roter und ein griiner Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Ein
geeigneter Grundraum ist dann

Q={(i,j):ije{1,2,...,6}},

wobei i das Ergebnis des roten und j das Ergebnis des griinen Wiirfels
bezeichnet. Die Menge

A={(i,j)eQ:i+j>09}
={(3,6),(4,5),(4,6),(5,4), (5,5), (5,6),(6,3), (6,4), (6.5), (6,6)}

beschreibt das Ereignis ,,Die Augensumme betrdgt mindestens 9*. Sei

B = ,.Der griine Wiirfel zeigt eine hohere Zahl als der rote”
={(h)eQ:i<j}
C = ,Der rote Wiirfel hat die Augenzahl 3* = {(i,j) € Q:i=3}.
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Zweifacher Wiirfelwurf (Forts.)

Dann gilt:

AN B =, Die Augensumme ist > 9 und der griine Wiirfel

zeigt mehr als der rote" 41
= {(356)’(475)7(4’6)7(556)} 3T
B U C = ,,Der rote Wiirfel zeigt eine 3 oder der griine Wiirfel T :
zeigt mehr als der rote" 1 i
gye
C¢ =, Der rote Wiirfel zeigt keine 3" ’ o 1 2 3 4 5 6

AN C st das Elementarereignis {(3,6)}.
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Kapitel 3: Wahrscheinlichkeitsraume
Motivation: Wahrscheinlichkeiten modellieren relative Haufigkeiten!

Empirisches Gesetz iiber die Stabilisierung relativer Haufigkeiten:

Wachst bei einem idealen Zufallsexperiment die Anzahl n der Wiederholungen, so stabilisieren sich die
relativen Haufigkeiten des Eintretens eines festen Ereignisses erfahrungsgemaB um einen gewissen
(unbekannten) Wert.
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Stabilisierung relativer Haufigkeiten

Sei A C Q. Fiir eine feste Stichprobe x = (x1,...,x,) mit x; € Q besitzen die relativen Haufigkeiten
1 n
he(A) == = 1{x; € A
SEPWLTY

die folgenden Eigenschaften:

w 0< h(A) <1, ACQ,

A (Q)=1,

" ANB=0 =  h(A+ B)=h(A)+ h(B)
Bezeichnen wir den (von A abhingenden) ,Grenzwert" im empirischen Gesetz liber die Stabilisierung
relativer Haufigkeiten mit P(A), so sollten fiir die Zuordnung A — P(A) die folgenden Eigenschaften gelten:

m 0< P(A) <1, AcCQ,

u P(Q) =1,

" AnNB=0 = P(A+B)=P(A)+P(B).
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
Fiir eine endliche oder abzihlbare Menge Q bezeichnen wir mit P(Q) die Potenzmenge von £.

Definition 3.1

Sei Q = {w1,ws, ...} ein hochstens abzahlbarer, nichtleerer Grundraum und P : P(Q2) — [0, 1] eine
Abbildung mit den Eigenschaften

(P1) P(Q) =1,

(9] (e}
(P2) P (U A,-) = Z}P’(A;), falls A1, Ay, ... C Q paarweise disjunkt sind.
i=1 i=1

Dann heiBt P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung oder ein WahrscheinlichkeitsmaB auf Q (bzw. auf P(£2)),
P(A) heiBt Wahrscheinlichkeit von A C Q.

Die Eigenschaft (P2) wird als o-Additivitidt von P bezeichnet. Das Paar (Q,P) (bzw. das Tripel
(Q,P(R2),P)) heiBt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung;: Ist die Grundmenge 2 endlich, so spricht man auch von einem endlichen W.Raum. Axiom
(P2) kann dann ersetzt werden durch das folgende schwéchere Axiom:
(P2*) AABCQ,ANB=0= P(AUB) =P(A) + P(B).
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Eigenschaften diskreter Wahrscheinlichkeitsraume

Sei (2, P) ein diskreter W.Raum. Seien A, B, A1, Ay, ..., A, C Q. Dann gelten

(a) P(0) =0,
(b) P <Z A > = Zn: P(A;) (falls A1, ..., A, paarweise disjunkt), (Additivitat)
i=1

(c) P(A%) =1 -P(A),

(d) Ac B=P(A) <P(B), (Monotonie)

(e) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B), (Additionsgesetz)

() P <U A; > < Z P(A). (Subadditivitét)

(g) P (G A,-) < io: P(A)). (o-Subadditivitit)
i=1 i=1
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Beweis von Satz 3.2

Beweis

(a) Esgilt P(0) =P(OUBU...) &l P(@) +P(P) + ... und damit P(@) = 0, da P(D) € R.
(b) Wahle zu Ay, ..., A, die Mengen A, := () fir jedes k > n. Nutze (a) und (P2).

(P1)

-

(c) Aus Q = A+ A folgt 12 p(Q) © P(4) + P(A%).

(d) Wegen B = A+ (B\ A) folgt P(B) = P(A) +P(B\ A) > P(A).

(e) Es gilt (wegen (b)) P(AUB) =P(A+ (B\ A)) =P(A) + P(B\ A) sowie
P(B) =P((BNA)+(B\ A) =P(AN B) +P(B\ A). Umstellen der zweiten Gleichung und
einsetzen in die erste liefert die Behauptung.

(f) Fir n = 2 folgt dies aus (e), sodann fiir beliebiges n durch vollstdndige Induktion.
(Alternativ kann (f) als Spezialfall von (g) angesehen werden.)
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Beweis von Satz 3.2(g)

Beweis

Es bleibt (g) zu zeigen: Seien Ay, Ay, ... C Q. Definiere Mengen

Bl ::Ah Bz Z:Az\Al,...,Bn ::A,,\(Alu...UA,,_l) furn22

Dann gilt
B, C Ay, AiU...UA, =B1U...UB,, neN,

o0 o0
BenB =0 firk#l | JA=[]JB:.
i=1 i=1
Es folgt

P (D A,-) =P (G B,-) = i]P’(B,-) < iP(A,).

i=1
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Warum nur diskrete W.R3aume?

— Problem der Existenz von P auf P(2) mit (P1) und (P2).

— Ausweg: Man erklart P nur auf Teilmengensystem A C P(£2) mit
a e A,
s Ac A= A€ A,

a A1,A2,...€.A:> UA,’EA.

i=1

Ein Mengensystem A iiber Q # () mit diesen Eigenschaften nennt man eine o-Algebra.

® P(Q) ist stets eine o-Algebra (aber im Allgemeinen zu groB, wenn Q nicht abzahlbar ist)

® Die systematische Konstruktion von o-Algebren und MaBen (WahrscheinlichkeitsmaBen) auf diesen
erfolgt in der MaBtheorie (— Analysis 3, spater in dieser VL und in der Wahrscheinlichkeitstheorie, .. .)
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Weitere Eigenschaften von W.Malen

Satz 3.3 (Stetigkeit von W.MaBen)
Seien (€2, P) ein diskreter W.Raum und A, C Q fiir n € N.
(a) Gilt A, C A, fir alle n € N, so folgt

P (,L_Jl A,-) = ’I_l)ngo P(A)). (Stetigkeit von unten)
(b) Gilt A, D A, fur alle n € N, so folgt
(ﬂA) = lim P(A). (Stetigkeit von oben)
i—00
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Beweis von Satz 3.3

Beweis

(a) Setze Bl = Al7 Bz = A2 \ Al, ooy Bn = An \ (Al u...u An—l) fir n > 2. Dann sind Bl, Bg, 000
paarweise disjunkt und es gilt fiir jedes n € N

A, = LHJ A= O B;.
i=1 i=1

Deshalb folgt mit Hilfe der o-Additivitat und von Satz 3.2(b)

(UA) Z]P’(B) = n'LrEOEn:P(B") = lim P (U B,~> = lim P(A,).

i=1

(b) Folgt aus (a) mit Hilfe von Komplementbildung.
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Einschluss-Ausschluss-Formel

Gegeben sei ein diskreter W.Raum € und Ereignisse A;, Ay, A3 C . Dann gilt

P(A; U Ay) = P(Ay) + P(A) — B(A, N Ay)

((A1UA2)UA3)_ P(A1 U A) + P(A3) — P((A1 U Ay) N As)
P(A1) + P(As) — P(A1 N Ay) + P(As) — P((AL N As) U (A2 N As))
P(A1) + P(A2) + P(A3)

—P(A; N Ay) — P(A; N As) — P(A; N As) + P(A; N Ax N As).

Satz 3.4 (Einschluss-Ausschluss-Formel)
Sei (2, P) ein (diskreter) W.Raum, Aq,..., A, C Q. Dann gilt

P (U A,-) :i(—l)"*l > P(AN...NA).
i=1 k=1

1<ip<...<ig<n

Beweis: ... (Ubung)
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Bonferroni-Ungleichungen

Satz 3.5 (Einschluss-Ausschluss-Formel, Bonferroni-Ungleichungen)
Seien (€2, P) ein (diskreter) W.Raum, A;,..., A, C Qund fir k=1,...,n sei

Sei= Y. P(A,N...NA).

1<in<...<ik<n

Dann gelten:

(a) P UA,-) = Y (-DF1sy,
j=1 k=1

n 2s+1 n—1
(b) P UAJ-> < Y (-1 s, 5:0,1,...,[ > J
j=1 k=1
n 2s n
© P UAJ-) > Yyt s—on |l
j=1 k=1

(ohne Beweis)
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Festlegung von diskreten W.MaBen

Definition 3.6
Sei (2, P) ein diskreter W.Raum. Dann nennt man die durch

p(w) =P({w}), weq,

erklarte Funktion p : Q — [0, 1] Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Zahldichte von P.

Ist A C Q (und damit abzahlbar), so gilt

PA)=P{weQ : we A}) =P (U {w}) = Z P({w}) = Z p(w).

wEA wEA wEA

Also ist P durch seine Zahldichte p schon vollstindig festgelegt. Wegen P(Q2) = 1 folgt auBerdem

> pw) =1
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Zahldichten und W.MaBe

Satz 3.7
Es seien Q ein diskreter Grundraum und p : © — [0, c0) eine Abbildung mit

Z p(w) = 1.

Dann ist durch
P(A) := Z p(w), ACQ

weA
eine WahrscheinlichkeitsmaB P auf Q definiert. P hat die Zahldichte p.
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Beweis von Satz 3.7

Beweis

P(A) > 0 fir A C Q ist klar, ebenso P(2) = 1.
Seien A1, Ay, ... C Q paarweise disjunkt. Dann gilt:

P (2 A,-> = 3 p@) 233 pw) = Y PA).

i=1 we T A i=1 weA, i=1

Bemerkung zu (x): Hier wurde der Umordnungssatz fiir Reihen mit nichtnegativen Summanden (Analysis
1) verwendet: Konvergenz und Wert sind unabhéangig von der Summationsreihenfolge.
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Beispiele fiir Zahldichten

Beispiel

Sei Q = No und seien (px)ken, Wie folgt festgelegt:
(a) p Wl(m)-

(b) pi = (1 - a)a €(0,1).

(c) px :=e~ k‘, A > 0.

(d) px:= (})p*(1 — p)"=* fir k € {0,...,n} und px := 0 sonst (p € [0, 1]).
Dann ist jeweils durch p(k) := px, k € Ny eine Zahldichte auf Ny festgelegt (und damit ein W.maB).

Nachweise ... an der Tafel bzw. Ubung
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Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Notation: |A| bezeichnet die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge A. (— Definition 4.1 allgemein!)

Beispiel (und Definition)
Sei Q # 0 endlich. Fiir A C Q setze

1Al

1

Man nennt (2, P(Q2),P) Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum und P diskrete Gleichverteilung auf Q.
Fiir die Zahldichte p von P gilt

P(A) :=
p(w) =P({w}) =

1
Q
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Zweifacher Wurfelwurf

Modellierung mittels Q := {1,...,6}2, P({(i,j)}) = % =0p(i,j), (i,j)e€ Q.
Sei As := “Augensumme ist 5" = {(i,j) € Q: i+ j=5}.

Dann gilt
. 4 1
P(As)= 3 p(inj) = p(L,4)+p(3.2) +P(2,3) + P(4, 1) = 2 = 5
=
sowie
1 2 3
P(Az) - %7 ]P(AS) = %, P(A4) = %7
5 6 1 1
P(AG)_%a ]P(A7)—%—6, ,P(Alg)_%,
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Dreifacher Wiirfelwurf

Beispiel
Modellierung mittels Q := {1,...,6}3, P({w}) =p(w) = & = 51, w €.

Betrachte die Ereignisse A := “Augensumme ist 11" und B := “Augensumme ist 12",
A | 641 632 551 542 533 443
#16 6 3 6 3 3 =2 =21=A|
B | 651 642 633 552 543 444
#| 6 6 3 3 6 1 — >, =25=|B|
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Kapitel 4: Kombinatorik

Kombinatorik ist die Kunst des (systematischen) Abzahlens.

n Punkte auf Kreisrand
jeden mit jedem verbinden
Wie viele (=: a,) Teile entstehen?

31:1
32:2
33:4
34:8
35:16
367é32

Geschlossener Ausdruck fir a, ?
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Verbindung zur Stochastik

Erscheint ein Laplace-Modell in einer Situation angemessen, so ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
A gegeben durch

Anzahl der fir A , glinstigen" Falle

P(A) =
(4) Anzahl aller moglichen Falle

Die Lehre vom systematischen Abzahlen endlicher , strukturierter” Mengen heit Kombinatorik.
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Kardinalitat

Abzahlen bedeutet, eine Bijektion zu einem Anfangsstiick der natiirlichen Zahlen anzugeben.

Definition 4.1 (Kardinalitat)
Zwei Mengen A, B haben die gleiche Kardinalitit, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt, d.h.,

|A| = |B| :<= 3f : A— B, f bijektiv.

Es ist
[Al=neN:< |A=|{1,...,n}|

Setze [n] :={1,...,n} fir n e N.
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Additionsregel oder Prinzip 1

Sind My, ..., My paarweise disjunkte Mengen, dann gilt

k
IMLU. UM =) M.
i=1

Firr einen formalen Beweis wiirde man aus den Bijektionen zwischen M; und [|M;|] eine Bijektion zwischen

My U...UMjg und [[My]| + - - - + |Mk]|] konstruieren. Man kann induktiv argumentieren, der wesentliche
Punkt betrifft den Fall k = 2.

Fir das auf der nachsten Folie formulierte Abzahlprinzip geben wir eine anschauliche Beschreibung. Die
Aussage kann wiederum mit vollstandiger Induktion formal bewiesen werden.

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 4, Folie 4.4



Multiplikationsregel oder Prinzip 2

Gegeben seien endliche Mengen M; und natirliche Zahlen 1 < m; < |M;| fir i = 1,..., k. Der Reihe nach
werden Elemente a; € M; so ausgewahlt, dass es fir das

1. Element a; € M; stets m; Moglichkeiten,
2. Element a, € M, bei festgelegtem a; stets mp, Moglichkeiten,
3. Element a3 € M3 bei festgelegten aj, ay stets m3 Moglichkeiten,

k. Element ay € My bei festgelegten ay, ..., ax_1 stets my Moglichkeiten
gibt. Dann gilt (mit vollst. Ind.):
Die Anzahl verschiedener solcher k—Tupel (ay,...,ax) € My x -+ x My ist
my-my -+ Mg.
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Typische Abzahlprobleme

® Abbildungen [k] — [n], die injektiv / surjektiv / monoton / streng monoton sind
® Lotto mit / ohne Reihenfolge

® — 4 Grundtypen von “kombinatorischen Problemen™:
mit/ohne Reihenfolge, mit/ohne Wiederholungen.
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Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge: Permutationen

Definition 4.2 (k-Permutationen)

Sei M eine endliche Menge, |M| = n.
(a) Ein k-Tupel (ay,...,ax) € M heiBt k-Permutation aus M mit Wiederholungen (mW), die Menge aller

solcher k-Permutationen sei
Per)!(mW) := M,

(b) Ein k-Tupel (a1, ...,ax) € M* mit a; # a; fiir alle i # j heiBt k-Permutation aus M ohne
Wiederholungen (oW), die Menge aller solcher k-Permutationen sei

Per)!(oW).

Man schreibt auch Per](mW) bzw. Per](oW), falls M = {1,..., n} gilt.
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Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge: Kombinationen

Definition 4.3 (k-Kombinationen)

Sei M ={a1,...,an}, |M|=n.
(a) Ein k-Tupel (aj,,...,a;) € M* mit 1 < iy < ... <ix < n heiBt k-Kombination aus M mit
Wiederholungen, die Menge aller solcher k-Kombinationen sei

Kom} (mW).

(b) Ein k-Tupel (a;,...,a;,) € MK mit 1 < i; < ... < iy < n heiBt k-Kombination aus M ohne
Wiederholungen, die Menge aller solcher k-Kombinationen sei

Kom}! (oW).

Man schreibt auch Komy(mW) bzw. Kom}(oW), falls M = {1, ..., n} gilt.
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Bezeichnungen
Fir ne€ Nund k € {0,...,n} sei

Dann gilt

sowie

(:) _ne (,;d—k+1).

Im Falle k = 0 setzt man dafir n --- (n—k+1) :=1 (“leeres Produkt").
FirneNund k€ {1,...,n—1} gilt

n n—1 n—1 .
<k> = (k B 1) + ( P ) — Pascalsches Dreieck

— kombinatorische Begriindung folgt!
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Basiswissen Anzahlbestimmung

Satz 4.4
Sei M eine Menge, |M| = n. Dann gilt

(a) |Pery!(mW)| = nk, k e N,

(b) | Pery (oW)| = nk := (= k)l, ke N,k <n,
(c) [Kom(mW)| = (""§7%) = ("357%), k€N,
(d) |Kom(oW)| = (]), 1< k <n.

(a), (b) folgen sofort aus Prinzip 2.
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Beweis von Satz 4.4 (d)

Beweis

Sei M ={1,...,n}. Fir (i, ...,ix) € Kom;(oW) setze

M(it, . ., ik) = {(ix(1ys - - » in(ry) @ 7 € Per{(oW)}  (Bijektion zu [k])

= |M(i,... i) = k!

Ferner ist Perj(oW) = > M(i, ..., ik), also
(i;+--»ik) EKomy (o W)

n! . .
= | Perj(oW)| = > IM(i1, - . k)|
N ——

(n—k)! o
(i1;-,ik) EKom7 (oW) —kl
= | Komy(oW)| - k!

n!

= Komj(oW) = PICETE
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Beweis von Satz 4.4 (c)

Beweis
Betrachte

f : Komj(mW) — Kom{ T "1 (oW),
(al,...,ak) — (bl,...,bk),

wobeil1<a; <...<a<n 1<bh<...<b<n+k-1

mit by ;= a1, b :=a+1,....bj:=a;+i—1, i=2,... k.
Die Abbildung ist wohldefiniert und bijektiv. — Behauptung.
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Alternative Sichtweisen
Zu (d): Es gilt

KomL"](oW) = Kom&"fl](oW) + (KomL"jll](oW) X {n}) .

KomE(n](OW)‘ = <n ; 1) + <Z : 1) N (Z)

Zu (c): Jedes k-Tupel aus Kom}!(mW) lasst sich (eindeutig) als Punkt-Strich-Code der Lange k +n — 1
schreiben (Bijektion!). Beispiel:

Induktiv folgt damit

n:87k:7:(131;1737476a6) — H|HH

Im Code kommt genau k mal “-” und (n — 1) mal “|" vor. Also ist | Kom}'(mW)| die Anzahl aller

Moglichkeiten, die k Punkte auf k + n — 1 Platze zu verteilen, d.h., k aus k + n — 1 auszuwahlen.
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Binomischer Lehrsatz

(x+y)'=Kx+y) - (x+y)

— ZXI” yn—|l|_ZZXk n—k

1C[n] k=0 |I|=k

IC[n]
—Z<> kyn—k
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Tirme auf dem Schachbrett

Beispiel

Wieviele Moglichkeiten gibt es, 8 Tiirme (unterscheidbare / nicht unterscheidbare) auf einem Schachbrett so
aufzustellen, dass diese sich gegenseitig nicht schlagen kénnen?
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Anzahlen von Wegen

Wieviele Wege minimaler Lange gibt es zwischen zwei Punkten auf einem ganzzahligen Gitter?
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Ganzzahlige Losungen von Gleichungen

Es seien n, k € N mit k < n. Wieviele verschiedene Losungen hat die folgende Gleichung?

X1+x+---+xx=n, x €Ng

Codiere wieder mit Strichen und Punkten. Beispiel: x; =3, =0,...,x, =1
—1+1+1/0] ... |1 } pmal -7, k — 1-mal “|"
k—1
(n 4k_ _q ) verschiedene Losungen.
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Klassenzerlegungen

Beispiel (Klassenzerlegungen)

Sei M # () eine n-elementige Menge. Eine Familie {Kj, ..., K.} von Teilmengen Ki, ..., K, von M mit
Ki # 0
KiNK; =0 fir i # j und
M=K U...UK, re{l,...,n}

heiBt Klassenzerlegung von M.

Sei k, die Anzahl der Klassenzerlegungen von M. (Es sei 0.B.d.A. M = [n].)

Es gilt: ks =1, ko =2, ks =05:

{{1,2,3}}, {{1,2}, {3}}, {{1,3} {23}, {{2,3}, {1}}, {{1}, {2}, {3}}.

Rekursionsformel: Unterscheide danach, welcher r-elementigen Menge “n+ 1" zugeordnet wird. Es gibt

(:’) Méglichkeiten, eine r-elementige Menge aus [n] auszuwahlen, der “n + 1" zugeordnet wird. Dann gibt es
noch k,_, verschiedene Klassenzerlegungen der restlichen n — r Elemente. Mit kg := 1 gilt dann :

Kni1 = Xn: (") kn—r. — Ubung !

r=0
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Geordnete Zerlegungen

Beispiel (Geordnete Zerlegungen einer Menge M)

SeineN, M=|[n], reN, n,...,n €Ny, ny +---+ n, = n. Setze

M) = {(Al,...,A,) C M= ZA,-,|A,-| =ni= 1,...,r}.

i=1

n n—m n—ng—--+—n_1 n!
nm no n, n!---n.!

: ( " > (Multinomialkoeffizient)
ny,...,n,

= |M;

ny,...,ny

Dieser Multinomialkoeffizient ist als 0 definiert, falls n; ¢ No oder n; + - - - + n, # n. Setze

n
n.__ § : n
Mr T Mnl,.‘.,n,'

Wil go505 np=0
m+--+n=n
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Multinomialformel

Beispiel (Multinomialformel)

S. Winter:

it +x) = Z X1|A1|._,XrIArI
(A1,...,A )EMP

m n
E g Xl ...Xr’

ny,...,nr€Ng (Al,...,Ar)GM"
n+---+n=n Lt

Il
N\
5
=
© 3
£
N—
25
\><=

Einfiihrung in die Stochastik, WS 24 /25
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Laplace-Wiirfel

Beispiel (Laplace-Wiirfel)

Ein fairer Wiirfel wird n-mal geworfen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass n;-mal 1,. .., ng-mal 6 fallt?
—-Q=[6"A={w=(w1,...,wn) €Q : {i€[n :wi=j}=n;,j=1,...,6}

Dann ist |
bijektiv n:

A7 My L= A= .

e n!---ng!

Laplace = P(A) = ﬂ‘ = n!

| T ngl6n”
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Geburtstags-Problem
Beispiel (“Geburtstags-Problem™)

Es seien k Personen im Raum.
A = "Mindestens zwei haben am gleichen Tag Geburtstag”
Modell: Laplace-Modell. Realistisch?
Q={1,...,365}%, |Q| =365
A={w € Q : w; =wj fir ein Paar (i,j) mit i # j}.
A ={weQ : w; #w;firi#j}
|A€| =365 (365 —1)---(365 — k + 1), falls k < 365

]PJ(A):l—IP(AC)zl—%: — ([ =L@ — &)

k 20 23 40 150
P(A) | 0411 0507 0891 1—10

Vergleiche: k-maliges Ziehen aus einer Urne mit 365 Kugeln und Zuriicklegen.
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Weitere Beispiele: Ubung/Tutorium

a Geburtstagsproblem

® Stimmzettelprobleme / Irrfahrten auf Gitter

® Qualitatskontrolle

® Vertauschte Briefe / Fixpunktfreie Permutation

a Erste Kollision, Sammelbilderprobleme . ..
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Modellwechsel

Per}, Kom] lassen sich beschreiben im

k-maliges Ziehen aus Urne mit n Kugeln Ki,..., K,
Urnenmodell mit/ohne Beachten der Reihenfolge
mit/ohne Zuriicklegen (£ Wiederholungen)

Teilchen-Facher | Verteilen von k Teilchen auf n Facher Fy,..., F,
-Modell unterscheidbare/nicht unterscheidbare Teilchen
Mehrbelegung von Fachern erlaubt/nicht erlaubt

Beispiel. Riickblick auf Geburtstagsproblem mit k < 365 Personen:

® Personen Py, ..., Py (Teilchen, unterscheidbar) werden auf Tage (Facher) Ty,..., T3ps5 verteilt
(Mehrfachbelegung erlaubt).

® Aus Urne mit Kugeln Ty, ..., T35 werden k Kugeln (Geburtstage der Personen Py, ..., Py) gezogen
(mit Berticksichtigung der Reihenfolge und mit Zuriicklegen).
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Interpretation (Physik)

k unterscheidbare k nicht unterscheidbare
| Statistische Physik ” Teilchen | Teilchen ”
Mehrfachbelegung ok Ziehen mit
(kein Pauliprinzip) nk ("%71) Zuriicklegen
Facher 1,..., n Maxwell - Boltzmann Bose - Einstein aus Kugeln 1,...,n
keine Mehrfachbelegung Ziehen ohne
(Pauliprinzip) @) Zuriicklegen
Facher 1,....n nk Fermi - Dirac aus Kugeln 1,...,n
geordnete Stichprobe
(Beachten der Reihenfolge) ungeordnete Stichprobe Urnenmodell
der Lange k der Lange k “Ziehen aus Urne"

Bosonen: Photon, Graviton (Elementarteilchen); Cooper-Paare (Elektron-Phonon), Atomkerne mit gerader
Nukleonenzahl, Mesonen (Quark-Antiquark-Paare), flissiges Helium

Fermionen: Leptonen (Elektronen, Neutrinos), Quarks; Baryonen (Proton, Neutron), Pentaquarks
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Kapitel 5: Zufallsvariablen und Indikatorfunktionen

Motivation fiir die Einfiihrung von Zufallsvariablen (speziell von Indikatorfunktionen):

theoretisch
a Funktionen als analytisches Hilfsmittel nutzen,

® eine stukturierte Beschreibung von Ereignissen/Mengen ermoglichen.

praktisch

Oft ist bei einem Zufallsexperiment nicht das Ergebnis w selbst interessant, sondern eine Funktion X(w)
davon, z.B. die Augensumme beim zweifachen Wiirfeln.
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Zufallsvariablen

Definition 5.1
Seien (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Q' = ) eine beliebige Menge. Eine Abbildung

X:Q—=Q

heiBt Q'-wertige Zufallsvariable. Fir Q' = R heiBt X d-dimensionaler Zufallsvektor, fiir Q' = R reelle
Zufallsvariable oder kurz Zufallsvariable.

Bemerkungen.

(1) Das W.MaB P ist fiir die hier gegebene Definition nicht erforderlich.

(2) In einem diskreten W.Raum ist das Bild X(Q2) der ZV X stets abzahlbar.

(3) Spater: Zufallsvariablen auf allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraumen (€2, A, P) beziehungsweise auf
Messraumen (9, A) missen eine Kompatibilitatsbedingung erfiillen: Messbarkeit! (vgl. Analysis 3)

(4) Notation: vorzugsweise groBe lateinische Buchstaben vom Ende des Alphabets
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Beispiel n-facher Wiirfelwurf

Sei Q ={1,...,6}". Beispiele fiir (reelle) Zufallsvariablen sind
& X(w)=w1 4+ +wp w=(w1,...,ws) € Q,
® Y(w):=max{w; : 1<i<n}
® Z(w) := wj fiir ein festes i € {1,..., n}.
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Urbilder

Es sei X : Q — Q' eine Q'-wertige Zufallsvariable. Fiir M C Q' sei
XIM)={weQ : X(w)eM}={XeM}

das Urbild von M unter X.

Die Urbildabbildung X~1 : P(Q') — P(Q) hat die folgenden Eigenschaften: (Hierbei sei / eine abzihlbare
Indexmenge und M; C Q',i € 1)

X71(X()) = Q und X~ L(X(0)) =0,

Xt (Uiel M/') = UielXil(Mi)v

X (Eie Mi) = Yie) XHM),

X Mier Mi) = Ny XHM),

XTHMe) = (XTH(M))°.
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Rechnen mit reellen Zufallsvariablen

Notation: Fir eine ZV X : Q — R und t € R sei
X=t} =X1{t})) ={weQ : X(w) =t}

Analog erklart man die Ereignisse {X < t},{X < t} etc.

Operationen: Fiir reelle Zufallsvariablen X, Y auf Q erklart man
® die ZV X - Y durch (X - Y)(w) := X(w)Y(w), w € Q,
® die ZV max{X, Y} durch max{X, Y}(w) := max{X(w), Y(w)}, w € Q,
® das Ereignis {X < Y} :={weQ : X(w)<Y(Ww)}

Zweifacher Wiirfelwurf Sei Q = {1,...,6}2 und X(i,j) := i, Y(i,j) := j. Dann ist

(X<YY={(j)eq : i<j}, (X—2Y >0 ={(ij)eQ : 2j<i}.
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Indikatorfunktionen

Definition 5.2 (Indikatorfunktion)
Sei A C €. Durch

1, weA,
A {O wé A

wird eine Zufallsvariable 14 : @ — R erklart, die Indikatorfunktion von A.
Alternative Notation : 1{w € A} := La(w)

Was ist der Zusammenhang zwischen Zufallsvariablen und Indikatorfunktionen?
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Rechenregeln fiir Indikatorfunktionen

Satz 5.3 (Rechenregeln)
Seien A, B C Q. Dann gilt
(1) 1 =0,1q =1,

(2)

(3)

(4) Tang =14 1, 1aus = 1o+ 15— L ans,
(5)

5) AC B= 1, < 15.

Beweis: siehe Tutorium
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Indikatorsummen

Definition
Seien Ay, ..., A, C Q Ereignisse. Man nennt die ZV

n n
X:=> 14 =) 1{A}
Jj=1 Jj=1

Indikatorsumme oder Zahlvariable.
Es gilt
a {X =0} =A{N...NAS,
e {X=n}=AN...NA,
o {X£0}=A1U...UA,,
a {X=k}= > (ﬂAﬂWﬁAf) mit () A :=Q, ke N.

TC[n),|T|=k \JET j¢T jen
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Einschluss-Ausschluss-Formel fur Indikatoren

Satz 5.4 (Einschluss-Ausschluss-Formel)
Seien Ay,..., A, C Q. Dann gilt

n

]]~A].LJ...L,|A,7 = Z(_l)kil Z ]lAflﬂ...ﬂAfk ©

k=1 1<ip<..<ik<n

Beweis: siehe Tutorium
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Verteilung einer ZV

Definition und Satz 5.5

Es sei (2, P) ein diskreter W.Raum und X : Q — Q' eine Q'-wertige ZV. Sei Q= X(2). Durch
PX . P(Q) — [0,1],

A s PX(A) = P(X‘l(A’)>
wird ein WahrscheinlichkeitsmaB auf Q definiert. PX heiBt Verteilung von X (unter PP).

Bemerkungen:
® Die Bildmenge Q ist stets abzshlbar.
® Das Paar (§~2,IP’X) ist wieder ein diskreter W.raum.
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Beweis von Satz 5.5

Beweis
Wir rechnen die Eigenschaften eines WahrscheinlichkeitsmaBes nach.

Es ist PX(-) € [0, 1] und PX(Q) = P(x—l(ﬁ)) =P(Q) = 1.
Sind 2\1,2\2, ...cQ paarweise disjunkt, so folgt:

P(SA) = P(X*l(i A)) = P(ixl(z‘f))

= S B(x(A) = Y PR

also ist PX auch o-additiv.
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Bemerkung

Die Abbildung X bewirkt einen MaB-Transport:

QP 5 (QPY)

Aufgrund der Eigenschaften von Abbildungen kann (ﬁ,]P’X) als Vergréberung von (,P) angesehen werden.
Die disjunkten Mengen

') ={w e Q: X(w) =w'}

bilden wegen
Q=> X'({u'})
w'€Q

eine Zerlegung von €. Ist man nur an der ZV X interessiert, so kann man auch mit (ﬁ,IP’X) arbeiten.
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Zweifacher Wurfelwurf

Beispiel

Kanonischer Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) fiir den zweifachen Wiirfelwurf:
Q={(ij):1<ij<6}

und P ist die Gleichverteilung auf Q.

Augensumme als Zufallsvariable: X : Q — R, X((i,j)) = i + .

Dann ist Q(= X(Q)) = {2,3,...,12} und fiir k € € gilt

BX (k) = P({(i)  i+1 = k) = ST
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Nochmal Diskrete W.Raume
Manchmal ist es nitzlich, fiir Q auch iberabzihlbare Mengen zuzulassen (etwa Q = R).

Definition 5.6 (Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum erweitert)
Sei Q # 0 und P : P(Q2) — [0, 1] eine Abbildung mit
(P1) Es gibt Q¢ C Q abzahlbar mit P() = 1.

(P2) P (Z A,-) = > P(A)) fir (paarweise disjunkte) Aq, Ay, ... C Q.
i>1 i>1

Dann nennt man (2, P(2), P) einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum und P ein diskretes
WahrscheinlichkeitsmaB.

Beobachtungen:

Vergleich mit Def 3.1: Ist Q abzahlbar, so sind beide Definitionen aquivalent.

P(0) =0, P(Q) = 1, endliche Additivitdt, Monotonie, ... gelten wie vorher.

P(A) = P(AN Q) fir AcC Q.

Qo ist nicht eindeutig. Aber es ist eine (eindeutige) minimale Wahl méglich!

(Q0,Pg) mit Py(A) :=P(A), A C Qp ist diskreter W.Raum im Sinne der friiheren Definition.
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Verteilung reeller Zufallsvariablen

Im Rahmen dieser erweiteren Definition diskreter W.Raume lassen sich etwa die Verteilungen reeller ZV als
WabhrscheinlichkeitsmaBe auf R interpretieren.

Satz und Definition 5.7
Fir einen diskreten W.Raum (2, P(€2),P) und eine Zufallsvariable X : Q — R sei

PX(M) := P(X"Y(M)) =P({X € M}) fir M C R.

Dann ist (R, P(R), PX) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Man nennt auch dieses diskrete
WabhrscheinlichkeitsmaB PX die Verteilung von X.
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Verteilung reeller Zufallsvariablen

Wir lassen den Zusatz “diskret” haufig weg, wenn dies aus dem Kontext klar ist.

Ist Q ein beliebiges diskretes W.maB auf (R, P(R)), so kann man Q stets als Verteilung einer ZV X auf
einem diskreten W.raum (Q, P(Q2),P) auffassen: Wihle Q :=R, P := @, X :=idg. Dann gilt PX = Q.

Definition 5.8
(a) Sei X eine reelle ZV auf einem diskreten W.raum (2, P(2),P) und @ ein diskretes W.maB auf R. Falls
Q = PX gilt, sagen wir X hat die Verteilung @ und schreiben hierfiir auch X ~ Q.
b) Seien X, Y reelle ZV auf diskreten W.raumen (Q, P(Q),P) bzw. (', P(Q’),P’). Falls PX = PY gilt,
(
sagen wir X und Y haben dieselbe Verteilung und schreiben X ~ Y (oder X i Y).
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Binomialverteilung

Beispiel
Fir n € Ng, p € [0, 1] betrachten wir den diskreten W.raum (Q,P) mit Q =R und

(Z)pk(l _p)n—k’ k € {Oa-~-7n}7
0, sonst.

P({k}) = {

(Wie iiblich vereinbaren wir 0° := 1.)
Hier kann man Qo = {0, ..., n} oder Qo = Ng wahlen. Dann gilt P(Qp) = 1.
Sei X Zufallsvariable auf (,P) mit X = idg. Dann gilt X ~ P bzw. X ~ Bin(n, p).
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Poissonverteilung

Beispiel
Sei A > 0 und (©2,P) mit Q =R und

A=A
e ", ke Np,
P({k}) = {(;(I sonst i

Hier kann zum Beispiel Qo = Ny gewahlt werden. PP ist selbst ein diskretes W.maB auf R.
Sei Y eine Zufallsvariable auf Q mit Y = idg. Dann gilt PY =P d.h. Y ~ P bzw. Y ~ Po(}).
Sei weiterhin (Q',P") gegeben mit Q' := Ny und
NG
P'({k}) = He_’\, k € No.

Betrachte die ZV Z : Q' — R, w + w. Dann gilt P?({k}) = P({k}), k € Ny sowie P?({k}) = 0 sonst (d.h.
fir k € R\ Np). Also gilt PZ = P = P und somit

Z~Y.
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Kapitel 6: Der Erwartungswert

Der Erwartungswert ist eine wichtige (einfache) KenngroBe fiir ZVen auf einem W.raum (Q,P).

Motivation: Ein Zufallsexperiment (etwa ein Gliicksspiel) mit der Ergebnismenge Q = {w1,...,ws} wird
wiederholt durchgefiihrt. Sei X(w;) die Auszahlung bei Ergebnis w;.

Frage: Wie groB ist die durchschnittliche Auszahlung bei wiederholter Durchfiihrung des Experiments?
Analyse: n Durchfiihrungen, bei H; davon trete wj; ein.
Gesamtgewinn: X(w1) - Hy + X(w2) - Ho + -+ - + X(ws) - Hs

Durchschnittlicher Gewinn:

H H,
X(wr) - 71 +-o 4+ X(ws) - - <+ empirisch
~P({w1}) ~P({ws})
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Definition des Erwartungswerts

Definition 6.1

Sei (Q2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, Qo C Q abzahlbar, P(p) = 1. Sei X : Q — R eine
Zufallsvariable. Man sagt, der Erwartungswert von X existiert, falls

> IX(@)IP({w}) < 00 (%)

weo

gilt. In diesem Fall heiBt

E[X] = ) X(«)P({w})

wey
der Erwartungswert von X beziiglich P.
Notation: EX, E(X), Ep(X), ...
m Ist Q endlich, so ist (x) stets erfiillt.
® [st X >0, so erklart man E[X] wie oben und lasst E[X] = co zu. Dann gilt: der Erwartungswert von X

existiert genau dann, wenn E[|X]|] < oco.
a Die Definition ist unabhangig von der Wahl von €.
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Eigenschaften von Erwartungswerten

Satz 6.2 (Eigenschaften von Erwartungswerten)

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (,P). Sei L1 := {X :Q — R : E|X| < co}. Dann ist L! ein
reeller Vektorraum. Fiir X, Y € L', a € R gilt:

(a) E[X+ Y]=E[X]+E[Y],
(b) E[aX] = aE[X],

(¢) X<Y=E[X]<E[Y], (Monotonie)
(d) E[La] =P(A) fir A C Q,

(e) IEIX]| < E[IX]].

(Linearitat)

_ — — O
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Beweis von Satz 6.2

Beweis

Die Menge R? := {X : Q — R} ist bekanntlich ein R-Vektorraum, und L ist ein Unterraum von R%

(insbesondere gilt E[|X + Y|] < oo, falls X, Y € L!). (Warum?)
Sei Qo C Q abzahlbar mit P(Qg) = 1. Nach den Rechenregeln fiir absolut konvergente Reihen gilt

(a) EX+Y]=) (X+Y)w)P{wh) =) X w)) P({w})
w€eQ w€Qo
= > X@P({w}) + D Y(@)P({w}) = E[X] +E[Y]
w€Eo w€Eo
(b) E[aX] = Y aX(w)P({w}) = @ Y X(w)P({w}) = aE[X].
weo w€EQ

(c) Aus X < Y (d.h., X(w) < Y(w) fiir w € Q) folgt
EX]= ) X(w)P({w}) < D Y(w)P({w}) =E[Y].

wEQ w€eQp

(d) Esgilt E[1a] = > 1a(w)P({w})= > P({w})="P(A). (¢) A-Ungl. fiir absolut konv. Reihen.
wey wEeA
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Folgerung (Zahlvariablen)

n
Seien Ay, ..., A, C Q Ereignisse und X := ) 14, Dann gilt
j=1
n
EX =Y P(A)
j=1

und insbesondere wieder
E[14] = P(A), AcCQ.
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Anzahl von Rekorden

Beispiel (Rekorde)

5 7 3 2 6 8 13 12 17 14 11 4...

) ) T )
Rekorde

Modell: Sei Q = Per;(oW) und P die Gleichverteilung auf Q. Fir j = 1,..., n betrachten wir das Ereignis
Ai={(a1,...,an) € Q:aj=max{a1,...,a;}} (Rekord an Stelle j).

n
Dann beschreibt X, := > 14, die Anzahl der Rekorde.
j=1

Es gilt P(A) = {3l = % - (1) -~ DI(n—j)! = 1. (intuitiv?)

= E[X,] = 21 5 E(Xs2) ~ 4,06, E(Xip) ~ 20,3
J:

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 6, Folie 6.6



Transformationssatz

Sei (Q2,P) ein diskreter W.raum und X eine reelle Zufallsvariable auf Q. Sei g : R — R eine Abbildung.
Dann ist g(X) = g o X eine reelle ZV. Der Erwartungswert E[g(X)] existiert genau dann, wenn

> OIPX =0 <.

teR : P(X=t)>0

In diesem Fall gilt

EgX)]= Y  et)P(X=1).

Speziell fiir g(t) :=t, t € R erhalt man
E[X] = > t-P(X =t).
teR : P(X=t)>0

Beachte:
@ Der Grundraum € tritt in den Hintergrund.
® Additivitdt des Erwartungswertes so nicht offensichtlich.
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Beweis von Satz 6.3

Beweis

Die Bedingung P(X = t) > 0 sichert, dass es nur abzahlbare viele Summanden gibt: Die Mengen {X = t}
sind paarweise disjunkt fiir verschiedene t € R, also gibt es nur endlich viele t € R mit P(X = t) > %
néeN.

Existenz des Erwartungswertes:

Elg(X) =Y leX@)PHe}) = > le(X(w)IP({«})

weg wEQ, X(w)=t,
teR : P(X=t)>0

= > D le®IP{w})

teR wE
P(X=t)>0 X(w)=t

= Y g Y P{wh) = le(t) P(X = 1).

teR wE teR
P(X=t)>0 X(w)=t

Wiederhole das Argument ohne Betragsstriche.
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Beispiel zur Transformationsformel

Sei (2, P) ein beliebiger diskreter W.raum und X eine reelle Zufallsvariable mit

]P’X({j})z]P’(X:j):%,j:l,...,k.

Dann gilt
k

EX=Yj-B(X=j)= ZJ—%

j=1

k(k+1)=

l\)ll—l

2

Bemerkungen:
® Q und P sind oft nicht relevant, PX geniigt.
® EX muss nicht Element der Menge X(Q) sein.
a EX ist als Schwerpunkt interpretierbar:

Z(J EX) =j)=0.
W
Masse an

Position j
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Jordan-Formel

Notation: [n] = {1,2,...,n}

Satz 6.4 (Jordan-Formel)

n
Sei (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, seien A;, ..., A, C Q und sei X := > 1y, Setze
j=1

S = Z]P’(ﬂA,-), j=0,...,n
I|C‘[n] i€l
I|=j

(also insbesondere Sy = 1). Dann gilt:
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Spezialfille

P(X = k) = i(—ly-k(osj, k=0,...,n.

=k

® Hangt P(A;, N...NA;) nicht von der Indexmenge | = {i,...,ij} mit |/| = j, sondern nur von j ab, so

it
g P(X = k) = zn:(fl)f*k (i) (j) P(A1N...NA).

J=k

@ Einschluss-Ausschluss Formel:
n

P(A1U...UA) = B(X > 1) =1 - P(X =0) = Y (-1)s;.

® Die alternierenden Summen in (x) sind > 0 und addieren sich zu 1 (wirklich?!).
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Beweis von Satz 6.4

Beweis

Es sei N := [n] und fir r € Ng sei {N}, := {AC N : |A| = r}. Zuniachst gilt

n—k
HX=kl= > (HM)- II @=1a) und ] A=1a)=> (1" > []la-
Te{N}, \ieT LEN\T LEN\T r=0 UE{N\T}, iU
Einsetzen ergibt

1{x—k}—§(—1)f > (HnA,) (HM)

Te{N} Ue{N\T}, \ieT i€y

n—k

D > > I 1a
r=0

n—k

TE{N}, UE{N\T}, ieT+U

o > (44 I

=0 VE{N}iir iev

j=k+r < e J

DYDY (k)ﬂﬂAf'
j=k Ve{N}; iev

Anwenden von E (und Ausnutzung von E[1 4] = P(A) und der Linearitat des EW) ergibt die Behauptung.

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 6, Folie 6.12



Freie Facher

Beispiel
Es werden s > 1 Teilchen (unterscheidbar) rein zuféllig auf n > 1 Facher verteilt, hierbei sind
Mehrfachbelegungen zugelassen.

Gesucht: Verteilung der Anzahl freier Facher

Modell:
Q = Per](mW) = [n]*, P = Gleichverteilung auf Q.
Ai={(a1,...,a5) €Q:a #ifur/=1,...,s} “Fach i ist leer".
X = > 14, — Anzahl der freien Ficher.
i=1
Firj=0,...,nund I C {1,...,n} mit |/| = gilt

. S
P (ﬂ A,-) = <n J) (“j Facher sind nicht belegt”).

) n
iel
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Freie Facher

Beispiel (fortgesetzt)

Mit der Formel von Jordan folgt

P(sz)=z":(—l)j_k(i) (j) (";J> k=0,...,n.

J=k

Die Zufallsvariable Y := n — X bezeichnet die Anzahl der besetzten Facher. Es gilt
P(Y=m)=P(X=n—m)

und

._.
|
N
—
|
S|
N——
L9

:n_n.<";1>5:n.[
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Zweidrittel-Gesetz beim Roulette

Bestimmung der mittleren Anzahl der Zahlen, die beim Roulette nach s Runden aufgetreten sind. Hier ist
n =37 wegen 0,1,...,36 als Nummern der verfligbaren Facher. Also folgt

E[Y] = 37 <1 _ (%)) .

Fiir s = 37 etwa erhilt man EY ~ 23,58. Wegen % - 37 ~ 24,6 besagt dies, dass nach 37 Spielen / Wiirfen
“im Mittel” knapp % der Zahlen 0,1, ...,36 aufgetreten sind. (Vorsicht bei der Interpretation!)

Das Phanomen ist als %—Gesetz bei Roulette-Spielern bekannt.
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Kapitel 7: Binomial- und hypergeometrische Verteilung
Motivation der Binomialverteilung

Problem: In einer Urne seien r rote und s schwarze Kugeln. Die Kugeln seien unterscheidbar. Wir ziehen n
Kugeln nacheinander mit Zuriicklegen und beachten die Reihenfolge. Wieviele der gezogenen Kugeln sind
rot?

Modellraum: Q = Per},"*(mW), P : Gleichverteilung auf Q.

0.B.d.A. seien die Kugeln so durchnummeriert, dass 1, ..., r die roten und r 4+ 1,...,r + s die schwarzen
Kugeln sind.
Ai={(a1,...,an) €Q:a; <r} "j-te gezogene Kugel ist rot”
n
X =3 1y “Anzahl gezogener roter Kugeln”
j=1

Es gilt || = (r+ )", |Aj| = r- (r+5)""! und somit P(A;) = r((r:rfs))n;l = . Es folgt

P(X—k)—w— (Z) (ris>k<ris>nk, ke {o,....n.
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Binomialverteilung

Definition 7.1 (Binomialverteilung)
Sei n € Ny, p € [0,1]. Durch

n

o= () ot =p* ke in)

wird eine Zahldichte auf {0, ..., n} erklart. Das zugehorige WahrscheinlichkeitsmaB auf dem Grundraum
{0, ..., n} heiBt Binomialverteilung mit den Parametern n und p und wird mit Bin(n, p) bezeichnet.

Ist X : Q — R eine ZV auf einem (diskreten) Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) mit
PX({k}) =p(k) fir k€ {0,...,n},

so sagt man, dass X eine Binomialverteilung mit den Parametern n, p hat und schreibt hierfiir
X ~ Bin(n, p). (Man sagt auch, X ist binomialverteilt.)
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Bemerkungen

Man kann bei einer binomialverteilten ZV X ~ Bin(n, p) den Wertebereich auch als Teilmenge von R
wihlen, solange zumindest {0, ...,n} C X(Q) erfillt ist, d.h. X : Q@ - W C R mit {0,...,n} C W.

Beachte:
« S pk) =3 ()PP = (p+ (1 p) =1
k=0 k=0

Es handelt sich also bei p in der Tat um eine Zahldichte.
® Fir p=0ist P({0}) =1 und P({k}) =0 fir k € {1,...,n}.
Fir p=1ist P({n}) =1 und P({k}) =0 fir k € {0,...,n—1}.
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Erwartungswert binomialverteilter ZV

Sei X ~ Bin(n, p). Dann gilt E[X] = np.

Beweis

Man kann dies zum Beispiel einfach nachrechnen. Fiir p € (0, 1] gilt

E[X]Zkiok(k> k1—p)"*=p. Z—)!pk—l(l_p)n—k
e g

=np-(p+(L—p)"" = np.

Der Fall p =0 ist klar.
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Zuriick zum Eingangsproblem

Wir hatten n
X = Z Ta; “Anzahl gezogener roter Kugeln”
j=1
und
P(A;) = —
g s

Ferner galt X ~ Bin(n, p) mit p = .

In dieser Situation ist also (fast ohne Rechnen!)

EX = iE]lAj = iIP’(Aj) = np.
=1 j=1

Folgt der allgemeine Fall mittels “Approximation”?
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Bemerkung 1

Mit der Notation von Folie 7.1 gilt

FA(r+s)"

P(A,N...NA;) = (5 s)

=p, 1<ih<...<ij<n

Also erhalt man mit der Jordanschen Formel

s ,i(_l)j_k ()C)7 - 2V g o
—1)yk <Z> <j::>P’ = <Z> .nk(_l)jk <;’::> pi ket

- (Z) pk:z::: (n ; k)(—P)Z = (Z)pk(l e

n
n

>

k
(
k
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Bemerkung 2

Far I C [n], |l] = k gilt
n—k

. rk.s
icl jele

Also erhalt man durch direkte Rechnung (viel schneller und einfacher als mit der Jordanschen Formel)

PXx=k=P| > AnOA]= > P(NANNA

IC[n],|l|=k i€l Jjele 1C[n],|l|=k iel Jjele

=Y pa—p)*

[l1=k

= <Z) pr(1—p) k.
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Plots von Bin(n, p) fiir n

= W ke

01234

e RN

0123 4°:
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=10 und p =0.1;0.3;0.5;0.7

X ~ Bin(10,0.1)

56 78910

X ~ Bin(10,0.5)

[CRERICENN

P(X = k), X ~ Bin(10,0.3)

012345678910

P(X = k), X ~ Bin(10,0.7)

oo

012345678010 F
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Hypergeometrische Verteilung

Motivation: Aus einer Urne mit r roten und s schwarzen unterscheidbaren Kugel werden erneut rein zufillig
n Kugeln gezogen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge, jetzt aber ohne Zuriicklegen. (Dann muss
notwendig n < r + s gelten!) Wieviele der gezogenen Kugeln sind jetzt rot?

Modellraum: Sei Q = Per},"*(oW) und P die Gleichverteilung auf Q.

Sei A; wie oben und X = ) 14, Wir betrachten das Ereignis By := {X = k} fiir k € {0,...,n}.
j=1

Dann gilt
B =10 =31 = (}) =)= kD) s(s = ) (s = (0= ) +1
_(n r! sl
_(k)(rk)!'(s(nk))!
und daher
" P(X—k)—<n> . s! (r+s—nt (DG
=k (r—=k)! (s—(n—k))! (r+s)! - (r—:s) )

falls 0 < k <r, 0 < n— k <s (sonst sind beide Seiten der Gleichung ohnehin 0).
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Hypergeometrische Verteilung

Definition und Behauptung 7.3 (Hypergeometrische Verteilung)

Seien n € Ny, r,s € Ng mit n < r + s. Dann wird durch
(&) (»24)
r+ )
(")
eine Zahldichte auf {0,..., n} erklart. Das zugehérige MaB auf dem Grundraum {0, ..., n} heiBt
hypergeometrische Verteilung mit den Parametern n, r,s und wird mit Hyp(n, r, s) bezeichnet.

p(k) := k e€{0,...,n}

Ist X : Q@ — R eine ZV auf einem (diskreten) Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) mit

PX({k}) = p(k) fir k€{0,...,n},
so sagt man, dass X eine hypergeometrische Verteilung (mit den Parametern n, r,s) hat und schreibt hierfiir
X ~ Hyp(n, r,s). (Man sagt auch, X ist hypergeometrisch verteilt.)

Konvention (Erinnerung): (]) =0 fiir b > a oder b <0, a,b € Z.
In der Tat ist p eine Zihldichte, was durch die Voriiberlegungen bewiesen ist. (Es wird im Tutorium
nochmals auf unabhingige Weise nachgewiesen.)
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Ziehen mit einem Griff

Alternative Modellierung: Das Ereignis {X = k} kann auch als Teilmenge der Menge der n-elementigen
Teilmengen der (r 4 s)-elementigen Menge aller (unterscheidbaren) Kugeln (also ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge und ohne Wiederholungen) modelliert werden.

“Ziehen mit einem Griff", d.h. Modellierung in Kom/,"*(oW).
Mit der Gleichverteilung auf diesem Grundraum wird man auch in diesem Fall auf die hypergeometrische

Verteilung gefiihrt, und zwar mit denselben Parametern, d.h. auch in diesem Modell gilt

p(x = k) = W)

(%)

k €A{0,...,n}.
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Erwartungswert hypergeometrisch verteilter ZV

Ist X ~ Hyp(n,r,s), so gilt E(X) =n-

_r
r+s-

Beweis

n
Dies folgt direkt aus X = 14, und
j=1

A
P(A;) = % = :rs fir j=1,...,n. (Warum gilt das?)

(Man kann den Erwartungswert auch direkt ausrechnen. — Ubung, Tutorium!)
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Plots von Hyp(8,12,12), Hyp(8, 16, 8)

P(X = k), X ~ Hyp(8,12,12) P(X = k), X ~ Hyp(8, 16,8)
4 4
3 3
2 2
1 1
123 45607S8Fk 123 456078Fk

Fir r,s >> nist Hyp(n, r,s) ~ Bin(

n
..II||
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Kapitel 8: Modellierung mehrstufiger Zufallsexperimente

Haufig beruhen Zufallsexperimente auf Teilexperimenten in mehreren Stufen. Ereignisse eines
Teilexperiments kénnen von Ausgangen der vorangehenden Experimente abhangen.

Modellierung: €, ..., Q, seien die Mengen der méglichen Ausgange des 1. bis n. Teilexperiments. Der

Grundraum fiir das Gesamtexperiment sei

Q=M x - xQp={w=(w1,...,wp) rw; € Q; fiiri=1,...,n}

Beispiel (Polya-Urnenschema)

In einer Urne seien 1 rote und 3 schwarze Kugeln. Es wird rein zuféllig eine Kugel gezogen, deren Farbe
notiert, und diese wird zusammen mit einer weiteren Kugel gleicher (!) Farbe zuriickgelegt. Dann wird
erneut rein zufallig eine Kugel gezogen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese rot ist?
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Polya’s Urnenschema

Beispiel (Polya-Urnenschema)

In einer Urne seien 1 rote und 3 schwarze Kugeln. Es wird rein zufallig eine Kugel gezogen, deren Farbe
notiert, und diese wird zusammen mit einer weiteren Kugel gleicher (!) Farbe zuriickgelegt. Dann wird
erneut rein zufallig eine Kugel gezogen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese rot ist?

Modellraum zu Polyas Urnenschema:
Q=0 ={rs}, Q= xQ, B:={(r,r),(s,r)}.

Festlegung von W.maB / Zihldichte auf Q mittels “Baumdiagramm”:

p(r.r)=73"%
p(r,s) =13,
p(s,r)=13-1¢
p(s,s) = % . ;—‘.
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Pfadregeln im Beispiel

N~

—~
1 (r =

1 A S

S &

| Start

F G}::;j

®

1. Pfadregel: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten entlang eines Pfades werden multipliziert.
1 2 31
e p(57,)_1.,

ror)=
p(r;r) 5
Im Beispiel ist die “erste Pfadregel” konsistent mit relativen Haufigkeiten!

2. Pfadregel: Wahrscheinlichkeiten der Pfade, die zum Ereignis gehéren, werden aufsummiert.

2 3 1
P(B) =p(r,r) +p(s,r) = 0 20"
Das Beispiel legt nahe, wie aus Startverteilung und Ubergangswahrscheinlichkeiten schlieBlich W.maBe
erhalten werden.
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Zweistufige Experimente

Definition und Satz 8.1

Seien 1, abzahlbare Grundraume, P; ein W.maB auf Q; (die Startverteilung) mit Zahldichte
p1(w1) : =Py ({w1}) fir wy € Q1. Sei ferner p1p : Q1 x Q2 — R eine Funktion mit pia(wi, wp) > 0 fir
(w1, w2) € Q1 X 2 und

Z pi2(wi,w2) =1, wy € Q.
wr €S,

Man nennt py» eine Ubergangszahldichte von €; nach Q.. Dann definiert
p(w1,w2) == p1(w1) - pra(wr1,w2), (w1, w2) € U x Q2

eine Zahldichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion auf € := Q; x 5. Das durch p definierte W.maB

P(A) := Zp(w), AcCQ,

w€EA

heiBt Kopplung von p; und pi».
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Beweis von Satz 8.1

Beweis

Es gilt

Z p(w) = Z p1(w1) - pra(wi, w2)

weN (whwz)EQlXQz

— Z Z p1(wi) - pra(wi, wa)

w1 €Y W€D

> pi(wr) Y pra(wr, w2)

w1EY waEQ
= E p1(0.)1)~1: 1.
w1 €L

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 8, Folie 8.5



Bemerkungen

Sei im obigen Modell etwa A, C £25, A := Q; X A,. Dann ist

P(A)= ) (Z P1(w1)'P12(W17W2))~

wr€Ar \wi€
Man erhilt also P(A) durch “Summation der W. aller Pfade mit Endknoten in A"
Dies ist eine spezielle Form der zweiten Pfadregel.

Generell: Die Pfadregeln sind eine Folge unserer Definitionen der W. von Elementarereignissen bei der
Modellierung als zweistufiges Experiment.

Man interpretiert p12(w1,ws) als die Wahrscheinlichkeit, dass das 2. Teilexperiment den Ausgang w, hat,
wenn das erste Teilexperiment den Ausgang w; hatte.
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n-stufige Experimente

Definition und Satz 8.2 (3-stufige Experimente)

Gegeben seien abzahlbare Grundrdume €, ..., Q3. Ferner seien gegeben eine Startverteilung mit Zahldichte
p1, eine Ubergangszahldichte pi» sowie eine Funktion pioz : 21 X Q5 x Q3 — R mit

p123(wi, w2, w3) >0, (wi,w2,w3) € N x Oy x N,

> pis(wn,wp,ws) =1, (wr,w) € QU x Q.

w3€EN3

Dann definiert
p(w1,wg,W3) = pl(wl)pl2(wlyw2)P123(w17W27W3)a (w17w2,w3) €0 xQp x Q3

eine Zahldichte auf ; x Q, x Q3. Das zugehorige W.maB heiBt Kopplung von p1, p12, P123.
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n-stufige Experimente

Definition und Satz 8.3 (n-stufige Experimente)

Gegeben seien abzahlbare Grundraume Qy,...,€Q, Allgemein gelte fiir p; : 1 x --- x Q; = R mit
Jj€{2,...,n},

pj(wl,...,wj)ZO, (wl,...,UJj)EQ]_X"'XQj,

Z pj(wl,...,wj) =1, (wl,...,wj_l) €Ny X+ X Qj_l.

wjEQ;

Dann definiert
p(W]_, ct 7Wn) = pl(wl) : Pz(wlyUJZ) o 'pn(w]n cc 7Wn)a (wly ttt 7Wn) e Ql X X Qn

eine Zahldichte auf Q; x -+ x Q,. Das zugehérige W.maB heiBt Kopplung von p1,...,pn,. Die Funktionen
pj, j =2,...,n werden als Ubergangszahldichten von Q; X --- x Q;_; nach Q; bezeichnet.

S. Winter: Einfithrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 8, Folie 8.8



Bemerkungen

(1) Die Behauptungen in Definition und Satz 8.2/8.3 kénnen ebenso wie in Definition und Satz 8.1
nachgewiesen werden.
(2) Anstelle von pj(wi,...,wj) schreibt man manchmal auch suggestiv

pj(wj | Wi, - .- 7wj71)

fir j > 2. Diese Notation passt gut zu den bedingten Wahrscheinlichkeiten, die im nachsten Kapitel

eingefihrt werden. Man interpretiert dabei p;(w; | w1, ...,wj—1) (d.h., die Ubergangswahrscheinlichkeit
von (w1, ...,wj—1) nach wj) als die Wahrscheinlichkeit, dass w; im j. Teilexperiment eintritt, wenn die
vorigen Teilexperimente die Ergebnisse wy,...,w;_1 haben.
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Zwei Spezialfille

(1) Produktexperimente: Hangen die Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht von den Ergebnissen der
vorigen Schritte ab, d.h., gilt pj(ws,...,wj—1,w;) = pj(w;) fiir j=1,...,n, so folgt

p(w) = p1(w1) - Pn(wn), w=(wi,...,wp) € Q.

Gilt speziell 2; =€, i=1,...,nund p; = P, so wird hiermit die n-fache “unabhéngige”
Wiederholung eines Experiments modelliert.

(2) Markov-Kette: Es sei S :=Q; =--- = Q, und pj(wi,...,wj_1,w;) hdnge nur von w;_; ab, nicht von
Wiye.w,Wj—2 fur aIIej = 273,....
Sei Xj(w) := wj fir w = (w1,...,wn) € S". Dann ist X1, ..., X, eine (sogenannte) Markov-Kette mit

Zustandsraum S.
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Kapitel 9: Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Leitfrage: Wie lasst sich Vorinformation bei der Modellierung / Festlegung eines W.raumes angemessen
verwenden? Ein typisches Beispiel hierzu ist das (sogenannte) Ziegen-Problem.

Konkret: Wie beeinflusst die Kenntnis, dass ein Ereignis B schon eingetreten ist, die Aussichten auf das
Eintreten eines Ereignisses A?

H.(ANB)  LtH,(ANB) ~» P(ANB)

HB) ~  1H(B) - P(B)

Anteil derjenigen Félle unter allen Féllen, in denen B eintritt, in denen auch noch A eintritt.

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 9, Folie 9.1



Bedingte Wahrscheinlichkeit
Definition 9.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingte Verteilung)

Seien (€2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, A, B C Q Ereignisse mit P(B) > 0. Dann heiBt

P(AN B)

P(A|8) = —pr5s

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B (bzw. Wahrscheinlichkeit von A gegeben B).

Die Funktion
P(AN B)

P(B)
heiBt bedingte Verteilung von P unter der Bedingung B (bzw. gegeben B).

Pg: P(Q2) — [0,1], A— Pg(A) =P(A| B) =

Bemerkung. Anschaulich wird die auf B vorhandene “Wahrscheinlichkeitsmasse” auf 1 normiert und die
Masse auBerhalb von B wird “vergessen”. Es gilt

P(B| B) =1, falls P(B) > 0, sowie P(A | B) =0 fiir A C B°.
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Bedingte Verteilung ist Wahrscheinlichkeitsmal

Sei die Situation wie in Definition 9.1 gegeben. Dann ist Pg ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (2, P()).

Beweis

Fiir beliebige A C Q gilt offenbar Pg(A) = “45%) <1 (sowie > 0).

AuBerdem gilt Pg(Q) = 553 = 1.

Seien Aj, Ay, ... paarweise disjunkt. Dann sind auch die Mengen A; N B, A, N B, ... paarweise disjunkt und
aus der o-Additivitat von P folgt

Z, 1A) N B) P(Z?;(AimB)) Z, 1P A nB)
ve <ZA> P(B) - P(B) - ZPB

Dies zeigt die o-Additivitat von Pg.
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Ubergangswahrscheinlichkeiten sind bedingte W.
Es liege die Situation von Definition 8.1 vor, also

Q=M x D, w=(w1,w2), p(w) = p1(w1)p12(wr,w2),P(C) = Z pw), CcCQ
weC
Ziel: Interpretation der Ubergangszihldichte p1, als bedingte W.

Seien a € Ql, a € Qg, Al = {81} X Qz, Ay = Ql X {82}. Also: AN A, = {(81,82)} und
P(A; N Az) = p1(a1)p12(a1, @2). Ist pi(a1) > 0, so folgt

P(A) = Y pi(a)pra(ar, w2) = pa(ar)
w2ED

und damit
IP(AQ | A]_) _ pl(al)p12(ala 32)
pl(al)

Allgemeiner gelten entsprechende Aussagen bei n-stufigen Experimenten.

= P12(31, 32)-
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Multiplikationsformel
Sei P(A;) > 0. Dann gilt

P(A; N Ay) = P(A;) - P(A; | Ar)

Allgemeinere Aussage:

Satz 9.3 (Multiplikationsformel)
Sei (2, P) ein diskreter W.raum. Seien Ay, ..., A, C Q Ereignisse mit P(A; N...N A,_1) > 0. Dann gilt

]P(Al n...N A,,) = P(Al) . IP(A2|A1) . ]P(A3|A1 n A2) .o P(A,,|A1 n...N An—l)-

Beweis

Fir n = 2: klar. Nach Definition gilt fir n > 3:

P(Alﬂ...ﬂA"):P(Alﬂ...ﬂAn_l)-P(A"|Alﬂ...ﬂAn_1).

Die Aussage ergibt sich nun durch vollstandige Induktion iiber n.
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Totale Wahrscheinlichkeit und Bayes-Formel

Satz 9.4 (Totale Wahrscheinlichkeit und Bayes-Formel)

Sei (Q,P) ein diskreter WRaum. Seien Ay, Ay, ... C Q paarweise disjunkte Ereignisse mit 221 A =Q
sowie B ein Ereignis. Nachfolgend sei P(A;) - P(B|A;) := 0, falls P(A;) = 0. Dann gilt:

(a)

P(B) = ZIP’(AJ-) -P(B|A;)) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
=1

(b) Falls P(B) > 0, so gilt fiir jedes k € N

_ _P(Ax) - P(B|A«) _

,;1 P(A;) - P(B|A))

P(A«|B)

(Formel von Bayes)
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Beweis von Satz 9.4

Beweis

(a) folgt aus
P(B) =P(QNB) = ((iA,) mB) —]P(i(A,-nB))

— iP(Aj NB)= iP(Aj) -P(BJA)),

wobei die getroffene Konvention zu beachten ist.

(b) folgt aus
P(AcNB) _ P(Ac) - P(B | Ax)
P(B) P(B)

und Anwendung von (a) im Nenner unter Beachtung der Konvention.

P(Ax|B) =
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Beispiel: Ziegenproblem

Beispiel
Hinter einer von drei Tiiren befindet sich der Hauptgewinn, hinter den beiden anderen jeweils eine Ziege.
Der Kandidat zeigt auf Tiir 1; diese bleibt zunachst verschlossen.

Der Moderator weiB, hinter welcher Tiir sich der Hauptgewinn befindet. Er darf die Gewinntiir nicht 6ffnen,
muss aber eine Ziege zu erkennen geben.

Der Moderator 6ffnet Tir 3 und bietet an, von Tir 1 zu Tir 2 zu wechseln. » Soll man das tun?

o e
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Beispiel: Ziegenproblem

Beispiel
Wir modellieren:
Aj = Gewinn hinter Tiir j*  ~  P(A) = P(Ay) = P(A;) = %
Bj = ,Moderator offnet Tiir ;. ~ P(By|A1) = P(Bs|A;) = %
P(Bs|Ay) = P(Bs|As) = 1.

1 1 1 > P(Al n 83) = P(Al) . IP(B3|A1)
11 1
©) ©, ® “32° 6
/ ‘ _ P(A2)P(Bs|A2) _ 31 2
©O © O ARG EAEEA) 11415 3
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Beispiel: Test auf eine seltene Krankheit

Beispiel (Test auf eine seltene Krankheit)

Fir eine Krankheit, die mit (evtl. unbekannter) Haufigkeit g € [0,1] in einer Population auftritt, steht ein
Test zur Verfiigung.

Modellierung: Setze Q := {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Dabei bedeutet eine
— 1 (bzw. 0) in der ersten Komponente: krank (bzw. gesund),

— 1 (bzw. 0) in der zweiten Komponente: positives (bzw. negatives) Testergebnis.

Also ist
K:={(1,0),(1,1)} (krank)
K :={(0,1),(0,0)} (gesund)
N:={(1,0),(0,0)} (negatives Testergebnis)
Ne:={(0,1),(1,1)} (positives Testergebnis)
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Beispiel: Test auf eine seltene Krankheit

Es gilt dann:
P(K) = q, (Prévalenz)
P(N°|K) = pses (Sensitivitét)
P(N|K€) = psp, (Spezifitat)
P(K|N€) (positiver Vorhersagewert)
P(K|N) (negativer Vorhersagewert)

a Die Sensitivitat und die Spezifitat sind Gitekriterien fiir das medizinische Testverfahren und wiirden
idealerweise 100 % betragen, was praktisch aber nicht erreicht werden kann.

a Die Pravalenz ist die Haufigkeit mit der die Krankheit innerhalb der betrachteten Population auftritt
(oft unbekannt). Sie beeinflusst stark die Vorhersagewerte des Tests. Sie kann ggf. sehr klein sein.
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Beispiel: Test auf eine seltene Krankheit

Die Bayes-Formel ergibt fiir den positiven Vorhersagewert

P(K) - P(N<|K) 9 Pse

P(K) - P(Ne|K) + P(K<)-P(N|K) g pse + (1—0) (1= psp)

P(K|N¢) =

wegen P(K¢) =1— q und P(N°|K®) =1 — psp.
Plot von g — P(K|N€) fir pse = psp, = 0.998 (beachte die logarithmische Skala auf der g-Achse):

0 T T TTTTTT —T T TTTTITt —T T TTTTITt
0.0001 0.001 0.01 0.1
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Beispiel: Test auf eine seltene Krankheit

konkrete Zahlen:
® 1 000 000 Menschen werden getestet, davon sind 1000 krank (g = 0.001).
® Von den 1000 Kranken erhalten ca. 998 ein positives Ergebnis (wegen hoher Sensitivitat, pse = 0.998).

® Von den 999 000 Gesunden erhalten ca. 1998 ein positives Ergebnis (trotz hoher Spezifitat,
psp = 0.998).

® |nsgesamt gibt es also ca. 2996 Personen mit positivem Testergebnis.
® Davon ist nur ca. ein Drittel krank (P(K|N€)).

a generelles Problem von Reihenuntersuchungen!
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Beispiel: Simpson-Paradoxon

Beispiel

Bei den 6 Fachern mit den hochsten Bewerberzahlen wurden 1973 an der Universitat Berkeley ca. 44,5%
der méannlichen, aber nur etwa 30,3% der weiblichen Bewerber zugelassen.

Manner Frauen
Fach | Anzahl der Zulassungsquote Anzahl der Zulassungsquote
Bewerber (in %) Bewerberinnen (in %)

1 825 62 108 82

2 560 63 25 68

3 325 37 593 34

4 417 33 375 35

5 191 28 393 24

6 373 6 341 7

insg. | 2691 44,5 ‘ 1835 30,3

» Ist die geringere Annahmequote bei Frauen ein Zeichen fiir Geschlechterdiskriminierung? Wir setzen
natiirlich voraus, dass bei beiden Geschlechtern der Anteil Qualifizierter gleich hoch ist.
» Nein, die Frauen haben sich bevorzugt in Fachern mit hoher Ablehnungsquote beworben.
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Beispiel: Simpson-Paradoxon

Was ist der Zusammenhang zur bedingten Wahrscheinlichkeit?

Wir modellieren der Einfachheit halber die Situation fiir Frauen und Manner getrennt (aber analog). Hier sei
das Modell fiir eine zufallig unter allen Bewerberinnen ausgewahlte Frau vorgestellt.

Setze Q = {1,...,6} x {1,0}. Fir (f,z) € Q gibt f das gewahlte Fach an, z = 1 bedeutet, dass die
Bewerberin zugelassen, und z = 0, dass sie abgelehnt wurde.
Dann ist

Fi .= {(i,1), (i,0)}=,sie hat sich auf Fach i beworben®*,1 < i < 6,
Z:={(i,1) | 1 < i< 6}=,sie wurde zugelassen".

Das W.maB P,,, das die Situation der Frauen beschreibt, ist vollstandig bestimmt durch die Angaben

P, (F;) = Anteil der Frauen, die sich auf Fach i beworben haben,

P (Z|F;) = Annahmequote fiir Frauen im Fach i.

(Warum?)
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Beispiel: Simpson-Paradoxon

F; :={(i, 1), (i,0) }=,hat sich auf Fach i beworben*,1 < < 6,
Z:={(i,1) | 1 < i< 6}=, wurde zugelassen“,
P, (F;) = Anteil der Frauen, die sich auf Fach i beworben haben,

)

P, (Z|F;) = Annahmequote fiir Frauen im Fach i.

Sei (Q,Pp,) das analoge Modell fiir die Manner.
» Die Zulassungswahrscheinlichkeit betragt (Satz von der totalen W.) fiir Frauen/Manner:

PW(Z):ZPW(Z|F,-).PW(F,) bzw. Pm(Z):me(zm).Pm(m,

» P, (Z) < Pn(Z) kann auftreten, obwohl P, (Z|F;) > Pn,(Z|F;) fir die meisten (oder sogar alle!) i gilt,
wenn nur die kleinen bedingten W. P, (Z|F;) mit groBen Gewichten P, (F;) in die Summe eingehen.
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Beispiel: Simpson-Paradoxon

» Das ,Paradoxon” besteht also nur in einer unzulassigen Gleichsetzung von bedingten und
»normalen/unbedingten® Wahrscheinlichkeiten!

» Alle relevanten Einflussfaktoren (hier: die Facherwahl) miissen beriicksichtigt werden, wenn man den
Einfluss eines Merkmals (hier: das Geschlecht) auf eine ZielgroBe (hier: die Zulassungsquote) untersuchen
mochte, es sei denn, man kann sicherstellen, dass diese weiteren Einflussfaktoren fiir alle Auspragungen des
eigentlich interessierenden Merkmals gleich sind (im vorliegenden Fall also P, (F;) = P,,(F;) gelten wiirde).

Anwendung in medizinischen Studien: Beim Vergleich der Wirksamkeit eines neuen Medikaments mit der
eines anderen Medikaments oder eines Placebos werden die teilnehmenden Patienten zuféllig auf die beiden
Gruppen (also diejenigen, die das neue Medikament erhalten, und die Kontrollgruppe derjenigen, die das
andere Medikament oder das Placebo erhalten) aufgeteilt (,,randomized trial*).
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Kapitel 10: Stochastische Unabhangigkeit

Ergebnisse von je 25 unabhangigen Wiirfelwiirfen?

2535412636531423541426413
4334461234545633413626365
3645123645323464235621465
2262336362644144553335153

Weitere Beispielsituationen
® Stein-Schere-Papier (Kann ich unabhangig wechseln?)
® Roulette (Werden Zahlen bei langerem Ausbleiben wahrscheinlicher?)

® Lotto (Sind manche Kombinationen wahrscheinlicher als andere?)
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Unabhangige Ereignisse

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) von A unter der Bedingung B ist

P(A|B) = W

Die Kenntnis des Eintretens des Ereignisses B fiihrt oft zu Wahrscheinlichkeiten P(A|B), die verschieden von
der ,unbedingten” Wahrscheinlichkeit P(A) sind.

Falls jedoch gilt
P(A[B) = P(A),

so hat das Eintreten von B wahrscheinlichkeitstheoretisch keinen Einfluss auf das Eintreten von A.
Hierdurch wird keine Aussage iiber kausale Abhangigkeiten getroffen.
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Abhangig oder unabhangig?

Beispiel: Zweimaliges Ziehen aus Urne ohne Zuriicklegen

Wir ziehen zweimal aus einer Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln ohne Zuriicklegen und betrachten
die Ereignisse

A = zweite Kugel rot*, B := ,erste Kugel rot“.
Dann gilt
r(r+s—1)
P(A) = B
(4) (r—i—s)(r—i—s—l) r+s P(B),
r(r—1)
P(ANB) =
(AN B) (r+s)(r+s— ) ()r+s 1
und daher
PlAE) = ——— # Pl B = E(E)
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Unabhangige Ereignisse

In gleicher Weise bedeutet
P(B|A) = P(B),

dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von B ,unabhéngig" ist von der Information , A tritt ein®
Jede der Gleichungen P(A|B) = P(A) und P(B|A) = P(B) ist aquivalent zu

P(ANB) = P(A)-P(B) .
In diesem Fall heiBen die Ereignisse A und B (stochastisch) unabhangig.

Dabei sind auch die Falle P(A) = 0 oder P(B) = 0 zugelassen.

Diskussion: Die Unabhangigkeit von A und B im Fall P(A) > 0, P(B) > 0 bedeutet anschaulich, dass A
und B wahrscheinlichkeitstheoretisch in dem Sinne keinerlei Einfluss aufeinander ausiiben, dass jede der
beiden Informationen , A tritt ein” oder ,B tritt ein” die Aussicht auf das Eintreten des jeweils anderen
Ereignisses unverandert |asst.
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Stochastische Unabhangigkeit

Definition 10.1 (Stoch. Unabhangigkeit von endlich vielen Ereignissen)

Sei (2, P) ein diskreter W.raum. Ereignisse Ay, ..., A, C Q heiBen (stochastisch) unabhangig, falls
IP’( N A,-) = [[»4)
JET JET
fur jede Menge T C {1,2,...,n} (mit |T| > 2) gilt.

Fir drei Ereignisse A, B und C ist die Unabhangigkeit gleichbedeutend mit der Giiltigkeit der vier
Gleichungen

P(ANB) = P(A)-P(B),

P(ANC) = P(A)-P(C),

P(BNC) = P(B)-P(C),
P(ANBNC) = P(A)-P(B)-P(C)

Es sind dann auch A und B stochastisch unabhangig, ebenso A und C usw.
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Bemerkungen zur stoch. Unabhangigkeit

® A, B, C paarweise unabhingig #= A, B, C unabhingig (Ubungsaufgabe).

a P(ANBN C)=P(A)P(B)P(C) # A, B, C unabhingig (Ubungsaufgabe).
@ Unabhéangigkeit hat nichts mit Disjunktheit zu tun!

® Unabhangigkeit ist von realer Beeinflussung zu unterscheiden!

In einer Urne seien 1 rote und 2 schwarze Kugeln. Wir ziehen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen. Seien

B := ,erste Kugel rot", und A := ,zweite Kugel rot"

Dann gilt P(A) = 1/3 und P(A|B) = 0. A und B sind also nicht unabhéngig. A ist real beeinflusst von B,
aber nicht B von A !
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Komplemente

Mit A und B sind auch A und B¢ unabhingig, da

P(ANBY) = P
- P

[
>

Damit sind auch A° und B€ unabhéangig!

Mit vollstandiger Induktion erhalt man den folgenden Satz.
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Komplemente

Satz 10.2 (Unabhangigkeit und Komplementbildung)
Es seien Ay, ..., A, n> 2, Ereignisse in einem diskreten W.raum (2, P(2), P). Dann sind folgende

Aussagen aquivalent:
(a) Ag,...,A, sind stochastisch unabhingig.

(b)
P(ﬂA,mﬂAj) = [I=a) - []® (A

iel jeJd iel jed
fur jede Wahl disjunkter Teilmengen / und J aus {1,2,..., n}.

Dabei gilt
NA = A =  [[rA) = [[rP#A) =1

< jeo il jeon

Beachte: (b) = (a) folgt mit J = ().
(a) = (b) folgt durch Induktion Gber |J|, analog zum Beispiel.
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Produktexperimente

Beispiel: Unabhangigkeit und Produktexperimente
Seien (21,P1),...,(Q2,,P,) diskrete W.rdume, Q := Qg x -+ x Q,,

P({w}) = p(w) = [[mi(@) = [[P({a}), w=(a...,3,) €Q.
Jj=1 J=1

Dann ist (€2, P) ein diskreter W.raum und p die Zahldichte von P.
Firje{Ll,...,n} sei A7 C Q; beliebig und

j—1 n
A= X UxAx X Qn = {w=(a,...,a,) €Q:a€ A}
m=1 m=j+1

Dann sind Ay, ..., A, stochastisch unabhéngig.
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Produktexperimente

Beispiel: Unabhangigkeit und Produktexperimente

Nachweis: Sind G; € @y, GG C Qp, ..., C, C Q, und ist w = (ay,...,a,), so gilt
PGx-xCG)= > pw =3 .3 [[eia) = ( 3y pl(al))--~( 3 p,,(a,,))
weC XX Cp aeC a,€C, j=1 aeC a,€C,
=Pi(C1)---Po(Cp). (*)
Ferner: Fir 0 # T C {1,...,n} ist mA _ XB*’
JET

wobei B := A7 fir j € T und B := Q; fir j ¢ T. Es folgt

p(N4) = (>< gr) @ IIm8) = [TB#) € TIea).

Jj=1 JET JET
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Erzeugungsweise der Binomialverteilung

Satz 10.3
Es seien Ay, ..., A, unabhangige Ereignisse in einem W.raum (,P) mit P(A;) =: p fir j=1,..., n. Dann
gilt

X = Z 1{A;} ~ Bin(n, p).
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Beweis von Satz 10.3

Beweis

Sei N := [n], {N}x := {T C N :|T| = k}. Fiir k € [n] gilt [{N}«] = (7) und

P({X=k})=ﬂ”( > (ﬂAf“ A Af)) > P(““ ) Af)

Te{N}, \ieT JEN\T Te{N}« ieT JEN\T
= > JIrA)- I ra)= > p-(1-p)*
Te{N},i€T JEN\T Te{N}

= <Z> pl(1-p)
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Beispiel: Bernoulli-Ketten

Beispiel
Die Situation von Satz 10.3 wird hergestellt durch die Wahl (vgl. Folien 10.9/10.10):
a Q= Q) x--xQ,,
w Q= {0,1} furj=1,...,n,
» P({1}) = p=1-P;({0}) firj=1,...,n,
e fir w=(a,...,a,) € Q sei

n n

]P’({(al, o an)}) = H]P)i({ai}) _ H [pai(l o p)l—a;] _ pa1+--'+an(1 _ p)n—a1—..._an’
a Aj = {(31,...73,,) eN: aj:1}.

Der W.raum (Q,P) (und das damit einhergehende Experiment) heiBt Bernoulli-Kette der Linge n mit
Trefferwahrscheinlichkeit p.

Dabei steht 1 fiir Treffer und 0 wird als Niete interpretiert.
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Beispiel: Das Zwei-Finger-Morra

Beispiel: Zwei-Finger-Morra
Zwei Spieler A und B heben gleichzeitig jeweils einen oder zwei Finger hoch.

Stimmen die Anzahlen der gezeigten Finger iiberein, so erhalt A von B so viele Euro, wie insgesamt Finger
gezeigt wurden (also 2 oder 4).

Stimmen sie nicht Uberein, so zahlt A 3 Euro an B.

Annahmen: A hebt mit W. a einen Finger und mit W. 1 — a zwei Finger.
B hebt mit W. b einen Finger und mit W. 1 — b zwei Finger.
A und B treffen ihre Wahl unabhangig voneinander.

Modell: Q := {(1,1),(1,2), (2, 1), (2,2)} und
p(1,1) = ab, p(1,2)=a(l—b), p2,1)=(1—a)b, p(2,2)=(1—a)1-b).

Sei X der Spielgewinn von Spieler A. Es gilt:
P(X =2) = ab,
P(X = —-3) a(l—b)+(1—a)b,
P(X=4) = (1-a)(1-b).
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Beispiel: Das Zwei-Finger-Morra
Erwartungswert von X ist von Spielstrategien a und b abhangig!
E,5(X) =2ab—3[a(l — b) + (1 — a)b] +4(1 — a)(1 — b) =4 —Tb+ (12b —T7)a.
Ist das Spiel fair? Falls a = b = 1/2 gilt, so folgt E, »(X) = 0.
Wahlt Spieler B die Strategie by := 7/12, so folgt

49 1
Eap(X) =4 - +0 B unabhingig von al

Kann B vielleicht noch etwas besser agieren? Beachte:
5b—3, falls b>7/12,

2 E.p(X) =< 4—7b, falls b<7/12,
sSas 1 -
—15, falls  b=7/12,
— i E. . (X) — E.. (X) — 1
0211121023;1 ab(X) = e ah(X) = 1

Spieler B ist im Vorteil!
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Unabhangig oder nicht?

Beispiel: Unabhangigkeit und Gerichts-(Fehl)-Urteile

Sally Clark verliert zwei Kinder durch plétzlichen Kindstod. Nach dem Tod des zweiten Kindes wird sie
wegen zweifachen Mordes verurteilt.

Sei A; das Ereignis, dass in einer wohlhabenden Nichtraucherfamilie das j-te Kind durch plétzlichen
Kindstod stirbt.

1
P(Aj) =~ 500" (aufgrund empirischer Daten)

Urteil stiitzte sich maBgeblich auf die Annahme, A; und A, seien unabhangig.
1 1 1

P(A; N Ay) ~ : ~ .
= PAn4) 8500 8500 72000000

Jury interpretierte diese W. zudem falschlicherweise als W. fir die Unschuld der Mutter.
Die Royal Statistical Society schaltete sich ein. Keine Unabhangigkeit!

P(Az|A) > P(A;)!
Sally Clark wurde im zweiten Berufungsverfahren freigesprochen. (https://en.wikipedia.org/wiki/Sally_Clark)
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Kapitel 11: Zufallsvektoren, gemeinsame Verteilung

Beispiel (Zweifacher Wiirfelwurf, erste und groBte Augenzahl)

Es seien Q := {(/,j) : i,j € {1,...,6}}, P die Gleichverteilung auf Q, X(i,) := i sowie Y(i,j) := max(i, ).

Bestimme P({X = k} N {Y =¢}).

¢

1 2 3 4 5 6 |%
1[1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 |1/6
2| 0 2/36 1/36 1/36 1/36 1/36 |1/6
3] 0 0 3/36 1/36 1/36 1/36 |1/6
4 0 0 0 4/361/36 1/36|1/6
510 0 0 0 5/36 1/36|1/6
6/ 0 0 0 0 0 6/36]|1/6
¥ [1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36| 1

P(Y = 0)
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Erste und groBte Augenzahl beim zweifachen Wiirfelwurf

Stabdiagramm der gemeinsamen Verteilung von erster und groBter Augenzahl beim zweifachen Wiirfelwurf
(blau) sowie der Verteilung des Maximums (orange)
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Gemeinsame Verteilung

Definition und Behauptung 11.1 (Zufallsvektor, gemeinsame Verteilung)
Es seien (€2, P) ein diskreter W.raum und X; : Q = R, j =1,..., n, Zufallsvariablen. Dann heiBt die durch

X(@) = (K@) Xelw)), weD,
definierte Abbildung X = (X1,...,X,) : @ — R" (n-dimensionaler) Zufallsvektor mit Komponenten
X1,y Xa

Das durch
PX(M) = P(X (M), M C R,

definierte WahrscheinlichkeitsmaB PX : P(R") — [0, 1] heiBt Verteilung von X oder gemeinsame Verteilung
von Xi, ..., X,. Desweiteren heiBt die durch

X X (X1, Xn) = P(X =1, .., Xp = Xa),  (x1,...,%,) ER",

definierte Funktion fx, .. x, gemeinsame Zahldichte von Xi,..., X,.
Die Verteilung von X; heiBt j-te Marginalverteilung (oder Randverteilung) von X.

Bem.: Zu zeigen ist nur, dass PX ein W.maB ist. Das Argument ist dasselbe wie im reellwertigen Fall.
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Erklarungen

® Kurze Notation: P(X € M) fir P({X € M}), P(Xy € My, Xo € My) fiir P({X1 € My} N {Xa € Mp})
etc.

® Da der W.raum (2, P) diskret ist, gibt es ein Qo C Q mit P(Q) = 1. Deshalb ist fir X : Q — R” die
Menge My := X(Q0) C R" abzahlbar.

® Ferner gilt P(X € My) =1 und
0 <P(XHMS)) <P(Q\Q)=1-1=0.
® Man kann auch M§ := {t € My : P(X = t) > 0} betrachten. Dann ist Mg abzahlbar,

P(X €M\ Mg)= > P(X=t)=0,
te Mo\ Mg

und daher P(X € M§) =1 und P(X € (M§)<) = 0.
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Gemeinsame Verteilung vs. Randverteilungen

Beobachtung

In der Situation von Definition 11.1 lassen sich aus PX die Marginalverteilungen von Xi, ..., X, bestimmen.

Zur Erinnerung: Sind By, Bs, ... C Q paarweise disjunkt mit P (Zi21 B,-) =1, so gilt

P(A) = > P(ANB), AcCQ.
i>1
Hier: Zu jedem j € {1,..., n} existiert eine abzahlbare Menge M; C R mit P(X; € M;) = 1. Dann gilt fir
n=2
PXi=t) = Y PXi=t,X=1t) HeM
tHEM,

und allgemein:
]P(Xl = tl) = Z Z IF’(Xl = tl,XQ = t2,...,X,, = t,,).

treEM, t,EM,

(Summe kann weiter eingeschrankt werden auf {(t2,...,t,) € Ma x ... X M, : P(Xa = ta,..., X, = t,) > 0})
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Gemeinsame Verteilung vs. Randverteilungen
Die gemeinsame Verteilung legt die Randverteilungen fest.
Aber: Die gemeinsame Verteilung ist i.A. nicht durch die Marginalverteilungen bestimmt!

Beispiel

Seien Q :={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, X(i,j) :=1i, Y(i,j) :=j, c €[0,1/2] ein freier Parameter und die
gemeinsame Verteilung von X und Y sei gegeben durch die folgende Tabelle:

J
1 2 >
i ' ‘ i7c| 3 P(X =)
2 | i1-c c |2
)X 3 z 1
P(Y =)

Verschiedene gemeinsame Verteilungen besitzen die gleichen Marginalverteilungen!
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Definition 11.2 (Unabhangigkeit von Zufallsvariablen)

Es seien (2, P) ein diskreter W.raum und Xi, ..., X, reelle Zufallsvariablen auf Q. Die ZVen Xi, ..., X,
heiBen stochastisch unabhéngig, falls gilt:

{X1 € B1},...,{X, € B,} sind unabhangig fir alle By, ..., B, C R.

Bemerkung: Die ZVen Xi,..., X, kdnnen auch allgemeiner Zufallsvektoren mit Werten in Rdumen
unterschiedlicher Dimensionen sein, X; kann etwa RKi-wertig sein fiir j = 1,...,n. In diesem Fall ist
B; C RN, j=1,...,n zu wahlen.
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Satz 11.3 (Kriterien fiir stoch. Unabhangigkeit von ZVen)

Folgende Aussagen sind aquivalent fiir Zufallsvariablen Xi, ..., X, auf einem W.raum (Q,P):

(a) Xi,...,X, sind stochastisch unabhingig,

(b) P(Xy € By,..., X, € By) = H]P’(XJ-EBJ-) fir By,...,B, CR,
(c) P(X1=x1,..., X = Xp) HIP’ G =x;) furxg,...,x, €R.

Beweis

+(a) = (b)" ist direkte Folge der Definition der Unabhangigkeit von Ereignissen.
+(b) = (a)": Setzt man B; =R, so ist {X; € B;} = Q und P(X; € B;) = 1.
+(b) = (c)": Setze in (b) B; = {x;} fur j=1,...,n

»(c) = (b)*: Summation! (nichste Folie)
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Beweis von Satz 11.3 ((c) = (b))

Beweis
Sei M; C R abzahlbar mit P(X; € M;) =1firj=1,...,n
Seien By, ..., B, CRund Bf := B;N M; C B}, also P(X; € B; \ B) = 0. Dann folgt

P(Xy € By,.... X, €B,)=P(Xy € Bf,..., X, € B})
= > P(Xy = X1, ..., Xp = Xp)

(X1,-+-sXn)EBF X --- X B

Z Z Xl = X1 P(Xn = Xn)

x1EBf Xn€EB

ST PXi=x) | [ YD PX=x)

XleB* X €EB
=P(X; € BY)---P(X, € B;) =P(X; € By)---P(X, € Bp).
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Gemeinsame Verteilung unabhangiger Zufallsvariablen

Folgerung 11.4

Die gemeinsame Verteilung von stochastisch unabhangigen ZVen Xi, ..., X, auf einem diskreten W.raum
(2, P) ist durch ihre Randverteilungen eindeutig bestimmt.
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Blockungslemma

Satz 11.5 (Blockungslemma fiir Zufallsvariablen)

Es seien Xi, ..., X, unabhangige reellwertige Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen diskreten W.raum
(Q,P). Sei k € {1,...,n— 1}. Weiter seien g : R* — R und h: R"“% — R Funktionen. Dann sind die
Zufallsvariablen g(Xi, ..., Xk) und h(Xxyi1,. .., X,) stochastisch unabhangig.

Die Aussage des Blockungslemmas bleibt fiir Funktionen von mehr als zwei disjunkten Blocken
unabhangiger Zufallsvariablen giiltig.

Beispiele:
® X1, X, X3, Xy unabhingig = sin(X1 + X2), X3 — 2Xy unabhéngig

® X;, X, X3, X4, X5 unabhangig = X? + /X3 + X, Xo/X, unabhingig

Frage: Sind X + X5 und X; — X; stochastisch unabhéngig, wenn X7, X stochastisch unabhangig sind?
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Beweis von Satz 11.5

Beweis
Seien Y1 := g(X1,...,Xk), Y2 := h(Xks1,...,X,). Seien y1, y» € R. Wir wahlen abzihlbare Mengen M;
wie im Beweis von Satz 11.3. Nachfolgend ist stets x; € M; fiir i = 1,..., n. Dann gilt

|
5

P(Y1:Y17Y2:}/2): E P(X]_:X]_,...,Xn:Xn): E Il]P) _XJ
(x15--,n) (x15---xn)
8(X1 5+ Xk )=Y1 By 15+ -5 %n) =Y &lxg,. s 1)=y1 (X155 Xn)—Y2

=Z ZHH”XXJHP 5=%)

..... (K- s%n): j=k+1
E(Xl ----- Xk) h(xke15- s Xn):yz

k
= > I[rX=x) > HP G =x)| =P(Y1 = y1)P(Ya = o).

Es195000 xK): j=1 (X150 Xp): j= k+1
&(x1s--es XK )=y1 A(Xpg5eees Xn)=y2

Die Behauptung folgt nun mit Hilfe von Satz 11.3.
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Erwartungswerte, allg. Transformationsformel

Wir verallgemeinern nun Satz 6.3 auf Zufallsvektoren.

Satz 11.6 (Die allgemeine Transformationsformel)

Sei Z : Q — R" ein n-dimensionaler Zufallsvektor auf dem diskreten W.raum (,P). Sei g : R” — R eine

reelle Funktion. Setze My := {z € R" : P(Z = z) > 0}. Genau dann existiert der Erwartungswert von g(Z),
wenn > |g(2)|P(Z = z) < oo. In diesem Fall gilt

Eg(Z) = Y g(2)B(Z = 2).

zeMy
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Beweis von Satz 11.6

Zur Erinnerung: EX existiert, falls E[X| < 0o, d.h., >° o [X(w)|P({w}) < o0

Beweis
Sei Qp C Q abzahlbar mit P(€g) = 1. Zunachst ist

Elg(Z)l = Y le(Z@)IP(fwh) = > > 1{Z(w) = z}|g(Z(«))| P({w})

wEQ wEQ zEMy
=3 > le@IH{Z)=23P{w) = > g Y PB{w})
z€Mo we zeMo weN:Z(w)=2z
- Y )Pz =)
zeMy

Der Erwartungswert E(g(Z)) existiert also (d.h., E|g(Z)| < c0) genau dann, wenn der letzte Ausdruck

endlich ist. Dies zeigt die erste Behauptung.
Wiederholung des Arguments ohne | - | ergibt die zweite Behauptung.
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Multiplikationsformel fiir Erwartungswerte

Satz 11.7

Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen diskreten W.raum (Q,P) mit
E|X| < oo und E|Y| < co. Dann existiert auch der Erwartungswert des Produktes XY, und es gilt

E(XY) = EX-EY.
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Beweis von Satz 11.7

Beweis

Setze Z := (X, Y), z:=(x,y) und g(x,y) := xy. Dann gilt P(Z = z) = P(X = x, Y = y). Mit den
Satzen 11.6 und 11.3 folgt

E[IXY|] = Elg(2) = > x| ly[P(X =x, Y =y)
(x,y)€R?2: P(X=x,Y=y)>0
= > x| Iy P(X=x)P(Y =y)
(x,y)ER?2: P(X=x)P(Y=y)>0
= Y XIP(X=x) Y. WIB(Y=y)| =E[IX]]-E[Y] < co.
x:P(X=x)>0 y:P(Y=y)>0

Wiederholung des Arguments ohne | - | ergibt die zweite Behauptung.
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Produkte ohne Unabhangigkeit
Nach Satz 11.7 gilt: Sind X, Y unabhangig mit E|X]| < o0, E|Y| < o0, so gilt E |XY| < .

Frage: Gilt diese Implikation auch, falls X und Y nicht stochastisch unabhangig sind? Antwort: Nein!

Gegenbeispiel

Sei ¢ := 3,7, < co. Dann definiert

1

= — ke N
Pk Ck37 c NN,

eine Verteilung auf N.
Sei X eine Zufallsvariable mit P(X = k) = px, k € N. Sei Y := X. Dann gilt
1
ra

M2

1
— < oo,
c

EIX|=E|Y|=> kpc =
k=1

=
—

NE
x| =
I
1

= 1
E[|XY|] =EX* = =Zk2pk =
k=1

>

=1,
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Diskrete Faltungsformel
Satz 11.8

Es seien X und Y unabhingige reelle Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen diskreten W.raum (€, P). Sei
Moy C R eine abzahlbare Menge mit P(X € Mp) = 1. Dann gilt

PX+Y=t) = Y PX=x)P(Y=t-x), teR
x€ My

Beweis
Sei Mp C R abzahlbar mit P(X € Mp) = 1. Dann ist P(X € M§) =0 und
X+Y=t}={XeM,Y=t—X} +{XeM;,X+Y =t}

Es folgt P(X + Y =t) =P(X € My, Y =t — X) und daher
P(X+Y =t)= (Z{X—xY—t—x}):Z]P’(X:x,Y:t—x)

xeMy x€Mp

=) P(X=x)P(Y =t—x).

x€Mp
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Faltung von Gleichverteilungen

Beispiel
Seien X, Y stochastisch unabhangig und je gleichverteilt auf 1,2,..., n, also

: . 1 .
Fiur k € {2,3,...,2n} gilt direkt (erste Gleichung) oder mittels Faltungsformel (zweite Gleichung)

P(X+Y =k = %H(i,j)e{l,...,n}2:i+j=k}|

k
= Y PX=0)P(Y=k—i)

1 k—1, falls 2 < k < n,
o \n—(k—n)+1, fallsn+1<k<2n,

n—|k—n—1|
n? '

Fir n = 6 ergibt sich die Verteilung der Augensumme beim zweifachen Wiirfelwurf.
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Additionsgesetz fiir die Binomialverteilung

Satz 11.9
Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ Bin(m, p) und Y ~ Bin(n, p). Dann gilt

X + Y ~ Bin(m + n, p).

Beweis: siehe Tutorium
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Kapitel 12: Varianz, Kovarianz und Korrelation

Der Erwartungswert ist ein LagemaB fiir eine Verteilung bzw. eine ZV. Weitere Information liefern
Streuungsmabe.

Definition 12.1 (Varianz, Standardabweichung)
Sei X eine Zufallsvariable mit EX? < co. Dann heiBt die Zahl

V(X) == E(X -~ EX)? (= El(X - E(X))?)

Varianz (der Verteilung) von X. Die Zahl /V(X) heiBt Standardabweichung (oder auch Streuung) (der
Verteilung) von X.

Beachte:
® Es gilt [x| <1+ x? fir alle x € R, also |X| < 1+ X2. Die Voraussetzung impliziert also insbes.
E|X| < o0, d.h. EX existiert.
® Analog gilt (X — a)? < X?+2]a||X| + 2%, a € R. Also existiert V(X).
® Sei g(t) := (t — EX)?, t € R. Dann ist V(X) = E(g(X)).
® Wir setzen nachfolgend (mitunter stillschweigend) EX? < oo voraus.
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Darstellungsformel fiir die Varianz
Satz 12.2

Sei X eine Zufallsvariable mit EX? < co. Dann gilt:
(a) V(X) = EX2 — (EX)2.
(b) Ist My C R abzahlbar mit P(X € Mp) = 1, so folgt

V(X)= ) (x—EX)*-P => % — (EX)2.

x€Mo x€Mo

(a) Wegen (X —E(X))? = X - X — 2E(X)X + (E(X))? folgt mit der Additivitat des Erwartungswerts

V(X) = E(X - X) = 2E(E(X) - X) +(E(X))>.
N————
=E(X)-E(X)

(b) Transformationsformel fir den Erwartungswert.
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Beispiel: Varianz der Gleichverteilung

Beispiel
Sei Q={1,...,k}, ke N, P({w}) = +, w € Q, X = idg. Dann ist

1 k+1
]E(X)_F.(l_i_..._|_k)_T
und k 2
. 1 k+1 1 1 (k+1)2 k2-1
X) = 2.2 (—=) =Zk(k+1D)(2k+1)= — = )
V()j_zlfk<2> g+ 1)(2k+1)p 4 12

Allgemeiner gilt: Ist X gleichverteilt auf {a,a+ 1,...,b} mit a,b € N und a < b, dann gilt

at+b

(b—a+1)2-1
2’ '

EX =
12

V(X) =

Konvention: Wir sagen, ein Ereignis A C Q gilt P-fast sicher, falls P(A) = 1 oder (in der Stochastik
gleichwertig) P(A°) = 0. Etwa: X = a gilt P-fast sicher, falls P(X # a) = 0. Letzteres ist konsistent mit
Sprechweisen in der allgemeinen MaBtheorie, wo man auch unendliche MaBe betrachtet.
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Eigenschaften der Varianz

Es seien X eine Zufallsvariable auf (Q,P) mit EX? < oo und A C Q ein Ereignis. Dann gilt:
(a) V(X)>0und V(X) =0<«= P(X =EX) =1, d.h. X = EX gilt P—fs.,

(b) V(aX + b) = 22 V(X), a,b € R,

(c) V(X) =E(X —t)? — (EX — t)?, t € R,

(d) V(1a) = P(A)(1 — P(A)) = P(A)P(A%).

Es seien X1, ..., X, ZVen auf (Q,P) mit EX? < co. Dann gilt:

(e) V (Z X,-) = ZV(X,-) +2 ) [E(XX) — E(XG)EX)] .

1<i<j<n
(f) Sind speziell Xi, ..., X, paarweise stochastisch unabhangig, so gilt

\Y% (Z x,) = iV(X,-).
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Beweis von Satz 12.3

Beweis

(©) E[(X — £)2] — (BX — t)2 = V(X — t) = V(X).

(e) Es gilt
\Y (Z X,-) =E (i(X; — EX;)) 2
_ ;E (X — X)) + ; E[(X; — E(X)) (X — E(X))].
Wegen -

E = E[X:X]] — E(G)E(X) — E(X)E(X) + E(X)E(X))
— E[X.X)] - E[X]EX]
folgt die Behauptung aus der Symmetrie.
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Minimalitatseigenschaft des Erwartungswerts

Folgerung
Nach Satz 12.3(c) gilt

E(X —t)>=V(X)+ (EX —t)?, teR,

und somit
V(X) =min {E(X — t)*: t € R},

d.h., t = EX ist Minimalstelle des Funktionals t — E(X — t)? und V(X) das zugehdrige Minimum.
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Varianz von Zahlvariablen

Satz 12.4

n
Es seien (2, P) ein W.raum, Ay, ..., A, C Q Ereignisse und X := > 1 ,,. Dann gilt
=

1

V(X) =Y P(A)L-P(A) +2 > (P(AiNA)—P(A)P(4).
i=1 1<i<j<n
Gilt speziell P(A;) = P(A1) und P(A; N Aj) =P(A1NAy) firalle i,j =1,...,n mit i # j, so folgt
V(X) = n [P(A1)(1 — P(A1)) + (n — 1) (P(AL N A2) — P(A1)?)] .
Gilt noch spezieller paarweise stochastische Unabhéngigkeit der Ereignisse und ferner P(A;) = p, dann folgt
V(X) = np(1 - p).

Beweis: Setze X; := 1,4, i =1,...,n und wende Satz 12.3 (e) an.
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Varianz von Binomial- und hypergeometrischer Verteilung

Beispiel (Binomialverteilung)
Fir X ~ Bin(n, p), gilt EX = np und

V(X) = np(1 - p).

Dies ergibt sich aus Satz 12.4. Setze dafiir A; an als Treffer im j. Versuch, j =1,...,n. Dann gilt
P(A;) = p und A;, A; sind stochastisch unabhangig fiir i # ;.

Beispiel (Hypergeometrische Verteilung)

Fir X = Z 14, ~ Hyp(n, r,s) mit P(A;) = =: p ist EX = np. Aus

i=

(A mA) r+;§£r+ls) 1) pr+s 1 fUr ’ #J fo'gt

V(X) = np(1 - p) + n(n—1) [p%—pz] =np(1—p)+np(n—1)[ r—1 -

r—|—s—1_r+s

(n—1) — ey = (-Plm=
=np(l=p) {l‘m] :
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Anzahl der Rekorde

Sei Q = Per](oW) und P die Gleichverteilung auf Q. Zur Erinnerung:
Ai={aeQ:a=max{ai,...,a}}, j=1,...,n

X, =) 1a  Anzahl Rekorde.

Wir hatten schon gezeigt, dass P(A;) = Jl j=1,...,ngilt. Firl <j < k < n gilt
n 1 k—1 1
P(A; N A) 2 (k> < ; )(j ik~ 1= )i~ ! =~ = B(A)B(AY),

das heiBt, Ay, ..., A, sind paarweise stochastisch unabhéngig. Es folgt

n

ZP A)) = ;j(l——) z-—z_w)g

Ubung: A1, ..., A, sind stochastisch unabhangig.
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Tschebyscheff-Ungleichung
Satz 12.6 (Tschebyscheff-Ungleichung)

Es sei X eine Zufallsvariable auf (Q,P) mit EX? < oo. Fiir jedes ¢ > 0 gilt

P(IX — EX| > ¢) < @.

Beweis

Definiere Funktionen g, h: R — [0, c0) durch

g(t) = 1{|t —EX| > e} < h(t) = €l2(t _EX), teR.

Dann gilt
g(X) < h(X), also  E[g(X)] < E[h(X)].
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Standardisierung von Zufallsvariablen

Definition und Behauptung 12.5

Es sei X eine Zufallsvariable mit V(X) > 0. Dann heiBt die Zufallsvariable

X X —E(X)
VV(X)
Standardisierung von X.

Es gilt EX = 0 und V(X) = 1.

Bemerkungen und Beispiele:
@ zur Erinnerung: \/W ist die Standardabweichung von X.
X —np

Vori—p)

® Ist X die Standardisierung von X, so gilt P(|X| > ) < &2 fiir jedes ¢ > 0.

® Es gelte X ~ Bin(n, p). Dann ist X = die Standardisierung von X.
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Kovarianz und (Un-)Korreliertheit
Fir beliebige Zufallsvariablen X, Y gilt nach Satz 12.3 (e)

V(X +Y) =V(X)+ V(Y)+2(E[X - Y] -EX-EY).

=C(X,Y)

Sind X, Y stochastisch unabhangig, so ist nach Satz 11.7 (Multiplikationsformel) C(X, Y) = 0.
Frage: Ist C(X, Y) ein MaB fiir stochastische Abhangigkeit?

Definition und Behauptung 12.7
Seien X, Y Zufallsvariablen auf (,P) mit EX? < 0o und EY? < co. Dann heiBt

C(X,Y) :=E[(X — EX)(Y — EY)] = E[XY] — E[X]E[Y]

die Kovarianz von X und Y. Man nennt X, Y unkorreliert, wenn C(X, Y) = 0, andernfalls korreliert.

Bem.: Wegen |u - v| < 1(u? + v?) fiir beliebige u,v € R gilt [X - Y| < 2(X? + Y?2). Also existiert E[XY]!
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Eigenschaften der Kovarianz
Satz 2.8

Sei (2, P) ein diskreter W.raum. Von allen im Folgenden betrachteten Zufallsvariablen sei angenommen
dass die zweiten Momente existieren. Dann gilt:

(a) C(X,Y)=C(Y,X) und C(X,X) = V(X),

(b) C(aX +a,8Y + b) =aBC(X,Y), a,beR, a,B R,

() C(X+X,Y+Y)=C(X,Y)+C(X,¥Y)+C(X,Y)+C(X, Y),
@ v (;x) SV +2 T e,

1<i<j<n

(e) C (Z aiXi, 2. b,-Y,-) =) > aib C(X, Yj).
i=1 j=1 i=1j=1
Fazit: Die Kovarianz C(-,-) ist ein bilineares Funktional auf dem Vektorraum
L2(Q,P):={X: Q=R |EX?<oc}.

Beweis: Nachrechnen!
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Unkorreliertheit vs. Unabhangigkeit
Sind X, Y unabhiangige ZV, so gilt nach Satz 11.7 (Multiplikationsformel) C(X, Y) = 0.

Aus stochastischer Unabhangigkeit folgt also Unkorreliertheit. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht!

Beispiel
Seien X, Y (stochastisch unabhangige) Zufallsvariablen auf (2, P) mit X ~ Y. Dann folgt

CX-Y,X+Y)=C(X,X)+C(X,Y)=C(Y,X)=-C(Y,Y)=0,
das heiBt, X — Y, X + Y sind unkorreliert.
Speziell: Seien X, Y stochastisch unabhingig und P(X =) =P(Y =) = % fir j=1,...,6. Dann gilt

%:]P’(X+Y:12,X—Y:O)#P(X+Y:12)~P(X—Y:O).

_1
36

ol

Also sind X — Y, X + Y in diesem Beispiel nicht stochastisch unabhangig, aber dennoch unkorreliert!
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Weitere Beispiele und Darstellungsformel
Beispiel

(2) C(2X —3Y,3X —4Y) =... = 6V(X) — 17C(X, Y) + 12V(Y).
(b) C(aX,—aY +c) = —a?>C(X,Y), a, c konstant.

(¢) Xi,...,X, unabhangig = C (Xl,% > X;) =1v(Xx).
i=1

Satz 12.9 (Darstellungsformel fiir die Kovarianz)

Sei Mp C R abzdhlbar mit Y P(X=x)=1= >, P(Y = y). Dann gilt
x€Mo yEMo

CX,Y)= Y xP(X=xY=y)- (EX)(EY).

x,y €Mp

Beweis: Nach Satz 11.6 (Transformationsformel) gilt E(XY) = > xyP(X=x,Y =y).
X,y€My
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Beispiel zur Korreliertheit

Beispiel (vgl. Folie 11.6)

Die gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen X, Y sei gegeben durch

J
1 2 >
i ' c imc| 3 P(X =)
2 | i1-c c |2
> 3 z 1
P(Y =)

wobei ¢ € [0,1/2] ein freier Parameter sei. Dann gilt
EX=EY=1-14+2.-1=3
C(X,Y)=1-1- c+1 2. (%—c)+2-1~(%—c)+2-2-c—(%)2:c—

Bl
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Methode der kleinsten Quadrate, lineare Regression

Seien X, Y Zufallsvariablen auf (€, P).

Ziel: Approximation von Y (auf Basis von X) mittels einer optimalen, affinen Vorhersagefunktion
gap(t):=a+bt, teR, a,beR,

wobei a, b fest zu wahlen sind (d.h., Y wird durch Y :=a+bX approximiert).

Die Giite der Approximation wird durch die mittlere quadratische Abweichung E[(Y — a — bX)?] gemessen.
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Lineare Regression

Satz 12.10

(a) Sei V(X) > 0. Dann hat das Optimierungsproblem

f(a,b) :==E[(Y —a— bX)?’] = min !

die eindeutige Losung
_C(x.Y)

b V(X)

a* = E(Y) — b*E(X)

mit Minimalwert Co(x Y)2
M* = f(a*, b )IV(Y)—W

Ist M* =0, so ist Y = a* + b*X P-fast sicher, d.h., P-fast sicher gilt

> 0.

C(X,Y)

Y —E(Y) = o0

(X —E(X)) (und umgekehrt).
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Lineare Regression

Satz 12.10
(b) Ist V(X)V(Y) >0, so ist

C(X,Y)

M=V (=X Y)) 20 mitoX, Y) =~

Es gilt M* = 0 genau dann, wenn P-fast sicher X = Y gilt (namlich im Fall o(X, Y) = 1) oder wenn
P-fast sicher gilt X = —Y (namlich im Fall o(X,Y) = —1).

(c) Ist V(X) =0, so ist X = E(X) P-fast sicher und b* = 0, a* = E(Y) lést das Optimierungsproblem.
Ist V(Y) =0, so ist Y = E(Y) P-fast sicher und a* = E(Y), b* = 0 I6st das Optimierungsproblem.
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Beweis von Satz 12.10

Beweis

Man erhalt fur £ mit a, b € R:

f(a, b) = E(Y?) + a* + b’E(X?) — 2aE(Y) — 2bE(XY) 4 2abE(X).
Far die Ableitungen von f gilt

fa(a, b) = 0 = E(Y) = a + bE(X), (1)
fo(a, b) = 0 & bE(X?) — E(XY) + aE(X) = 0. (2)

Einsetzen von a aus (1) in (2) liefert b*, daraus folgt a*.

Fir die Existenz einer (eindeutig bestimmten) Minimalstelle zeigen wir, dass

f(a,b) = 0o fiir a*+ b> — oo.
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Beweis von Satz 12.10

Beweis

Hierzu schreiben wir f(a, b) in der Form
f(a,b) =E[(Y — a— bX)?] = E [((v ~a— bE(X)) — b(X — ]E(X)))z]
=E [(Y —a-— bE(X))z} + B2V(X) = 2bE[(Y — a — bE(X))(X — E(X))]
= E [(Y — a— bE(X))?] + 52 V(X) — 2BE[Y (X — E(X))].

Wegen V(X) > 0 strebt f(a, b) gegen oo, falls b — oo, da der quadratische Term b? V(X) dominiert.
Bleibt dagegen b beschrankt, so sieht man an

f(a, b) = E(Y?) + 2% + b’E(X?) — 2aE(Y) — 2bE(XY) + 2abE(X),

dass f(a, b) — oo, falls a — oo, da dann a® dominiert.
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Beweis von Satz 12.10

Ferner ist (Memo: b* = SFX), a* = E(Y) — b*E(X))

M* = E[(Y — a* — b*X)?] = E [(Y —E(Y) + b*E(X) — b*X)2]
=V(Y) + b2 V(X) — 2b* C(X, Y)
C(X, Y)?

=Y

Ist M* =0 (und V(X) > 0), so ist E[(Y — a* — b*X)?] =0, das heiBt Y = a* + b*X [P-fast sicher. Dies
zeigt Y — E(Y) = b*(X — E(X)) P-fast sicher. Dann ist aber C(X, Y) = b* V(X). Die Umkehrung sieht
man leicht.

Dies zeigt (a) und (b). Aussage (c) ist klar.
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Korrelationskoeffizient

Definition 12.11

Fir Zufallsvariablen X, Y gelte V(X)V(Y) > 0. Man nennt

o(X,Y) = €, v) mit ox = /V(X),0y = \/V(Y)

Ox0y

den (Pearson-)Korrelationskoeffizienten von X und Y. Ferner heiBen X und Y

positiv >
un— korreliert, falls o(X,Y) < =, 0.
negativ <
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Interpretation des Korrelationskoeffizienten

Folgerung 12.12

Fiir Zufallsvariablen X, Y auf (Q,P) mit E(X?) < 0o, E(Y?) < co gelten:

(a)
C(X,Y)2 < V(X)V(Y).

Falls V(X) > 0, so gilt “=" genau dann, wenn es a, b € R gibt mit Y = a+ bX P-fast sicher. Ist
V(X) =0, so ist auch C(X,Y) =0 und “=" gilt fiir beliebige Y.
(b) Ist V(X)V(Y) > 0, so gilt

-1 S Q(Xa Y) S il
Weiterhin gilt
oX,Y)=1 — C(X,Y)=o0xoy <= X =Y P-fastsicher  und
o(X,Y)=-1 = —C(X,Y)=o0xoy = X = —Y P-fast sicher.
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Kapitel 13: Deskriptive Statistik

a Ergebnisse von Zufallsexperimenten ergeben Daten.
a Daten werden auf vielfaltige Weise erzeugt und festgehalten.

a Wie kénnen diese Daten sinnvoll und strukturiert dargestellt, analysiert und verstanden werden?

Was sind Zufallsexperimente? Wie kommen hierbei Daten zustande? Zufall und Komplexitat? Keine strikten
Definitionen, aber einige Hinweise:

W(dh.: Ideale Zufallsexperimente
® Experiment wird unter genau festgelegten Bedingungen (Versuchsbedingungen) durchgefiihrt,
® Menge der moglichen Ergebnisse (Grundgesamtheit) ist vor Durchfiihrung des Experimentes bekannt,
® Experiment kann (zumindest prinzipiell) beliebig oft unter gleichen Bedingungen wiederholt werden,

® das Ergebnis eines Experiments ist (in der Regel) nicht (stets) eindeutig festgelegt.
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Beispiele (Wdh.)

Beispiele (fiir Zufallsexperimente)

das Werfen eines oder mehrerer Wiirfel oder Miinzen,

die Beobachtung der Anzahl von , Jobs", die an einem Prozessor innerhalb einer Minute ankommen,
die Beobachtung von Lebensdauern von Geraten,

die Beobachtung der Anzahl der Einsen in einer Folge von 32 zufélligen Binarzahlen,

Zeitpunkte radioaktiven Zerfalls,

Zeitpunkte des Eintretens von Versicherungsfallen (oder deren Anzahl in einem vorgegebenen
Zeitintervall),

Status eines groBen physikalischen Systems (interagierender Partikel),
Brownsche Bewegung,

Zustandsbestimmung eines quantenphysikalischen Systems . ..
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Merkmale

Die bei einem Zufallsexperiment oder bei vorliegenden Untersuchungseinheiten interessierenden
(beobachtbaren) GroBen einer Grundgesamtheit heiBen Merkmale. Man unterscheidet (nicht trennscharf)
® quantitative Merkmale (in natirlicher Weise zahlenmaBig erfassbar)

= stetige Merkmale (prinzipiell jeder Wert in einem Intervall méglich)
GroBe, Gewicht und Lange

a diskrete Merkmale (Auspriagungen sind isolierte Zahlenwerte)
Anzahlen, Alter in Jahren

® qualitative Merkmale (artmaBig erfassbar)

® ordinale Merkmale (Auspragungen weisen Rangfolge auf)
Zeugnisnoten, Prioritat eines Prozesses

® nominale Merkmale (Klassifizierung nach rein qualitativen Gesichtspunkten)
Prozessortyp, Geschlecht einer Person

Von Merkmalen angenommene Werte heiBen Merkmalsauspragungen oder Merkmalswerte.
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Beispiele fiir Merkmale

Untersuchungseinheit Merkmal Auspragungen
Baum Baumart Eiche, Buche, ...
Baum Schadstufe 0,1,2,3,4
Neugeborenes GroBe (in cm) ..., 495, 50,50.5,...

arbeitslose Person

Schulabschluss

keiner, Sonderschule,
Hauptschule,

Realschule, Gymnasium, ...

vollzeiterwerbstatige Bruttoeinkommen ..., 39999,
Person im Jahr 2014 (in Euro) 40000,
40001, ...
Betonwiirfel Druckfestigkeit
(in 0.1 N/mm?) ...,399, 400, 401, ...
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Grundgesamtheit und Stichprobe

Grundgesamtheit (Population):

Als Grundgesamtheit (GG) zur Beschreibung einer Datenmenge oder fiir ein Zufallsexperiment wahlt man
die Menge aller denkbaren oder relevanten Untersuchungseinheiten oder Ergebnisse (endlich oder unendlich
groB, eventuell fiktiv; vgl. Ergebnismenge Q im W.raum).

Geordnete Stichprobe vom Umfang n:
Zuféllig oder deterministisch gewonnene, endliche Folge der Lange n € N aus der Grundgesamtheit,

etwa die durch n-fache Wiederholung eines Zufallsexperiments gewonnenen Ergebnisse.
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Empirische Haufigkeiten

Sei x := (x1,...,x,) eine Stichprobe vom Umfang n. Wir betrachten dabei ein festes Merkmal. Jedes x;
gibt genau eine Merkmalsauspragung in Bezug auf dieses Merkmal an (d.h., einen méglichen Wert, den
dieses Merkmal annehmen kann).

Definition 13.1
Ist a ein moglicher Merkmalswert in der Stichprobe x, so heit die Anzahl der in der Stichprobe x
vorkommenden Stichprobenelemente x; mit Merkmalsauspragung a, d.h., die GroBe

H.(a) = Z 1{x; = a}

die absolute Haufigkeit von a in x, und der Anteil der in x vorkommenden Stichprobenelemente x; mit
Merkmalsauspragung a, d.h., die GroBe

he(a) = H(a) = %Z 1{x; = a}
i=1

n

die relative Haufigkeit von a in x.
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Diagramme

Empirischen Haufigkeitsverteilungen kénnen als Stabdiagramme oder Kreisdiagramme dargestellt werden.

Stabdiagramm: Absolute bzw. relative Haufigkeiten werden als Funktion der Merkmalsauspragungen

angezeigt.

Kreisdiagramm: Aufteilung der Kreisflache in Sektoren, deren Flachen proportional zu den relativen

Haufigkeiten der Auspragungen sind.

Beispiel: Bundestagswahl 2013, Zweitstimmen

Partei Zweitstimmen in Prozent
Cbhu 14 921 877 34.1
SPD 11 252215 25.7
Die Linke 3755 699 8.6
Griine 3694 057 8.4
CSuU 3243569 7.4
FDP 2083533 4.8
AfD 2 056 985 4.7
Sonstige 2718951 6.2

Untersuchungseinheit Stimmzettel, Merkmal Partei
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giiltige Stimmen (in %)

Cbu SPD Die Linke Griine CSU  FDP AfD  Sonstige

CDU

SPD

Sonstige

AfD

Die Linke FoP

Griine  CSU
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Vergleich der Bundestagswahlen 2021 und 2017

Zweitstimmen
Bundestagswahl 2021 (Wiederholung in Teilen Berlins) 2021, Deutschland
Endgiiltiges Ergebnis

Cbu SPD AD FDP DIE LINKE GRUNE csu Ssw Sonstige

M Bundestagswahl 2021 (Wiederholungswahl) Bundestagswahl 2017
© Die Bundeswahlleiterin, Wiesbaden 2024
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Empirische Verteilungsfunktion

Definition 13.2

Sei x = (x1,...,X,) eine Stichprobe. Die zugehdrigen Merkmalswerte seien reelle Zahlen. Die Funktion
F: R — [0,1],

n

t > F(t) :Z%-Zl{x,é t}, teR,
i=1

heiBt empirische Verteilungsfunktion von x.
F.(t) ist der Anteil der Stichprobenelemente, die kleiner oder gleich t sind.

Alternativ: F(t) = Z hx(a), teR.

a<t
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Beispiel (diskretes Merkmal)

Beispiel

Bei einer Produktion von Werkstiicken werden n = 20 Proben zu je 15
Teilen entnommen und jeweils die Anzahl defekter Teile festgestellt.
Es sei x; € {0,...,15} die Anzahl der defekten Teile in der i-ten

Probe, i =1,...,20.
x=(0 4 2 1 1

Haufigkeitstabelle:
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0 0 2 3 1 0 5 3 11
3 | Hda) | h(a) | Fa)
0 7 0.35 0.35
1 6 0.30 0.65
2 3 0.15 0.80
3 2 0.10 0.90
4 1 0.05 0.95
5 1 0.05 1.00

ha(az)
0.3
0.2
0.1
ob . I—I —
0 1 2 3 4 5
Stabdiagramm
Fo(t
R ——
08 | —
he (2
0.6 + ' ha(1) 2(2)
[ S
0.2
0 t f f t =
0 1 2 3 4 5

Empirische Verteilungsfunktion F ()
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Beispiel (stetiges Merkmal)

Beispiel

Bei zwei Sortieralgorithmen wurde jeweils n = 500 mal die Laufzeit (in sec) zum Sortieren eines Vektors der

Linge 10° bestimmt, wobei sich folgende Urlisten ergaben:

Quicksort: x =(034 033 038 035 035 032 031 ...)
Kleinster Wert: 0.25 sec, groBter Wert: 0.42 sec, Abstufung: 0.01 sec.

Quicksort, N=1e6

Shellsort: y = (058 0.60 0.58 0.58 057 059 058 ...)
Kleinster Wert: 0.50 sec, groBter Wert: 0.70 sec, Abstufung: 0.01 sec.

150
|

100
I

Empirische Haufigkeitsverteilung (Quicksort):

aj 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
H,(a;) 1 1 1 6 8 13 104 73 186 63 319
h(aj) | .002 .002 .002 .012 .016 .026 .208 .146 372 .126

a, | 35 36 37 38 30 40 41 .42 o J--onlUUL HD
Hx(aj) 30 10 1 1 1 0 0 1 025 028 031 034 037 042
h(aj) | .060 .020 .002 .002 .002 .000 .000 0.002
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Shellsort, N=1e6

==DDDD

o00ce

05 053 056 059 0.62 066
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Klassenbildung und Histogramme
Klassen sind Intervalle der Form (a, b] := {x € R: a < x < b}.

Beispiel (Sortieralgorithmen)

g g g g Quicksort Shellsort
Einteilung der Ergebnismenge in 9 Klassen: T e

250
|

200
|

Klasse 1: (0.24, 0.26] ]
Klasse 2: (0.26, 0.28] g .

Klasse 3: (0.28, 0.30] i i

Klasse 4: (0.30, 0.32] 7

absolute Haufigkeit
absolute Haufigkeit
100
1

50
L

Klasse | 1 2 3 4 5 )
H, | 2 7 21 177 249 —L L
h; .004 .014 042 .354 498 o - o -

Klasse 6 7 8 9 025 030 035 0.40 0‘50 0;5 oleo oles 0|70
H; 40 2 1 1

h; .080 .004 .002 .002

Histogramm mit absoluten Haufigkeiten, nur bei

aquidistanten Klassen verwenden!
Ansonsten: Wihle Héhe d; des Balkens iiber dem Intervall (¢, tj+1] so, dass d; - (tjt1 — tj) = h; gilt. (Die
Gesamtflache ist dann 1)
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Klasseneinteilung allgemein

a Zweck: Gbersichtliche Darstellung groBer Datenmengen bei stetigen und diskreten Merkmalen mit
vielen Auspragungen

® Klassen sind halboffene Intervalle der Form (a, b]

Vorgehen bei s Klassen (a1, az], (a2, a3],..., (s, as+1] mit

a<ap<...<a <a a1 < min Xx; max x; < a :
1 2 s s+1, 1 1<j<n VRl 1<;<n j > ds+1

Bilde tiber (aj, aj+1] ein Rechteck, dessen Flache gleich der zugehérigen relativen Klassenhaufigkeit
1 n
kj = ; z; IL{aj < x < aj+1}
i=

ist. Die Rechteckhohe dj ist also durch die Gleichung dj (aj11 — aj) = k; bestimmt.
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Beispiel zur Klasseneinteilung

Gegeben sei eine Stichprobe vom Umfang n = 100:

374 378 290 351 309 285 384 347 363 304
39.1 373 453 322 274 370 251 307 371 377
264 39.7 330 325 247 351 332 424 374 372
375 442 392 394 436 280 306 385 314 299
345 343 350 355 326 337 377 353 370 378
325 329 380 360 353 313 393 344 372 39.0
418 327 336 434 304 258 287 311 33.0 39.0
371 362 284 371 374 308 416 338 350 374
337 338 304 374 393 307 306 351 337 329
35,7 329 392 375 261 292 348 333 288 389
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Beispiel zur Klasseneinteilung

Beispiel
Mit s = 8 Klassen und a; := 24, a, := 27, a3 := 29.6, a5 := 32, a5 := 34.3, ag := 36.5, a; := 38.4,
ag := 40.5, ag := 45.5 ergibt sich folgendes Histogramm:

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

1]

T T T T T T T T T T T T T
242526272829303132333435363738394041424344454
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KenngroBen: Lage- und Streumalle
Die Beschreibung von Daten/Stichproben mit Hilfe von Histogrammen ist haufig zu aufwéndig. Oft geniigen
einfachere KenngroBen zur Beschreibung der Daten.

Hierzu gehoren
m verschiedene Mittelwerte,
a Stichprobenvarianzen.

Definition 13.3

Es sei x = (x1,...,x,) eine Stichprobe vom Umfang n > 2 mit Werten in R. Dann nennt man
_ 1, L x1+ -+ X
X == Zx,- SR S L Stichproben-Mittel
n n
1 n — X2 4 —%)2
& = D (x5 —Xx)? = (4 =%)°+---+ (6= X) , Stichproben-Varianz
n—1 P n—1
Sx = /S2 Stichproben-Standardabweichung
S .
von x und bezeichnet fiir x1, ..., x, > 0 die GréBe v, := — als Stichproben-Variationskoeffizient.
X
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Beispiele

® Quicksort: X =0.325, s,=0.017, v, =2 =0.051

® Shellsort: x =0.584, s,=0.019, v, =2 =0.032

X

Vergleiche die Varianzen und die Variationskoeffizienten fiir folgende Datensatze:
ax=(1 2 3)
® x=(99 100 101)
= x = (50 100 150)
m x=(1 100 199)
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Mittelwert und Varianz m.H. relativer Haufigkeiten

Sei x = (xi, ..., x,) eine Stichprobe mit den méglichen reellen Merkmalswerten ay, ..., ax. Dann gilt:
- k
(1) x =2 jq 3 he(a))
(2) 1 n . k
2 _
s DU R itres £ TR
i=1 j=1

2
1 n B . k k

= ,,_I[Zx?—n-x2]=,,_l Zaf-hx(aj)—<2af'hx(aj))
i=1 j=1 j=1

(3) Wird y = ()1, --,¥n) aus x durch die Transformation y; = a-x; + b, i = 1,..., n gewonnen, so ist

y=a-x+ b, 2 =352, s, =|a| - sx.
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Geordnete Stichproben und Empirischer Median

Definition 13.5

Gegeben eine Stichprobe x = (xi, ..., X,) mit reellen Merkmalswerten x;.
a Die aus den aufsteigend sortierten Elementen X1) < X2) < oo o < X(n) VON X, ..y Xn bestehende
Stichprobe

X() = (X(l),X(z), 000 ,X(,,))

heiBt die geordnete Stichprobe (zu x).
® Die reelle Zahl

X(22 ) falls n ungerade,
1
5 (X(g) = X(g+1)) , falls n gerade

heiBt der Stichproben-Median (Zentralwert, empirischer Median) von x.
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Beispiele und Erlauterungen zum Median

®x=(3,2,21), x)=(1,2,2,3), x=3(2+2) =2
x=(3,3,2,1), xy) =(1,2,3,3), k= 3(2+3) =25
x=(5,3,3,1,2), x) = (1,2,3,3,5), X = x3) = 3

® Median ist , Halftigkeitswert” (mindestens 50% aller x; sind kleiner oder gleich X und mindestens 50%
aller x; sind groBer oder gleich X).

Der Median ist robust gegeniiber AusreiBern!

Der Median X minimiert die Abstands-Summe als Funktion von t € R:

n

trs(t) = Y | —t].

j=1
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a-Quantile

Fir y € R sei |y| die groBte ganze Zahl, welche kleiner oder gleich y ist:
ly] =max{ke€Z: k <y}

Beispiele: [1.2| =1,[-0.3| =—-1,|5/ =5

Definition 13.6 (a-Quantil)
Sei a € (0,1), x = (x1,...,%,) und k := |[n- . Dann heiBt

y { X(k+1)s fallsn-a g¢N
Xo = 1
2 (X + X)) 5 sonst
das Stichproben-a-Quantil. Es gilt X = )?%. Speziell heiBen

X0.05 das untere Quartil und

X0.75 das obere Quartil.
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Eigenschaften des a-Quantils

® Mindestens a - 100% aller x; sind kleiner oder gleich X,.
® Mindestens (1 — «) - 100% aller x; sind groBer oder gleich X,.
® Merke (fast korrekt): X, teilt die geordnete Stichprobe im Verhaltnis o zu 1 — .

i T1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x, |85 15 75 45 60 30 30 25 60 9.0
xj) | 15 25 30 30 45 60 60 85 9.0 75

Es gilt Xg.05 = X(|2.5]+1) = X(3) = 3.0,da 10-0.25 =25 ¢ N.
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Weitere LagemaBe: Getrimmte Mittel

Definition 13.7 (a-getrimmtes Stichproben-Mittel)

Sei @ € [0,0.5) und k := |n- «J. Dann heiBt

1
Ko 1= o (X o+ X))

das a-getrimmte (gestutzte) Stichproben-Mittel.
Insbesondere ist X = Xg.

Beispiel

a =0.1,n =500. Dann k = [50.0| = 50.

X(s1) 1+t X(450)

icksort: X
Quicksort:  Xp.1 200

= 0.325,

X(51) + *** + X(450)

Shellsort: Xp1 = 400

= 0.584.
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Weitere LagemaBe: Getrimmte Mittel

Fir0 < a<1/2und k:= |[n-«] ist also

_ 1
oo = g (e T xe) F o Xk + X-n0)
n—k
1
= n—2k Z X(J)
Jj=k+1
das a-getrimmte Mittel oder « - 100%-getrimmte Mittel von xi, ..., X,.

® X, ist ,Kompromiss" zwischen arithmetischem Mittel (« | 0)
und Median (a1 1/2).

® X, ignoriert je - 100% der Daten in den Enden der geordneten Stichprobe.

® X, ist flexibles Instrument gegeniiber AusreiBern.
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Weitere Streuungsmalle

Definition 13.8

Die folgenden GroBen werden ebenfalls gelegentlich als StreuungsmaBe einer Stichprobe x vom Umfang n
verwendet:

@ Quartilsabstand: Xy 75 — Xg.25,
Spannweite: x(,) — X(1),

mittlere absolute Abweichung: 1 -7 | |[x; — %|.

Einige dieser KenngroBen werden bei der graphischen Veranschaulichung von Daten mit Hilfe von
Box-Plots verwendet.
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Box-Plots
Zweck: Schneller visueller Vergleich verschiedener Stichproben.
@ Box vom unteren zum oberen Quartil, beim Median unterteilt.
® Stab bis zum gréBten x; mit x; < %3/, + 1.5 (X34 — X1/4) (groBte normale Beob.)
® Stab bis zum kleinsten x; mit x; > Xy /4 — 1.5 - (%374 — %1/4) (kleinste normale Beob.)

extrem grofle Beobachtungen — { *
*

groBte normale Beobachtung —

X3
W

Median — /4 51/4

oberes Quartil —> }
unteres Quartil —

kleinste normale Beobachtung —

*
extrem kleine Beobachtungen — {
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Beispiel Box-Plot

140,000

120,000 -

100,000

80,000
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40,000

20000
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— 0431
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b
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?
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Geschlecht

Kapitel 13, Folie 13.27



Parametrische Regression

Gegeben: Stichprobe zweidimensionaler Daten (x1, y1), (X2, ¥2), - - -, (Xn, ¥n) € R? vom Umfang n > 2,
X1,...,Xn nicht alle gleich, y1,...,y, nicht alle gleich.
Darstellung: Punktwolke oder Streuungsdiagramm:

Yj
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Parametrische Regression

Ein (parametrisches) Regressionsmodell legt den Typ einer Regressionsfunktion y = fy(x) bis auf gewisse
Parameter § = (a, b,...) € © (ein geeigneter Parameterraum) fest.

¥ y
y=a+bx V y=atbx+ex’ L ’—*\ y=a+be™

E—

Regressionsgerade quadratische Regessionsfunktion exponentielle Regressionsfunktion
y =a+ bx y =a+ bx — cx? y = a+ be™

Allgemeines Regressionsproblem: Finde (zu den gegebenen Daten) innerhalb der vorgegebenen
(parametrischen) Klasse von Funktionen {fy : 6 € ©} diejenige Funktion fp-, fiir welche die Summe der
quadratischen Abstande

n

> (= folx))

j=t
minimal wird.
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Lineare Regression, Ausgleichsgerade

Spezialfall: Die Regressionsgerade y = a* + b* - x von y auf x ist diejenige Gerade, fiir welche die Summe

n

Y (y—a-b-x)

Jj=1

minimal ist.

y=a+bx

/
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Zusammenhang mit Satz 12.10

Seien (x;,y;) € R? fir j = 1,...,n paarweise verschieden. Wir definieren
1
PX=x;,Y=y)=—-, j=1...,n
n

Hierdurch ist die gemeinsame Verteilung von X und Y festgelegt.
(Formal: Q :={(x;,y;):i=1,...,n}, X :=m1, Y :=m mit m1(x,y) := x und ma(x,y) :=y.)
Man erhalt

n

1 2
E[(Y —a—bX)?] == i —a— bx;).
(v =260 = 1301 = 2 bv)
Damit ist das Problem der Ausgleichsgeraden der beschreibenden Statistik in den Rahmen der linearen
Regression in Kapitel 12 (vgl. Folien 12.17ff) eingeordnet. Die optimalen Parameter a* und b* ergeben sich

direkt aus Satz 12.10.
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Ausgleichsgerade

Es ergeben sich die folgenden optimalen Parameter a* und b*:

Y= %) (v =)

b* = - - ,
Zj:l(xf — X)?

a*=y—b" x

Mit
1\ 5 3
LS (xi — %) - (yi —
= 1 2 =%) - (% —¥) S (da s, s, >0)

Sx - Sy SxSy

gilt ~
s, 5

s TS

® r,, heiBt (empirischer) (Pearson-) Korrelationskoeffizient der Stichprobe (xi,y1), ..., (Xn; ¥n)-

® r,, misst die Starke des affinen Zusammenhangs von Merkmal 1 und Merkmal 2.

® 5., heiBt auch empirische Kovarianz oder Stichprobenkovarianz
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Eigenschaften von r,

(a) Esgilt =1 <ry < +1.

(b) Falls r,, =~ +1, so liegt ein deutlich ansteigender linearer Trend vor.
Falls r,, ~ —1, so liegt ein deutlich fallender linearer Trend vor.

(c) Ist ry, = 0, so gibt es keinen statistischen Zusammenhang in Form einer linearen/affinen Beziehung
zwischen den betrachteten Merkmalen.

rn A2 —0.782 rn /= 0.466
‘e
il -....:.- L]
L L
. * o

(d) Ist ry, > 0, so entsprechen wachsenden x;-Werten ,,im Mittel* wachsende y;-Werte. Die Merkmale
heiBen positiv korreliert. Ist r,, < 0, so entsprechen wachsenden x;-Werten ,im Mittel" fallende
vi-Werte. Die Merkmale sind negativ korreliert.

(e) Bei affinen Daten-Transformationen der Form
X = a-xj+b, § =cyt+d
(mit a > 0, ¢ > 0) andert sich r,, nicht, d.h. es gilt rzy = ryy.
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Beispiele zur linearen Regression

Beispiel 1
x = (0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.0)
y1 = (1.40,1.49,1.43,1.59,1.94,2.00,1.97,2.71, 2.55, 3.06)

Regressionsgerade: y; = 1.02 + 1.82-x, r, = 094

y1
1 I | 1 I

10 15 20 25 30 35 40 45
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Beispiele zur linearen Regression

Beispiel 2
x = (0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.0)
y2 = (1.66,1.66,1.50, 1.56,1.81,1.77,1.64,2.28,2.02, 4.26)

Regressionsgerade:  y» = 1.02 + 1.82-x, r,, = 0.67

y2
1 1 1 1 1

10 15 20 25 3.0 35 40 45
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Beispiele zur linearen Regression

Beispiel 3
x = (0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.0)
ys = (1.95,1.67,1.34,1.32,1.58,1.64,1.70,2.62, 2.73,3.61)

Regressionsgerade:  y3 = 1.02 + 1.82-x, r,, = 0.74

]
<
o
2
[Te} L]
g
o
® (<]
> 5 ° e
@
o
NI )
0 | o « o °
- . o
o
- T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Kapitel 14: Die Multinomialverteilung

a Ein Zufallsexperiment habe s mogliche Ausgange 1,...,s.
® Ausgang j bezeichnet man als Treffer j-ter Art (Ausgang vom Typ j).
@ Das Zufallsexperiment wird n-mal unabhangig wiederholt.

a Die einzelnen Ausgange miissen nicht gleich wahrscheinlich sein, die Wahrscheinlichkeiten dndern sich
jedoch nicht im Verlauf der Wiederholungen.

® Wirfelwurf (s = 6),
® Augensumme beim zweifachen Wiirfelwurf (s = 11),

a Verteilen einer Kugel auf eines von s Fachern,

® Ziehen (mit Zuriicklegen) einer Kugel aus einer Urne, die verschiedenfarbige Kugeln (mit s
verschiedenen Farben) enthilt.

Es wird jeweils der Ausgang notiert, und der Versuch wird ingesamt n-mal unabhangig durchgefiihrt.
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Modellierung
Sei Q:={1,...,s}", dh,w=1(a1,...,a3,) € A mit 3, € {1,...,s}.

a; = j bedeutet Treffer j-ter Art (oder Treffer vom Typ j) im i-ten Versuch.

S
Sei p; die Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer j-ter Art. Dann gilt > p; = 1.
j=1

Aus der geforderten Unabhangigkeit folgt der Ansatz
T K . L
pw)=T]r’ k= 1a=j} j=1....5s
Jj=1 i=1

Sei
Aj={(a1,...,an) € Q:a;=j} “Treffer j-ter Art im i-ten Versuch”.

Bsp. nach Satz 10.2 zeigt: P(Aj;) = p; und fir ji,...,j, € [s] sind Ay, ..., Apj, stochastisch unabhingig.
Ferner gilt fiir die Anzahl der Treffer j-ter Art

X; = ZILAU. ~ Bin(n, p;).
i=1
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Modellierung

Gesucht: Verteilung des Zufallsvektors (Xi, ..., Xs).
Beachte: X; 4+ --- 4+ X; = n, das heiBt Xi, ..., X; sind “abhéngig".
Seien ki, ..., ks € Ng mit ky + - -+ + ks = n. Dann ist die W. des folgenden Ereignisses gesucht:

{Xi =ki,..., Xs = ks} = {w € Q: Anzahl Treffer j-ter Art ist k;,1 < j < s}.

Jedes Tupel w in dieser Menge erfiillt
P({w}) = pr* -+ pe-.

Die Anzahl dieser Tupel ist

n n—ki\ /n—ki — ko n—ky—...—ks_1\ n! B n
ky ko k3 ks Ckgleoksd Nk, ks )

Der Zufallsvektor (Xi, ..., Xs) hat also die in der folgenden Definition angegebene Verteilung.
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Multinomialverteilung

Definition und Behauptung 14.1

Ein auf einem diskreten W.raum erklarter Zufallsvektor (X1, ..., X;) mit Werten in N§ hat eine
Multinomialverteilung mit den Parametern s,n € N und py, ..., ps € [0,1], wobei s > 2, n > 1 und

S

pj = 1 gelten, wenn
j=1
_ _ _ Z ki ks
P(X1 = ki,..., Xs = ks) = ‘ P L (%)
1y Ks

S
gilt mit der Konvention (k1 ") =0, falls ki, ..., ks & No oder > k; # n.
eeesks f=

Notation:
(Xiy...y Xs) ~ Mult(n; py, ..., ps)-

Bemerkung: Die Multinomialformel zeigt, dass durch (x) in der Tat eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
erklart wird. Es gilt P(Xy = kq,...,Xs = ks) > 0 nur fir ky,..., ks € Ng mit kg + -+ ks = n.
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6-facher Wiirfelwurf

Ein fairer Wiirfel wird sechsmal geworfen, X; sei die Anzahl der Ausgénge mit Augenzahl j. Dann gilt
(Xl, .. ,Xﬁ) ~ MU't(6; %, ce, %)
(a) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass jede Augenzahl genau einmal auftritt?

6 1\°
P(X;=1,...,X =1) = (1 1) (6) =6! 67°~0.0154.

(b) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass irgendwelche zwei Augenzahlen je dreimal auftreten?

2/31300r0l ool \ 6

! 1\°
PX1=3X=3Xs==X=0)++PXy = =X4=0,X5 = X6 =3) = (6>76 (*) ~ 0.00643.
(c) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Augenzahl zweimal und vier Augenzahlen je einmal auftreten?

6! 1\°
6~5~IP’(X1:2,X2:O,X3:~-~:X6:1):30-W~(6) ~ 0.231.
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Randverteilungen der Multinomialverteilung

Aufgabe: Bestimme alle (partiellen) Randverteilungen der Multinomialverteilung
(X1,...,Xs) ~ Mult(n; p, ..., ps).

Es gilt X; ~ Bin(n, p;) (klar; siehe Tutorium).

Allgemeiner: Trefferarten zu paarweise disjunkten Gruppen zusammenfassen! Die Gruppentrefferzahlen
folgen dann wiederum einer Multinomialverteilung.

Satz 14.2
Sei (X1,...,Xs) ~ Mult(n; p1, ..., ps). Weiter seien Ty +---+ T, ={1,...,s} mit £ > 2, T, #£ () fir

r=1,...,4 und
Y, = ZX"’ qr = Zpk, r=1,...,4.
kET, kET,

Dann gilt
(Yi,..., Ye) ~ Mult(n; g1, - -, qe).

Insbesondere folgt X; + X; ~ Bin(n, p; + p;) fur i # j.
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Beweis von Satz 14.2

Beweis

Seien ki,..., ke € Ng, ki + -+ - + kp = n. Sei
R:=Xr=(n,...,rs) € N§

Dann erhalt man (da (Xi,...,Xs) ~ Mult(n; p1, . ..

P(Yy=k,...,Ye=k) = (Z{Xl—rl,...

rer

20

SO

rer j=1 IGT

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25

:Zr,-:kjﬁjrjzl,...,

i€T;

,Ps))

7Xs = rs})

“pe

:Z]P)(Xl = lAlgo0o

rer

R

i€T;
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Beweis von Satz 14.2

Beweis

und mit Hilfe von Distributivgesetz und Multinomialformel folgt nun

£
=k Vo= k) =TT | iy TTo7 | = 3 |11 2 T o

rer j=1 i€7} i€T; H kjl rer |j=1 ieT; i€T;

iET;
/) ki
_ W : _ n k k
<k1 k@) I1(>» (k k) gl gl
b bl ,/:1 ’e-l—j b b
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Kovarianz und Korrelation der Multinomialverteilung

Satz 14.3 (Kovarianz, Korrelation von Mult)

Sei (Xi,...,X5) ~ Mult(n; p1, ..., ps). Dann gilt
(a) C(Xi, X;) = —npip; fiir i # j;

(b) o(Xi, Xj) = —\/@=md=py> | #J> Pip; > 0.

Aufgrund des vorherigen Satzes gilt X; ~ Bin(n, p;) und X; + X; ~ Bin(n, p; + p;) fir i # j. Damit erhalt
man einerseits

V(Xi + X;) = n(pi + p;)(1 — (pi + py)),
und andererseits
V(Xi + X;) = V(Xi) + V(X)) + 2C(X;, X))
= npi(1 — p;) + np;(1 — pj) + 2C(X;, X;).

Gleichsetzen ergibt Behauptung (a), und (b) folgt aus (a).
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Mehrdimensionale hypergeometrische Verteilung

Die Multinomialverteilung verallgemeinert die Binomialverteilung auf den Fall von mehr als zwei moglichen
Ausgangen in jedem Teilexperiment. Hierbei werden Unabhangigkeit und Erhalt der Wahrscheinlichkeiten
p1, ..., Pps der einzelnen Ausgange 1,...,s in den n Teilexperimenten vorausgesetzt.

Wir betrachten nun das folgende Modell: Eine Urne enthalte r; Kugeln der Farbe j mit j =1,...,s und
s > 2. Das Zufallsexperiment besteht im n-maligen Ziehen jeweils einer Kugel ohne Zuriicklegen. (Hierbei
wird n < ijl rj angenommen.)
Sei X; = Anzahl der insgesamt gezogenen Kugeln der Farbe j.
Man nennt die Verteilung von (X1, ..., X;) eine mehrdimensionale hypergeometrische Verteilung. Es
gilt

P(X; = k x—k)—M (ki,... ks) € N§ ik-—n

1 — Aly.--y Ns — Ks) — (F1+'“+fs)’ 1,---9RKs 0> i =T
n i=1

mit der Gblichen Konvention (,:’) =0 falls k; > r; etc.

i

Erfolgt das Ziehen mit Zuriicklegen, so ist (Xi,...,Xs) ~ Mult(n; p1, ..., ps) mit p; = s
i=1,...,s. Man erhilt also eine Multinomialverteilung.
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Kapitel 15: Wartezeitverteilungen

Betrachte eine Bernoulli-Kette mit p € (0, 1), d.h., eine unabhingige Folge von Zufallsexperimenten mit
Werten in {0,1} und P({1}) = p € (0,1). Es bezeichne X die Anzahl Nieten (0) vor dem ersten Treffer (1).
Was ist die Verteilung der Zufallsvariable X7

_ . LY (1 Yk
{X = k} bedeutet: 0..01 = PX=k=(1-p)p

k—mal

Grundraum: Q = {1,01,001, 0001, ...}.

Definition und Behauptung 15.1

Sei p € (0,1) fest. Sei (2, P) ein diskreter W.raum und X eine reelle Zufallsvariable auf Q mit Werten in Ny
und

P(X = k) = (1—p)*p, k€ Ny.
Dann sagt man, dass X eine geometrische Verteilung hat.
Notation: X ~ G(p).
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Bemerkungen zur geometrischen Verteilung

Die Wabhrscheinlichkeiten summieren sich in der Tat zu 1 (siehe den Beweis des folgenden Satzes).
X + 1 beschreibt dann die Anzahl der Versuche bis (einschlieBlich) zum ersten Treffer.
k — (1 — p)¥p ist (streng) monoton fallend

Stabdiagramme:

P(X = k) P(X = k)
0.8 0.8
0.6 TSR 0.6 piilld
0.4 0.4
0.2 0.2
~ 1 T T T T T T k ] k
01234567809 01234567809

Stabdiagramme geometrischer Verteilungen
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Erwartungswert und Varianz der geometrischen Verteilung

Satz 15.2

Sei X ~ G(p). Dann gilt
() E() =2 =1_1,
(b) V(X) = 2.
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Beweis von Satz 15.2

Beweis

Es liegt in der Tat eine W.verteilung vor, denn }_,2 (1 — p)kp = PI—(i=p)

) IE(X)Zf:k(l—p)kp = p(l—p)i k(1 - p)*- 1—p(l— (dii )
k=0 k=

=p(L—p) <%%)

s p(L—p) (1 i t)

" o0 _ 2 (o)
(b) Beachte zunachst, dass 1;2 k(k—1)(1-p)—2=2; l;o th

= 52;. Damit folgt
BIX(C-1)] = 3 Kk~ (1 - p)p = p(1 - p2 5 = 22 PE.
k=0
V(X) = E(X?) — (EX)? = E(X(X — 1)) + E(X) — (EX)?

erhalt man die Behauptung durch Nachrechnen.

Wegen
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Sechser im Lotto

Beispiel

Ein Lottospieler gibt regelmaBig 10 verschiedene Tippreihen ab. Pro Woche gibt es zwei Ausspielungen. Wie
groB ist der Erwartungswert in Jahren bis zum ersten Sechser?

Modell: Bernoulli-Kette mit p = %.
6
Sei X die Anzahl der Ausspielungen bis (einschlieBlich) zum ersten Erfolg. Dann ist X — 1 ~ G(p) und somit
1 1
E(X)= (5 —1)+1= ~13983816.

Bei circa 104 Ausspielungen pro Jahr ergibt sich eine mittlere Wartezeit von circa 13.446 Jahren!
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Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung

Satz 15.3

(a) Fur X ~ G(p) gilt

P(X=m+k|X>k =P(X=m), mkeN,. 3)

(b) Sei X eine Np-wertige Zufallsvariable mit der Eigenschaft (3) und 0 < P(X = 0) < 1. Dann gilt
X ~ G(p) fiir ein p € (0,1).
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Beweis von Satz 15.3

Beweis

(a) Sei X ~ G(p). Dann gilt fir beliebige k, m € Ng

PX=m+kX>k PX=m+k) (1—p)™p

X2 S OPX=k) XL 0-p)p
= (]__p)m+k _(1_p)m_ _\m =m
RO DA () e w p(1—p)" =P(X = m).

(b) Die Voraussetzung (3) wird nur fiir k = 1 und beliebiges m € Ny benétigt. Dann ist

P(X=m+k|X>k)=

P(X =m+1)
= m)) = = >1)= V2 T ‘
Bt = ) =IO = m [ X2l = =0 g e
Setze pp, :=P(X = m), m € Ny mit py € (0,1) nach Voraussetzung. Es folgt
Pm = lpi-l-plo, m € Ny, das heiBt ppi1=(1—po)pm=...=(1— Po)m+1po.
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Wartezeit bis zum r-ten Treffer

Verallgemeinerung: Wir betrachten eine Bernoulli-Kette. Fiir ein festes r € N sei X die Anzahl der Nieten
vor dem r-ten Treffer.

_ . Mk
{X =k}: xxk.xxl — (1—p)p.
k-mal 0 und (r—1)—mal 1

Anzahl solcher Folgen: (""~1).

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition und Behauptung 15.4 (Negative Binomialverteilung)

Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X eine reelle Zufallsvariable mit

k+r—1\ ,
IP’(X=k)=< P )p(l—P)k, k € No,

wobei r € N und p € (0,1) fest seien. Dann sagt man, dass X eine negative Binomialverteilung (mit den
Parametern r und p) hat.

Notation: X ~ Nb(r, p).
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Bemerkungen zur negativen Binomialverteilung

® Esgilt (¥771) = (Dol — 1)k (0), wobei (2) = 2= (amktl) 5 ¢ ¢ Damit folgt
(Binomialreihe!)

Es handelt sich also tatsachlich um eine Zahldichte.
® Fiir r = 1 ergibt sich die geometrische Verteilung, d.h. Nb(1, p) = G(p).
e P(X=0)<P(X=1)< r(l-p)>1.
® Monotonieverhalten von k — P(X = k) : \, oder S\,
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Stabdiagramme negativer Binomialverteilungen

P(X = k) P(X = k)
0.8 0.8

p= 0.8 =2 : p=00r—=2

0.6 0.6

0123456789 0123456789

P(X = k) P(X = k)
0.8 0.8
0.64 p=08, r=3 0.64 =05 ¥=3
0.4 0.4
0.2 0.2
g k ——.J—I—l—l—'—!—'!‘—ﬂ'—-r*k
01234567889 0123456789

Stabdiagramme von negativen Binomialverteilungen
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Erwartungswert und Varianz der neg. Binomialverteilung

Satz 15.5

Sei r € N und p € (0,1). Fir X ~ Nb(r, p) gilt
(a) E(X) = rl;pp,

(b) V(X) = rizf.

Beweis: Man kann Eerwartungswert und Varianz direkt nachrechnen (siehe Ubung/Tutorium). Alternativ
ergeben sie sich auch aus dem nachfolgenden Satz.
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Additionsgesetze fiir negative Binomialverteilungen

Intuitiv: G(p) = Nb(1, p) und fiir r > 2:

00 1 0000 1 O 1 000 1 100000001 ...
~~ —_—
X1 X2 X3 X4 X5 Xe

Ist X ~ Nb(r, p), so sollte X ~ X; + -+ 4+ X, mit X; ~ G(p) gelten mit stochastisch unabhéngigen
Zufallsvariablen Xi,..., X,.

Satz 15.6 (Struktur- und Additionsgesetze fiir Nb)

Seien r,s € N und p € (0,1).
(a) Sind Xi,...,X; unabhéngig, X; ~ G(p), j=1,...,r, soist > Xj~ Nb(r,p).

=1
(b) Sind X, Y unabhingig, X ~ Nb(r,p), Y ~ Nb(s, p), soist X + Y ~ Nb(r + s, p).
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Beweis von Satz 15.5 mit Hilfe von Satz 15.6

Beweis

Wir betrachten unabhangige Zufallsvariablen Xi,..., X, mit X; ~ G(p), i € {1,...,r} auf einem
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist (nach Satz 15.6) X’ := X; + - -- + X, ~ Nb(r, p), und
deshalb folgt (nach Satz 15.2 (a), (b)):

1-p

r 1 _ r
E[X'] = ZEX,' =1 : P sowie V(X') = ZV(X,-) =r 2
=1 i=1

(Nur bei der zweiten Gleichung geht die Unabhangigkeit ein.)

Beachte: E, V hangen nur von der Verteilung ab!
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Hilfsaussage zum Beweis von Satz 15.6

Lemma

Sind a, b € R, k € Ny, so gilt
a+b\ K /a b
k) = Ni)\k—j)

J

Beweisidee

Vergleiche die Binomialreihen

(1427 (140 (1427

fiir x| < 1. Bilde hierzu das Cauchy-Produkt der Reihen (1 + x)?, (1 + x)® und nimm einen
Koeffizientenvergleich vor (Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen).
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Beweis von Satz 15.6

Beweis
Teil (a) folgt durch wiederholte Anwendung von (b) (vollstandige Induktion).

(b) Wir verwenden die Faltungsformel, das Lemma und (r“;(_l) = (=1)k(7"). Damit gilt
K

PX+Y =k)=> P(X=/P(Y =k—))
j=0

= ,io <j+ ; - 1)(1 - p)fp’<k _itj - 1)(1 - p)Ip°

= (1—p)p*e g(_ly (7) (1 (k_—sf>
R )
- (1—p)kp’“<r+s:k_ 1)'
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Wartezeiten bei Wurfelwurfen

Beispiel

Ein echter Wiirfel wird in unabhangiger Folge geworfen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die dritte
Sechs im 16. Wurf auftritt ?

3+13-1\ /1\3/5\® /15\ 513
povrs (31 (1) ()7 2 (1) 2 < o0s.

Beispiel

Ein Wiirfel wird solange geworfen, bis die erste Sechs auftritt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass
davor genau ¢ € Ny-mal die Drei auftritt?

£+1
Antwort (intuitiv): <§> Formal? (Tutorium)
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Kapitel 16: Die Poissonverteilung

a Wichtige diskrete Verteilung, insbesondere fiir Zahlvorgdnge seltener Ereignisse,

a Trager ist Ny,
® Ausgangspunkt: Ideales Zufallsexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, (klein) wird n mal (oft)
durchgefiihrt.

Poisson-Verteilung als Grenzfall von Bin(n, p,)-Verteilungen:

Wir betrachten eine Folge von Verteilungen Bin(n, p,), n € N, mit p, \, 0 und n- p, = A > 0 fir n — co.
Fir n — oo verschwindet die Wahrscheinlichkeit fur Treffer, p, — 0, aber fiir die mittlere Trefferzahl gilt

n-pn,— A
Wahrscheinlichkeit fiir genau k € Ny Treffer bei n Versuchen, wenn n — oc:

n e 1 nk npa\" _ e
<>pﬁ(1pn) kIF(npn)k*(lf n) (L—pa) " = e

k nk
ok 1
A ! -
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Gesetz seltener Ereignisse und Poissonverteilung

Satz 16.1 (Gesetz seltener Ereignisse)
Sei (pn)nen eine Folge in [0, 1] mit lim,_ o npy, = A € (0,00). Dann gilt
)\k

ny n—k 3
(k>pn (1_pn) — He ) kENO'

Definition und Behauptung 16.2

Sei A > 0 und X eine reelle Zufallsvariable auf einem W.raum (Q,P) mit

PX(k) = P(X = k) := fi(k) := e * =, kN,
so sagt man, X hat eine Poissonverteilung mit Parameter \.

Notation: X ~ Po(\).
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Zahldichten von Poissonverteilungen

P(X =k) P(X =k)

0.6+ 0.6

0.54 A=05 0.5 & =l

0.4+ 0.4

0.34 0.3

0.2 0.2

o 1] o ” 1 I
L LA B N B Bl L I B S B R B B gl
012345678910 012345678910
P(X =k) P(X =k)

0.6 0.6+

0.5 A—=8 0.5 A=5

0.4 0.4+

0.3 0.3

0.2 0.2+

0.1 0.14
|-|| T r\' ! T - ‘*P‘D'DM‘D‘D‘Q‘F‘?‘ L
012345678910 012345678910

Stabdiagramme von Poisson-Verteilungen
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Vergleich von Binomial- und Poissonverteilungen
(mit gleichem Erwartungswert)

a
S
m Po(2)
8 O Bin(10,0.2)
a
=]
1

E T T T T T -I = T 1

0 1 2 3 4 5 8 7 8
<
S
@ m Po(2)
o O Bin(50,0.04
~
o
ol IH [l
3 T T T T 1 . — T 1

0 1 2 3 4 5 8 7 B

Abbildung: Vergleich Bin(n, p) und Po(np).
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Eigenschaften der Zahldichten

Sei k — fy(k), k € Ny die Zahldichte von Po()).

® st 0 < A <1, soist k— fy(k) streng monoton fallend.

® st A\>1und A €N, soist k — f\(k) streng monoton steigend bis k = [\ — 1], dann streng monoton
fallend.

® st A\ >1und A €N, soist k— (k) streng monoton steigend bis k = XA — 1, fA(A — 1) = (),
danach streng monoton fallend, d.h.

...f)\()\—2)<f)\()\—1)_6_)\()\>\i_i)!_f)\()\)>f,\()\+1)...

® fy(k) = 0 fur k — cc.
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Das Rutherford-Geiger-Experiment
Im Jahre 1910 untersuchten Rutherford und Geiger ein radioaktives Praparat iber 2608 Zeitintervalle von je
7.5 Sekunden Lange. Beobachtet wurden insgesamt 10097 Zerfille, also im Durchschnitt 3.87 Zerfille
innerhalb von 7.5 Sekunden. Es sei n, die Anzahl der Zeitintervalle, in denen k Zerfalle beobachtet wurden.
kjo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
ng ‘ 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 10 4 0 1 1

Vergleich mit ,angepasster” Poisson—Verteilung (mit dem Parameter A = 3.87):

—— empirische Haufigkeitsverteilung

mmm Angepasste Poissonverteilung
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Erwartungswert und Varianz der Poissonverteilung

Satz 16.3

Seien X ~ Po()), Y ~ Po(u) und X, Y stochastisch unabhangig. Dann gilt
(a) E(X) = A = V(X);

(b) X+ Y ~ Po(\+ ).

Beweis: Ubung / Tutorium.

(Hinweise: (a) direkte Rechnung (Exponentialreihe, V(X) = E[X(X — 1)] + E[X] — (E[X])?); (b)
Faltungsformel.)

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 16, Folie 16.7



Beispiel

Fazit: Zahlt eine Zufallsvariable X, wieviele Ereignisse aus einer groBen Zahl von seltenen (d.h. mit kleiner
W.) Ereignissen eintreten, die kaum voneinander abhangen, so liegt es nahe, die Verteilung von X mit einer
Poissonverteilung Po(A) mit A = E(X) zu beschreiben.

Der Lektor eines Verlags stellt fest, dass eine zufallig ausgewahlte Seite eines von ihm begutachteten Buches
mit Wahrscheinlichkeit 0.9 keine Tippfehler enthalt. Schatze die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig
ausgewahlte Seite genau zwei Tippfehler enthalt.

Sei X die Anzahl der Tippfehlern auf einer zufallig ausgewahlten Seite. Jedes Zeichen auf einer Seite ist mit
sehr kleiner Wahrscheinlichkeit ein Tippfehler. Die Anzahl der potentiell betroffenen Zeichen ist groB. Wir
unterstellen, dass Fehler unabhingig voneinander auftreten. Daher nehmen wir X ~ Po(\) an. X ist nicht

direkt gegeben.

Aber: \0
P(X =0) = e_)‘a =0.9, also A\~ 0.105.

Daher
2

A
P(X =2) = e*AE ~ 0.005.
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Kapitel 17: Erzeugende Funktionen

Erzeugende Funktionen sind ein analytisches Hilfsmittel zur Untersuchung von Verteilungen in der
elementaren Stochastik.
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Erzeugende Funktion einer Folge

Definition 17.1

Fiir eine reelle Zahlenfolge a := (ax)k>o0 heiBt die (Summenfunktion der) Potenzreihe

g(t) =Y atk,  te(-pp),
k=0

auch die erzeugende Funktion von a. Hierbei bezeichnet p den Konvergenzradius von g,.
Bemerkungen:
1
(1) p:= ——— € [0, 00]. Nachfolgend sei p > 0.
limsupk—)oo |ak|;

2) g, ist in (—p, p) beliebig oft gliedweise differenzierbar.

(n)
— &a

(2)
(3) g legt die Folge a fest, da a, = %
(4)

4) Konvergiert g, an der Stelle p, so ist g, in p linksseitig stetig (Abelscher Grenzwertsatz).

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 17, Folie 17.2



Erzeugende Funktion einer Ny-wertigen Zufallsvariable

Definition 17.2

Sei X eine Nyp-wertige Zufallsvariable, das heiBt P(X € Ng) = 1. Dann nennt man

ex(t) =Y P(X=k)tk, |t[<1,
k=0
die erzeugende Funktion (der Verteilung) von X.

Bemerkungen:
® gx(1)= > P(X =k) =1, das heiBt p > 1, und |gx(—1)| < 1.
k=0

a gy legt die Verteilung von X fest.
w gx(t) = E(tX) € [-1,1] fur [t| < 1.
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Erzeugende Funktionen bekannter Verteilungen

(a) Ist X ~ Bin(n, p) fir p € [0,1] und n € N, so gilt

n

ex(t) =) (Z) prl—p)"Ft*=(1—p+tp)", teR.

k=0

(b) Ist X ~ Po(\) mit A > 0, so gilt

o0

->

k=0

e MM =eMtmD) e R,

»|>/

(c) Ist X ~ Nb(r,p) mit p € (0,1), r € N, so gilt

ax0=3 ("5 - et =p S0 -

k=0

_ P 1
=p"(1—-1t(1- =), |t|<—
pr(L—t(1-p) (1_ — 1< 7=
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Eindeutigkeitssatz

Satz 17.3

Es seien X, Y je Np-wertige Zufallsvariablen mit erzeugenden Funktionen gx, gy. Dann gilt

gx=gy < X~Y (dh.P(X=k)=P(Y=k) VkeNy).

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 17, Folie 17.5



Multiplikationsformel

Satz 17.4

Seien X, Y stochastisch unabhangige, No-wertige Zufallsvariablen. Dann gilt

gx+v(t) = gx(t) - gv(t), [t <1

Beweis

Fir |¢] <1 gilt

gx+v(t) =E[Y] =E[t* - t"] = E[t*] - E[t"] = gx(t) - gv(t),

da mit X, Y auch tX,t¥ stochastisch unabhingig sind fiir t € R (Blockungslemma).

Verallgemeinerung: Sind Xi,..., X, Ng-wertige, stochastisch unabhangige Zufallsvariablen, dann gilt

X1+ X, = BXy " BX,-

Man zeigt dies mit vollstandiger Induktion.
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Anwendung: Additionsgesetze

Folgerung 17.5

Aus den Beispielen und den Satzen 17.4 und 17.3 erhélt man direkt die Additionsgesetze fiir Binomial-,
Poisson-, und negative Binomial-Verteilungen.

Seien etwa X ~ Bin(n, p), Y ~ Bin(m, p) stochastisch unabhangig. Dann gilt nach Satz 17.4
gx+v(t)=gx(t)gv(t) = (1 — p+ pt)"(1 = p+ pt)" = (1 — p + pt)"*"

und nach Satz 17.3 folgt damit X + Y ~ Bin(n+ m, p).
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Erzeugende Funktionen und Momente

Satz 17.6

Seien X eine Ng-wertige Zufallsvariable mit erzeugender Funktion g und r € N. Dann sind aquivalent:
(a) E[X(X —=1)---(X — r + 1)] existiert in R;
(b) gN(1-):= Ii/mlg(’)(t) existiert in R.

t

Falls (a) oder (b) gilt, so ist E[X(X —1)--- (X —r +1)] = gl (1-).
Bemerkung: Die GroBe E[X(X —1)--- (X — r 4 1)] heiBt auch r-tes faktorielles Moment von X.

Beweis fiir (a) < (b)

(a)<:>ik(k—1).-.(k—r+1)1p(xzk)<oo

k=r
— Z k(k —1)---(k — r +1)P(X = k)t*~"  konvergiert fiir t = 1 <= (b).
k=r

=g(t) firo <t <1
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Hilfsaussage zum Beweis von Satz 17.6

Lemma 17.7
Sei a, > 0 fiir n € Ng und

F(£):=) ant",  te[01]
n=0

Dann sind aquivalent:

(a) (1) < o0;

(b) lim¢ 1 f(t) < 00.

Ist eine der Bedingungen (und damit beide) erfillt, dann gilt lim¢ ~; f(t) = f(1).

Beweis von Satz 17.6
Sei r € N und X eine ZV mit gx = g. Setze

aktr = k(k=1)---(k—r+1)P(X = k), k € Ny sowie ax :==0,k < r.
Dann gilt formal £(t) = g()(t), t € [0,1] und insbes. f(1) = g((1) = E[X(X —1)--- (X — r +1)].
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Beweis von Lemma 17.7

Beweis

(a) = (b). Es gelte (a). Da a, > 0 gilt, ist f monoton wachsend in [0,1] und f(t) < f(1) < oo fir
t € [0, 1]. Dies zeigt (b).

(b) = (a). Es gelte (b). Sei co > M := lim; ~ f(t). Dann folgt M > f(s) fur alle s € [0,1). Fiir beliebige
N € N erhalt man

N
Zaksk <f(s) <M, s€[0,1),
k=0
und daher auch Z;I:l:o ax < M. Da N beliebig war, folgt
F1) =) a< M.
k=0

Also gilt (a).
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Beweis von Lemma 17.7

Beweis (Fortsetzung)
Jetzt moégen (a) und (b) gelten. Fiir ¢t € [0, 1) folgt

0 < f(1)—f(t) = i(l —tMa =) (1—-tHa + i (1 -t ay.
k=0 k=0 k=N+1

Wegen (1) = 32 g ak < oo gibt es zu e > 0 ein N € N, so dass >~ ., ak < £/2, also

N
0< A1)~ f(t) < S (1~ th)ax + g
k=0

Fir t € [0,1) mit t > to(e) gilt
N

£
Z(l - tk)ak S 57

k=0
also 0 < f(1) — 7(t) < e. Dies zeigt die restliche Behauptung.
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Erwartungswert und Varianz m.H. erzeugender Funktionen

Folgerung

Sei g = gx, X eine Ng-wertige Zufallsvariable, fir die das erste beziehungsweise das zweite Moment
existieren. Dann gelten:

" E(X) = g/(1-),
» E(X(X - 1)) = g"(1-),
@ V(X) = E(X(X - 1)) + E(X) - (E(X))* = g"(1-) + &/(1-) - (¢/(1-))"

Sei X ~ Po()), also g(t) := gx(t) = e**=Y) fiir t € R. Fiir r € Ny erhilt man g((t) = A\"g(t), t € R, also

E(X-- (X —r+1))= .

Es folgt
E(X)=X VX)=M+A-X =) EXKX-1)(X-2))=\.
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Kapitel 18: Aligemeine Modelle

18.1 MaBtheoretische Grundlagen

Bislang: diskreter Wahrscheinlichkeitsraum Q und Ereignisraum P(Q).

Es ist nicht moglich, Wahrscheinlichkeiten fiir beliebige Teilmengen auf beliebigen Raumen € in konsistenter
Weise zu erklaren.

Es folgt daher ein maBtheoretisch begriindeter Aufbau der Wtheorie.

Vorgehen ist analog zu dem in der Analysis IlI.

Henze, N.: Stochastik: Eine Einfilhrung mit Grundziigen der MaBtheorie, 2024, Springer eBooks.
https://link.springer.com /book/10.1007 /978-3-662-68649-2

Elstrodt, J.: MaB- und Integrationstheorie, Springer, 2018, 8. Auflage.
https://link.springer.com/book/10.1007 /978-3-662-57939-8
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o-Algebren

Als o-Algebren bezeichnete Mengensysteme sollen
® hinreichend reichhaltig sein, um die Beschreibung aller relevanten Ereignisse zu ermoglichen,

® es erlauben, erforderliche Beschrankungen vorzunehmen, um Inkonsistenzen zu vermeiden,
® es ermoglichen, den Informationsstand in einer konkreten Situation bzw. zu einer bestimmten Zeit zu

modellieren.
Sei Q = (. Ein Mengensystem A C P(Q2) heiBt o-Algebra iber , falls
(a) D e A,
(b) Ac A= A€ A,
() AyeAneN= |J A, €A

n=1

Sei Q # (. Dann gilt:
(a) P(£2) und {0,2} sind o-Algebren tiber Q (die groBtmaégliche bzw. die kleinstmégliche).

(b) Ist AC Q, soist {0, A, A, Q} eine o-Algebra iber Q.
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Eigenschaften von o-Algebren

Eigenschaften

Sei Q # () und A C P(Q) eine o-Algebra.
a Q=0 ecA
st A, € A, neN, soauch

o0 o0 c
ﬂA,,: <UA‘;> c A
n=1 n=1
a Jede o-Algebra ist abgeschlossen beziiglich endlicher Vereinigungen und Schnitte.

= Wenn A, B € A, dannist A\ B=(A°UB) € A

Ferner gilt: Sind A;, i € I, o-Algebren (iber einem gemeinsamen Grundraum €2, so ist auch ﬂie,A,- eine
o-Algebra liber dem Grundraum Q.
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Erzeugendensysteme

o-Algebren kdénnen durch Erzeugendensysteme festgelegt werden.

Definition und Behauptung 18.2

Sei @ # M C P(R). Dann existiert genau eine o-Algebra o(M) liber Q mit

(a) M C o(M),

(b) ist A eine beliebige o-Algebra tiber Q mit M C A, so gilt (M) C A.

Man nennt o(M) die von M erzeugte o-Algebra, M wird als ein Erzeuger (ein Erzeugendensystem) von
(M) bezeichnet.

Beweis
Existenz:

o(M):=[[{A: AC P(Q), Aist o-Algebra, M C A}.

Dann ist (M) eine o-Algebra, die M enthalt und nach Definition die geforderte Minimalititseigenschaft
hat. Beachte, dass M C P(Q2) und P(2) eine o-Algebra ist.

Eindeutigkeit: klar.
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Eigenschaften erzeugter o-Algebren

Folgerung 18.3

Fir @ #£ M, My, My C P(Q) gelten folgende Aussagen.

(a) M1 C My = og(M;) C a(Mas).

(b) Ist A eine o-Algebra, so ist o(A) = A, insbesondere gilt o(a(M)) = o(M).
(¢) My C o(Myz) und My C o(M;) & o(Mi) = a(Ma).
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Borelsche o-Algebra

Definition 18.4

Sei O das System der offenen Mengen des R¥. Dann nennt man

B* .= B(R¥) := ¢(0O¥)
die Borelsche o-Algebra (o-Algebra der Borelmengen) des R¥. Statt B! schreiben wir nur B.

Bemerkungen:

(1) Analog definiert man fiir einen topologischen Raum (T, Q) mit dem System O der offenen Mengen die
Borelsche o-Algebra B(T) := ¢(0O).

(2) Es gilt BX # P(RX).
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Borelsche o-Algebra

Bemerkungen:
(3) Weitere Mengensysteme: A* - abgeschlossene Mengen des R¥, C¥ - kompakte Mengen des R,
T* - halboffene verallgemeinerte Intervalle (Quader). Hierzu sei x < y fiir x := (x1,...,xx)' € R¥,

y:i=(y1,...,yk) € R¥erklart durch x; < y; fir i =1,...,k und

K ={(x,y] : x,y e R x < y},
T = {(~o0,y] : y € R},
(x,y] :={zeRF:x; <z <y firi=1,..., k},
(—o0,y] i ={zeR: —c0 < z; <y, fiiri=1,...,k}.

Satz 18.5

Es gilt BX = 0(A¥) = o(C¥) = o(ZF) = o(T5).

Beweis

Analysis I11/Elstrodt, Satz 4.3/Henze, S.313
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Messraume und MalBraume

Definition 18.6 (Messraum, MaBraum)
Ein Tripel (Q, A, ) heiBt MaBraum, falls gilt:
(a) Q#0,AcC P(Q) ist eine o-Algebra; das Paar (£2,.4) nennt man einen Messraum (messbaren Raum);
(b) p:A—[0,00] ist ein MaB auf A, das heiBt
(i) u(®) =0,
(i) w i A, |l = i w(An) fir jede Folge paarweise disjunkter Mengen A, € A, n € N.
n=1

n=1

m Die Eigenschaft in (ii) wird als o-Additivitat von p bezeichnet.
® Man nennt p ein endliches MaB (endlich), falls () < co.

® Man nennt p ein o-endliches MaB (o-endlich), falls eine aufsteigende Folge von Mengen

A, € A, n €N, existiert mit @ = |J A, und p(A,) < oo fiir alle n € N.
n>1
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Wahrscheinlichkeitsraum

Definition 18.7 (Wahrscheinlichkeitsraum, Axiomensystem von Kolmogorov (1933))

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (2, .4, P), wobei Q # () eine Menge und A C P(2) eine
o-Algebra liber Q ist. Ferner sei P : A — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) P(A) >0 fur alle Ac A,

(b) P(Q) =1,

(c) Aj € A,j €N, paarweise disjunkt = P (Ej’il Aj) = io: P(A)).
j=1

Man nennt die Elemente von A Ereignisse und P heiBt WahrscheinlichkeitsmaB auf A.

Beachte:
1=P(Q)=PQUIUDU...)=P(Q) +P0) +P0)+... > 1+P0),
also 0 < P(P) <0, d.h. P(0) = 0.
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Wabhrscheinlichkeitsraum — diskret vs. allgemein

Bemerkungen:

(1) Die bisher abgeleiteten, allgemeinen Aussagen (etwa die Satze 3.2, 3.3, 3.4, 9.2, 9.3, 9.4, 10.2, 10.3) in
diskreten W.rdumen bleiben sinngem3B erhalten (alle Mengen miissen in der o-Algebra liegen), ebenso
frihere Definitionen (bedingte Wahrscheinlichkeiten, Unabhingigkeit).

(2) Resultate der allgemeinen MaB- und Integrationstheorie (Analysis IlI) werden haufig nur im Fall von
W.maBen bendtigt.

(3) Wir erhalten jetzt Zugang zu nicht-diskreten WahrscheinlichkeitsmaBen wie etwa
WahrscheinlichkeitsmaBen mit Dichten beziiglich des LebesguemaBes (genaueres spater).
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Beispiele fiir MaBe und Wahrscheinlichkeitsmalle

Sei (2,.A) ein Messraum.
(1) Fir ein beliebiges, festes w € Q sei d,,(A) := 1{w € A} fir A € A. Man nennt das W.maB 4,
Dirac-MaB oder Einpunktverteilung im Punkt w.

(2) Sei Qo C Q abzahlbar und p(w) € [0, 00) fiir w € Q. Es gelte >° . p(w) = 1. Dann ist ein W.maB
auf A gegeben durch
P .= Z p(w)dy, .

w€EQ
(3) Alle bisherigen Beispiele diskreter Verteilungen sind Spezialfalle von (2). So etwa

Q=R,A=8B,Q,=1{0,1,...,n}:
Bin(n, p) = Z <n>pk(1 — p)"ik5k, pef0,1],neN.

k
k=0
(4) Sei ) # T C Q. Setze
|[AN T|, falls AN Tendlich,
pr(A) =
00, sonst,

fir A € A. Man nennt ut das T-ZahlmaB auf A.
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Lebesgue-Mal3

Beispiel
Sei Q = R¥, A = B¥, Ak das Lebesgue-MaB auf B¥. Beachte, dass das Lebesgue-MaB durch

k
Xy] :H '7 X<}’aX7y€Rk,
j=1

eindeutig festgelegt wird. (— Existenz- und Eindeutigkeitssatze fiir die Konstruktion von MaBen)
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Dynkin-Systeme

Ein sehr niitzliches Konzept fiir viele Argumentationen im Zusammenhang mit o-Algebren wird in der
folgenden Definition eingefiihrt. Typischerweise wird es verwendet, um Aussagen, die zunachst fir speziellere
Mengensysteme bekannt sind oder bewiesen werden kénnen, schlieBlich auf den Fall allgemeinerer
Mengensysteme auszudehnen.

Definition 18.8 (Dynkin-System)

Ein Mengensystem D C P(Q) heiBt Dynkin-System iiber Q, falls
(a) Qe D,

(b) D,EED, DCE= E\DeD,

(¢) D1, Dy, ... € D paarweise disjunkt = |J D, € D.

n>1

Bemerkung: (b') D € D = D¢ € D. Man kann (b) durch (b') ersetzen wegen E\ D = (D U E€).

Beispiel

Fur Q = {0,1,2,3}, ist das Mengensystem {&,{0,1}, {1,2},{0,3},{2,3},{0,1,2,3}} ist ein
Dynkin-System, aber keine o-Algebra.
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Eigenschaften von Dynkin-Systemen

Bemerkungen: (Ubung/Tutorium)

(a) Ist D eine o-Algebra, so ist D ein Dynkin-System.

(b) Jedes N-stabile Dynkin-System ist eine o-Algebra.

(c) Beliebige Durchschnitte von Dynkin-Systemen lber Q sind wieder ein Dynkin-System.

Definition 18.9
Sei ) # M C P(€). Dann heiBt

(M) = ﬂ{D : M cC Dc P(Q), D ist Dynkin-System}
das von M erzeugte Dynkin-System, M wird als ein Erzeuger von 6(,M) bezeichnet.

Bemerkung: Offenbar gilt stets 6(M) C o(M).

Beispiel
Sei Q ={0,1,2,3} sowie M = {2,{0,1},{1,2}}. Dann gilt

6(M) ={2,{0,1},{1,2},{0,3},{2,3},{0,1,2,3}} # o(M).
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Schnittstabile Dynkin-Systeme

Ist @ # M N-stabil, so gilt §(M) = a(M).

Beweis
Es geniigt zu zeigen, dass §(M) N-stabil ist, denn dann ist §(M) eine o-Algebra, also (M) C §(M).
Sei hierzu A € 6(M) beliebig. Setze

Dp:={BCQ:ANBe§M)}

Wir zeigen (M) C Da. Daraus folgt die Behauptung (denn fiir A, B € §(M) gilt dann B € D, also
AN B € 6(M), was die N-Stabilititat von (M) zeigt).

Zunichst sieht man leicht, dass D4 ein Dynkin-System ist. (In der Tat ist Q € Da und mit D, E € Da,
D C E folgt E\ D € Da. Sind Dy, D5, ... € Da paarweise disjunkt, so ist |, Dy € Da.)

Ist speziell A € M, so gilt M C Dy, da M N-stabil ist. Da Dy ein Dynkin-System ist, folgt (M) C Da.

Ist nun A € §(M) und B € M, so folgt AN B € §(M) (wegen §(M) C Dg), das heiBt M C Da. Also gilt
auch §(M) C D fiir eine beliebiges A € 6(M).
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Der Eindeutigkeitssatz fiir (W.-)Malle

Eine typische Anwendung des Lemmas ist der Eindeutigkeitssatz fiir MaBe. Wir verwenden im Beweis, dass
beliebige MaBe von unten stetig sind. WahrscheinlichkeitsmaBe sind auch von oben stetig (dies gilt jedoch
nicht fiir beliebige MaBe fiir alle Mengen), vgl. Kap. 3, Satz 3.3 und Ana Il

Satz 18.11 (Eindeutigkeitssatz fiir MaBe)

Sei (£2,.A) ein Messraum. Sei M C P(2) ein N-stabiles Erzeugendensystem von A (das heiBt o (M) = A).
Seien 1, pp MaBe auf A mit py (M) = pp(M) fir alle M € M. Gibt es eine Folge M, in M mit M, /' Q
und p1(M,) < oo fiir alle n € N, so gilt u; = po.

Folgerung 18.12 (Eindeutigkeitssatz fiir WahrscheinlichkeitsmaBe)

Stimmen zwei WahrscheinlichkeitsmaBe auf einem N-stabilen Erzeugendensystem M iiberein und gibt es
eine Folge M, € M, n € N, mit M, /€, so stimmen die MaBe auf der von M erzeugten o-Algebra
liberein.
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Beweis von Satz 18.11

Beweis
Sei B € M mit p1(B) = p2(B) < co. Setze

Dg:={Ac A: u(BNA)=pum(BnA}.

Dann ist Dg ein Dynkin-System (Tutorium!).

Nach Voraussetzung gilt M C Dg, also §(M) C Dg.

Da M N-stabil ist, gilt (M) = o(M) = A C Dg. Speziell erhalt man A C Dy, n € N.
Wegen ANM, " A, A€ A, liefert die Stetigkeit von unten

pa(A) = lim pu(ANM,) = lim po(AN M) = pa(A),

n—oo

also die Behauptung.
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MaBdefinierende Funktionen, Verteilungsfunktionen

Definition 18.13 (MaBdefinierende Funktion)

Eine Funktion G : R — R heiBt maBdefinierend (oder maBerzeugend), falls
(a) G (schwach) monoton wiachst, das heiBt x < y = G(x) < G(y),

(b) G rechtsseitig stetig ist.

Gilt zudem

(¢) G(o0):= Xli_)moo G(x) =1, G(—0) = x—IirDoo G(x) =0,

so heiBt G Verteilungsfunktion.
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MalBdefinierende Funktionen definieren Malle

a [st G maBerzeugend, so existiert genau ein MaB g auf B mit
ue((a, b]) = G(b) — G(a) fur a,b € R mit a < b.

Das MaB pu¢ ist o-endlich. (Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 18.11, die Existenz aus dem (hier nicht
diskutierten) Fortsetzungssatz von Carathéodory (siehe z.B. Elstrodt, Satz 4.5, S.57 oder Henze, S.322;
vgl. auch die Konstruktion des Lebesgue-MaBes in Analysis Ill).)

a [st G eine Verteilungsfunktion, so ist g ein WahrscheinlichkeitsmaB. Man nennt p¢ das
Lebesgue—Stieltjes-MaB zu G.

® Umgekehrt: Ist (R, B,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, d.h. P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf B, dann
nennt man die durch

F(x) :==P((—00,x]), x€R,

erklarte Funktion F : R — R die Verteilungsfunktion zu P. (Man weise nach, dass F (a), (b), (c)
erfillt.) Das Lebesgue-Stieltjes-MaB zu F ist gerade P.
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18.2 Vom MaB zum Integral

Ziel: Messbarkeit von Abbildungen, maBtheoretischer Zugang zur Integration
Motivation: Zufallsvariablen und u.a. deren Erwartungswerte im allg. Modell

Sprechweisen

Sei (€2, A) ein Messraum. Elemente von A heiBen A-messbare Mengen (kurz: messbare Mengen). Wenn
(2, A,P) ein W.raum ist, so nennen wir Elemente von A weiterhin Ereignisse.

Definition 18.14 (Messbare Abbildung)

Seien (2,.A) und (€, A’) Messraume. Eine Abbildung f : Q — Q' heiBt (A, A")-messbar, falls f 1(A’) € A
fur alle A" € A’ gilt.
Bemerkungen:

(1) Jeder MaBraum (9, A, i) ist nach Definition ein Messraum.
(2) Sind A, A" aus dem Kontext klar, spricht man lediglich von der Messbarkeit von f.
(3) In Analysis Il wurde ausgiebig der Fall (Q',.4") = (R, B) betrachtet.
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Bildmal

Definition und Behauptung 18.15

Sind (2, A, 1) ein MaBraum, (€',.A’) ein Messraum und ist die Abbildung f : (22,.4) — (2, .4") messbar,
dann wird durch
W) = u(FUAY), A e A

ein MaB uf : A" — [0, 00] auf A’ erklart. Es heiBt das BildmaB von p unter der Abbbildung f.
Gebriuchliche Notationen: uf = o f=1 = f(u) = fp.

Man vergewissere sich, dass pf tatsichlich ein MaB ist.

Beispiel

Seien (Q,A) = (', A’) = (R, BX), u = \¥ und f : Rk — R¥ eine Isometrie, das heiBt f(x) := Ux + b fiir
x € R¥, wobei U € O(k), b € Rk. Dann gilt f(\*) = Ak, (Vgl. Analysis II)
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Induzierte o-Algebren
Fir eine Abbildung f : Q — Q' und M’ C P(Q') erklaren wir

FAM) = {fHA): A e M'}.
Sei f : Q — Q' eine Abbildung. Dann gelten:
(a) st A’ eine o-Algebra iiber ', so ist f ~1(.A’) eine o-Algebra iiber Q.
(b) Ist A eine o-Algebra iiber Q, so ist Ar := {A' C Q' : f~1(A") € A} eine o-Algebra iiber Q'
(c) Wird A’ von M’ erzeugt, so wird f ~1(A") von f~1(M’) erzeugt:

A = o(M') = FHA) = o(F1M)).

Bemerkungen:
® Aussage (c) ist haufig nitzlich: Um die Messbarkeit einer Abbildung £ : Q — Q' beziglich der
o-Algebren A auf Q und A’ = o(M’) auf Q' zu zeigen, g.z.z.: f~1(M’) C A. Dann folgt

f YA = fHo(M)) =o(F Y (M) Co(A) = A

® Aussage (a) kann genutzt werden, um geeignete o-Algebren zu konstruieren (kleinste o-Algebren, so
dass vorgeg. Abb. messbar werden).
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Beweis von Satz 18.16

Beweis

(a) und (b) sind leicht zu sehen.
(c) Klar ist o(f~1(M’)) C F~1(A’) wegen (a). Setze nun

F={FcQ :fY(F)ea(f ' (M)}
Dann ist F eine o-Algebra (nach (b)) und M’ C F, also o(M') C F. Folglich ist
fH(o(M) C FHF) Ca(f 1 (M)).
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Reellwertige und numerische Funktionen

Haufige Situation: (Q,.4') = (R, B) oder Q' =R = RU {—00, 00} mit

A =B:={BUE:B€B,EC{-o0,}}.

Definition 18.17

Sei (©2,.A) ein Messraum. Eine (A, B)-messbare Funktion f : Q — R heiBt (Borel-)messbar. Eine Funktion
f : © — R heiBt numerische Funktion. Messbarkeit fiir numerische Funktionen meint (A, B)-Messbarkeit.

Das Konzept der Messbarkeit fiir reellwertige und numerische Funktionen und deren Verkniipfungen wurde
in der Analysis Il ausgiebig behandelt.

Wir verwenden im Folgenden, dass alle betrachteten Verkniipfungen messbarer Funktionen oder Ereignisse,
die auf Relationen zwischen messbaren Funktionen beruhen, messbar sind.
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Zufallsvariablen und deren Verteilung

Definition 18.18

Sei (Q, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€', .4’) ein Messraum.

® Eine (Q'-wertige) Zufallsvariable (oder ein Q'-wertiges Zufallselement) ist eine (A, .A’)-messbare
Abbildung X : Q — .

= Das BildmaB PX = Px = X(P) =P o X! von PP unter X heiBt Verteilung von X unter P, also

PX(A) =P(XYA) =P(XcA), AcA.

® Im Fall (', A") = (R, B¥) heiBt X = (X1, ..., Xk) k-dimensionaler Zufallsvektor mit den
Komponenten X, ..., Xk, man bezeichnet PX als die gemeinsame Verteilung von X, ..., X.

® Fiir k = 1 heiBt X reellwertige Zufallsvariable. Fiir (Q',.4’) = (R, B) spricht man manchmal von
numerischen Zufallsvariablen.

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 18, Folie 18.25



Integrale in MaBBraumen
Zu einem gegebenen MaB p eines MaBraumes (€2, .4, 1) kann man das Integral von messbaren, numerischen

Funktionen f : Q — R erklaren, das heiBt eine Integration beziiglich .

Ziel ist es,

/ fdu= / f(w) p(dw) ( das p-Integral von f iiber Q)
Q Q

in geeigneter Weise zu konstruieren.

Man geht dabei aus von f = 14 mit A € A und erklart zunachst
/ 14 du = u(A) € [0, ).
Q

Das weitere Vorgehen besteht darin, den Rahmen schrittweise zu erweitern!
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Definition des MaB-Integrals

_ fe&={f:Q—=R:f>0,f messhar, |f(Q)] < co}.
Man nennt Funktionen in £ Elementarfunktionen.

Dann gibt es zu f ein n € N, a1, ..., € R>g, paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., A, € A mit
A+ + A, =Q, so dass
n
f= ZOL; II'AI .
i=1

Jede solche Darstellung einer Elementarfunktion wird als eine Normaldarstellung von f bezeichnet. Diese ist
durch f jedoch nicht eindeutig festgelegt. Wir erklaren nun

/ fdu:= Z%’M(Aj)-
Q =

Nachweis: Wohldefiniertheit (siehe Analysis I11)
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Definition des MaB-Integrals

_Sei fe& :={f:Q—=R:f>0,f messbar}.
Zu f € £* existiert ( siehe Analysis Il1) eine Folge (u,)nen mit u, € € und u, & f.

Definiere

/fdu:: lim /u,, du € [0, o0].
Q n—oo Q

Nachweis: Wohldefiniertheit (siehe Analysis I11)
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Definition des MaB-Integrals
[BERBEEEN Sci 7 - © — R messbar. Dannist f = £ — £~ mit f := max{f,0} und f~ := —min{f,0}.

Falls
/f+dM<OO und /f_d,u<oo,
Q Q

so sagt man, f sei p-integrierbar und erklart

/fdu::/f+du—/f_du€R.
Q Q Q

/f+du<oo oder /f_d,u<oo7
Q Q

/fd,u::/fJ“du—/f*dueﬁ
Q Q Q

Ist lediglich

so erklart man

und nennt f quasi-integrierbar.
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Definition des MaB-Integrals

Bemerkungen:

(a) Im Folgenden geben wir den Integrationsbereich unter dem Integralzeichen oft nicht an, wenn dieser im
Kontext klar ist. In einem MaBraum (€, A, 1) und fiir eine messbare Funktion f schreiben wir also kurz

/f du statt /f du.
Q

(b) Seien (£2,A,P) ein W.raum und X : Q — R eine Zufallsvariable mit X(Q) = {xi,...,x,}, wobei
X1,...,Xp paarweise verschieden seien. Setze A; := {X = x;}. Dann gilt

/XdIP’ ZXJP(A)_ZXJ = x) = E(X).
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Eigenschaften des MaB-Integrals

Satz 18.19

Seien (€2, A, 1) ein MaBraum und f, g integrierbar. Dann gelten:

(a) /(af+ﬁg) dp = a/ fdu+ﬂ/ gdu, a,B€eR, (Linearitét)
Q Q Q
(b) f<g = /fduﬁ/gd,u, (Monotonie)
Q Q
(c) ‘/ fd,u’ §/|f|d,u, (Dreiecksungleichung)
Q Q

(d) f p-integrierbar <:>/ [fldp < .
Q

Die Strategie zum Beweis von Satz 18.19 besteht darin, die Aussagen zunachst fiir Elementarfunktionen zu zeigen.
Dazu betrachtet man Normaldarstellungen der involvierten Funktionen sowie gemeinsame Verfeinerungen dieser
Normaldarstellungen. Die schrittweise Erweiterung ist dann (eher) eine Routineaufgabe.

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 18, Folie 18.31



Algebraische Induktion

Soll eine Aussage E fiir messbare Funktionen bewiesen werden, so geht man haufig wie folgt vor und zeigt
der Reihe nach:

(a) E gilt fir Elementarfunktionen, insbesondere fiir f = 14.
(b) E gilt fir nichtnegative messbare Funktionen f mittels Approximation u, 1 f.

(c) E gilt allgemein mittels der Zerlegung f = f+ — ™.

Man nennt diese Vorgehensweise auch Beweisprinzip der algebraischen Induktion (oder manchmal auch
Lebesguesche Leiter).
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Diracmal3

Sei (22, A, 1) ein MaBraum. Sei d, das DiracmaB in x € Q. Sei f : Q — R eine messbare Funktion. Dann gilt

/Qfd(Sx = /Q f(w) 0x(dw) = f(x).
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Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Wir sind nun in der Lage, den Erwartungswert einer Zufallsvariable in einem allgemeinen
Wahrscheinlichkeitsraum (€, A,P) zu erklaren.

Definition 18.20

Es seien (Q,.4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufallsvariable.
Man sagt, der Erwartungswert von X existiert, genau dann, wenn gilt

”/MMP<M.
Q

MM:LXW:LMMMM)

In diesem Fall nennt man

den Erwartungswert von X.
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Eigenschaften des Erwartungswerts

Die Eigenschaften des Integrals iibertragen sich nun sofort in die Sprache der Erwartungswerte von
Zufallsvariablen.

Satz 18.21

Seien (2, A,P) ein W.raum und X, Y Zufallsvariablen mit E|X| < oo und E|Y| < co. Dann gelten:

(a) E(aX +8Y) = oE(X)+ BE(Y), «o,B€R, (Linearitét),
(b) X <Y = E(X) <E(Y), (Monotonie)
(c) |E(X)| < E|X]|. (Dreiecksungleichung)
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Satz von der monotonen Konvergenz

Neben dem Satz von der dominierten Konvergenz (Analysis |1, W.theorie) ist insbesondere der Satz von der
monotonen Konvergenz haufig hilfreich.

Er ergibt sich in Verallgemeinerung der Konstruktion des Integrals einer nicht-negativen Funktion.

Satz 18.22 (monotone Konvergenz, Beppo Levi, MON)

Sei (Q,.A, i) ein MaBraum und seien fi, f,...: Q — R messbare Funktionen. Falls f, > 0 u-fast iiberall
und f, < fp41 p-fast dberall fir n > 1, so gilt

, dim = i, [

Beweis: Analysis Ill
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Summen von MaBen

Satz 18.23

Seien pu1, iz, . .. MaBe auf (2, A). Dann ist p:= Y, sk ein MaB auf (22, A). Sei f : Q — R eine
messbare Funktion. Dann gilt: B

f ist p-integrierbar <= Z/|f|dﬂk < 00.
k>1

In diesem Fall gilt

/fdu = Z/fduk.

k>1

Beweis

Algebraische Induktion. (siehe z.B. Henze, Beispiel auf S.342) Schritt 1: Beh. gilt fir Elementarfunktionen
(groBer Umordnungssatz). Schritt 2: Fiir eine nichtneg. numerische Funktionen f approximiere f durch eine
isotone Folge von Elementarfunktionen. ... u.s.w.
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Transformationsformel

Satz 18.24 (messbare Transformation)

Sei (2, A, p1) ein MaBraum, (', A’) ein Messraum und f : Q — Q' sei (A, .A’)-messbar. Es bezeichne f()
das BildmaB von p unter f. Sei h: Q" — R eine (A’, B)-messbare numerische Funktion.

/lhdf(,u):/ﬂhofd,u. (%)

(b) Genau dann ist h eine f(u)-integrierbare numerische Funktion, wenn ho f eine p-integrierbare
numerische Funktion ist. In diesem Fall gilt ebenfalls (x).

Beweis

Fir h =14 mit A € A’ gilt

(a) Ist h nichtnegativ, so gilt

[ 1 90 = ) A) = uE 2 A0) = [ sy = [ taof
Jetzt: algebraische Induktion (Linearitat des Integrals und monotone Konvergenz).
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Erwartungswert und Verteilung

Fiir eine Zufallsvariable X auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) hangt der
Erwartungswert E(X) nur von der Verteilung PX von X ab.

Beweis

Wende Satz 18.24 an auf (', A’) = (R, B) und h: R — R, h(t) := t, d.h. h = idg. Zunachst gilt:

E(X) existiert < / |X|dP < oo (X ist P-integrierbar)
Q
& / |idg o X|dP < co (idg o X ist P-integrierbar)
Q
3 X o g X . .
& /R |ldR|d)Ii ) < 00 (idg ist P*-integrierbar)
P

©/|x|]P’X(dx)<oo
R

In diesem Fall gilt E(X) = / X dP = / x PX(dx), d.h., E(X) hangt nur von PX ab.
Q R
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Fast sichere Aussagen

Definition 18.25
Seien (2, A, ) ein MaBraum und fiir jedes w € Q sei E(w) eine Aussage, die gilt (wahr ist) oder nicht.

® Wir sagen, E gilt u-fast Gberall, wenn es eine Menge N € A gibt mit x(N) = 0 und so, dass E(w) fiir
alle w € Q\ N wahr ist.

® Falls ;4 = P ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, sagen wir, E gilt P-fast sicher, wenn E im obigen Sinn
P-fast tiberall gilt (das heiBt, es gibt A € A mit E(w) ist wahr firr alle w € A und P(A) = 1).

Seien (2, A) = (R, B), f(x) = x?,x € R. Dann gilt
® f £ 0 \l-fast (iberall,
@ aber f = 0 gilt do-fast lberall.

Das zugrunde liegende MaB ist also von entscheidender Bedeutung.
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Markov-Ungleichung

Satz 18.26
Seien (2, A, i) ein MaBraum und f : Q — R = [0, 00] eine A-messbare Abbildung. Dann gilt

WF>1) < 1/fdu, t>0,
tJa

wobei u(f > t) = p({w € Q: f(w) > t}).

Beweis
Sei t > 0. Fir jedes Argument gilt 1{f >t} < % Also

1 1
,u(th):/]l{th}dﬂ < /—fdu:—/fd,u,
Q ot tJa

was die Behauptung beweist.
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Markov-Ungleichung

Bemerkungen:

® |n der Gblichen Notation der Stochastik (u = P, f = X) lautet die Markov-Ungleichung folgendermaBen:
Seien (€2, A,P) ein W.raum und X eine nichtnegative, numerische Zufallsvariable. Dann gilt fir t > 0

P(X >t) < 1/xcnp:LE(X).
t Jo t

® Mit der speziellen Wahl u =P, f(w) = |[X(w) — E(X)|?, t = €2, € > 0 ergibt sich

1

PIX() ~BX)| =€) < 5 [ IX—E(OR dP = V(0.

also die Tschebyscheff-Ungleichung (vgl. Kap. 12) als Folgerung der Markov-Ungleichung.
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Integrale iiber Nullmengen

Sei (2, A, i) ein MaBraum. Ist £ A-messbar und N € A mit u(N) =0, so ist |f| 1y A-messbar und es gilt

Beweis
Messbarkeit ist klar. Ist f reellwertig, so gilt

OS/fi]lN dus/fiﬂNZH{fign}du=2/fi]1{Nﬂ{fiS”}}dﬂ

n>1 n>1

§Z/n]l{Nﬁ{fﬂE < n}}du:Zn,u(Nﬁ{fi < n}) SZn,u(N):O.

n>1 n>1 n>1

Ist f eine numerische Funktion, so beachte, dass f = f* — f~ und [ oo 1y dp = 0 nach Definition des
Integrals (Schritt 2) gilt.
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Nichtnegativitat

Sei (2, A, i) ein MaBraum. Sei f A-messbar. Ist f > 0 p-fast tberall, so ist [ f dp > 0.

Beweis
Mit Lemma A gilt

/fdu:/f~ll{f20}+f~1l{f<0}du
:/f-]l{f20}du+/f~]l{f<0}du:/f-]1{f20}du20,

da u(f < 0) = 0 nach Voraussetzung, f - 1{f > 0} > 0 und wegen der Additivitait und Monotonie des
Integrals.

Stochastische Interpretation: Gilt X > 0 P-f.s., so folgt EX > 0.
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Nullfunktionen

Sei (R, A, 1) ein MaBraum. Sei f A-messbar. Ist f > 0 p-fast tberall, so gilt

/ fdu=0 <= f =0 p-fast iiberall.
Q

Beweis

“=": Mit der Markov-Ungleichung (Satz 18.26) folgt

ng(f>0)§zu(f21/n)SZn/fd,uzo.

n>1 n>1

“«<": Nach Vor. gilt f > 0 p-f.0., also ist wegen Lemma B [ f du > 0.
Nun gilt aber auch —f > 0 u-f.i., also — f fdu= f(—f) dp > 0 wegen Lemma B. Zusammen folgt die

Behauptung.
Stochastische Interpretation: Fiir eine nichtneg. ZV X gilt: EX =0 gdw. X =0 P-fs..
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Endlichkeit fast uberall

Sei (Q,.A, 1) ein MaBraum. Sei f A-messbar. Ist [, |f| dp < oo, so gilt || < co p-fast iiberall.

Beweis

Mit der Markov-Ungleichung (Satz 18.26) folgt

(1l =o0) = | (V{IF 2 0} | < lfl 2 m) < 7 [ 1f1dn

n>1

Da das Integral endlich ist und n > 1 beliebig, folgt die Behauptung.

Stochastische Interpretation: Existiert der Erwartungswert von X, so gilt | X| < oo P-fast sicher.
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Nullmengen-Unempfindlichkeit des Integrals

Sei (2, A, i) ein MaBraum. Seien f, g : Q — R messbare Funktionen mit f = g u-fast iiberall. Dann gilt
f ist p-integrierbar <= g ist p-integrierbar.

In diesem Fall ist ferner
/ fdu= / gdu.
Q Q

Beweis

Die Vor. liefert, dass auch f* = g% p-fast iiberall gilt. Daher kénnen wir 0.B.d.A. f, g > 0 annehmen.
Setze G := {f = g}, N := G, also u(N) = 0. Nun folgt mit Lemma C und der Additivitat des Integrals:

/fd,u:/f]l(;—i-f]l,vdy:/f]lgdu—i-/f]l,v du

woraus alle Beh. folgen.
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Integral iiber Teilmengen

Definition 18.27
Sei (2, A, P) ein MaBraum. Sei f : Q — R messbar und f > 0 oder aber f eine u-integrierbare numerische

Funktion. Fir A € A heiBt
/fd,u::/f-]lA du
A Q

das p-Integral von f iiber A.
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MalB3e mit Dichten

Definition und Satz 18.28
Es seien (2, A, 1) ein MaBraum und f : Q — [0, co] messbar.
(1) Auf A ist ein MaB erklart durch

v(A) = / fdu, AecA
A

Es heiBt MaB mit der Dichte f beziiglich 1 und wird mit v =: fy bezeichnet. Im Fall [, f dy = 1ist v
ein WahrscheinlichkeitsmaB und man nennt f eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

(2) Falls (2, 4,P) = (R, BX, X¥), so heiBt f (Lebesgue-)Dichte von v.
Falls v = PX fiir einen k-dimensionalen Zufallsvektor X = (Xi,..., Xk) gilt, so heiBt f p-Dichte von X

oder gemeinsame p-Dichte von Xi, ..., Xk.

Beweis: Seien A, Ay, ... € A paarweise disjunkt. Dann gilt nach Satz 18.22 (MON)

V<ZA,-> :/f~]leAjdu:/Z(f-]lAj) du:Zu(Aj). O

Bemerkung: Sind f, g zwei p-Dichten von v (d.h. Dichten von v beziglich 1), so gilt f = g p-fast iberall.

Dies kann man mit Hilfe von Lemma C einsehen.
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Stetige Zufallsvariablen

Definition 18.29 (Spezialfall 1: absolut stetige Verteilung)

Ein k-dimensionaler Zufallsvektor X = (Xi, ..., Xk) (auf einem W.raum (€, A, P)) heiBt (absolut) stetig
(verteilt), falls X eine Lebesgue-Dichte besitzt, falls also eine messbare Funktion f : Rk — [0, 00) existiert
mit

PX(B) = P(X € B) = / F(x) N(dx), B e B~
B
Insbesondere spricht man im Fall k = 1 von einer stetigen Zufallsvariablen.

Bemerkung: Im Fall kK = 1 kann die Wahrscheinlichkeit P(X € B) als Flache zwischen dem Graphen von f
und der x-Achse interpretiert werden, fiir k > 1 entsprechend.

f(@)
Q(la,b) = [ f(x)dz
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Stetige Gleichverteilung

Beispiel

Sei B C R eine beschrankte Borelmenge mit AX(B) > 0. Setze

L k
f(X) = m o ]].B(X), x € R*.
Dann ist f eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich A*, da [, f(x) A*(dx) = 1. Ein Zufallsvektor X mit
dieser Dichte f beziiglich A\¥ heiBt gleichverteilt auf B, kurz X ~ Ug.

f(IhIQ) f(xth)

\\l//
Gleichverteilung auf einen Quadrat bzw. einer Kreisscheibe
Spezialfall: k = 1, B = [0,1]: U 1) Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall
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Diskrete Zufallsvariablen

Beispiel (Spezialfall 2: diskrete Verteilung als MaB mit Dichte)

Ein k-dimensionaler Zufallsvektor X = (Xi, ..., Xk) (auf einem W.raum (€, A, P)) heiBt (bekanntlich)
diskret (verteilt), falls es eine abzihlbare Menge D C R mit P(X € D) = 1 gibt.

Ist 4p das ZahlmaB auf D, d.h., pp := > 0y, und setzt man
yeD

P(X = x), x € D,
f(x):= 0( ) .
, x € RF\ D,

so gil
e PX(B) = P(X € B) :/Bf(x) pp(dx) = /Bf dup, Be Bk

In der Tat folgt nach Satz 18.23
[ Fdo=3f0)1s)= ¥ )= ¥ PX=y)=B(X€BND)=PX<B),

yeD yeBND yeBND

Die Zahldichte f von X ist also eine Dichte von X bzgl. des MaBes pp.
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Diskrete Gleichverteilung

In einem W.raum (R*, B%,P) sei () # D C R* eine endliche Menge und pp das ZihimaB auf D, d.h.

HUD = Z(SX

xeD

Dann ist die Gleichverteilung Up auf D erklart als das MaB3

po(A) 1 / 1 |AN D K
A) = = — up(A) = | — dup = A€ Bk,
Uol#):= 0@ = o1 oW = [, 1oy e = "o A€

In diesem Fall hat Up die konstante Dichte f(w) = 1/|D| beziiglich pp.

S. Winter: Einfithrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 18, Folie 18.53



Integration beziiglich v = f

Satz 18.30

Seien (€, A, 1) ein MaBraum und v = fu das MaB mit Dichte f > 0 beziiglich p. Dann gelten:
/(pdl/:/gpﬁ‘dp. (*)
Q Q
(b) Ist ¢ : Q — R messbar, so gilt:

(@ ist v-integrierbar < ¢ - f ist u-integrierbar.

(a) Ist ¢ : Q — Rsq messbar, so gilt

In diesem Fall gilt ebenfalls (x).

Beweis

(a) Ist o =14, A € A, so gilt (x) nach Definition, denn [14dv =v(A) = [1a-f dp. Fir
Elementarfunktionen ¢ folgt (x) dann wegen der Linearitit des Integrals. Der allgemeine Fall folgt nach dem

Satz von der monotonen Konvergenz.

(b) Anwendung von (a) auf ¢* und ¢ ™.
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Berechnung des Erwartungswerts

Folgerung 18.31
Die reelle Zufallsvariable X besitze die u-Dichte f. Dann gilt:

Der Erwartungswert von X existiert genau dann, wenn / [x|F(x)p(dx) < .
R

In diesem Fall gilt E(X) = / x - f(x)u(dx), also speziell
R

/ x - f(x) dx, falls 1 = A1,

E(X) = &

(X) ZX.]}D(XZX), fa“S,u:MD:erDéx'
xeD

Beweis: E(X) existiert, falls [, |idr|dPX < co (vgl. Folie 18.39). Setze nun Q = R, v = PX(= fy) und
¢ = idx. Dann gilt nach Satz 18.30:

E(X) = /R ide dPX = /]R ide - £ djt = /R ide () - F(x)(dx) = /R < FOu(d) O
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ProduktmaBe

Satz und Definition 18.32

Es seien (2}, A, 1), 1 < j < n,n > 2, 0-endliche MaBraume. Sei Q = Q; x --- x Q, und

A=A =0({Ax- x At A € A, 1< i < n})
j=1
die Produkt-o-Algebra von Ay, ..., A,. Dann existiert genau ein MaB p auf A mit
n
(AL X - X Ap) :HMJ(AJ-), A eA,1<i<n.
j=1

Man nennt p das Produkt von pq, ..., p, und schreibt g =y ® -+ @ pp = @ pj. Der MaBraum
j=1

n n n
Qs A, 1) == (Xf_ﬁp@f‘j,@ﬂj)
j=1 j=1 j=1
heiBt das Produkt von (€, A;, 11j),1 <j < n.
Beweis: Existenz: Fortsetzungssatz von Carathéodory, Eindeutigkeit: Satz 18.11
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Der Satz von Fubini

Satz 18.33 (Fubini)

Sei n = 2 in der Situation von Satz 18.32. Sei f : Q — R messbar. Dann sind die Schnittfunktionen

f431 b — R, fjl(WQ) = f(wl,wg), ((JJl € Ql)
fJQ . Ql — R, fj2(w1) = f(wl,wz), (WQ S Qg)

jeweils (Aj, B)- beziehungsweise (A;, B)-messbar.
(a) Ist f >0, so sind

Q> > wyr —~ f(wl,W2) ,ul(dwl), Q1 D w — f(LU]_,Ld2) [L2(dbd2)
Ql Q2

jeweils (Aj, B)- beziehungsweise (A;, B)-messbar. Ferner gilt

/Qf d(m ® p2) = /92 </91 f(wi,wn) ,ul(dwl)) pi2(dws)
— /Q1 ( 92 f(wi,ws) ,uz(de)) pi1(dwr ).
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Der Satz von Fubini

Satz 18.33 (Fubini, Fortsetzung)
(b) Ist f eine (1 ® po)-integrierbare, numerische Funktion, dann gilt:

® f(wi,-) ist po-integrierbar fir pi-fast alle wy € Qy,
® f(-,wo) ist ui-integrierbar fiir uo-fast alle w, € Qo,
a die pi-fast iiberall definierte Funktion

w1 — / |f (w1, w2)| p2(dws) ist pi-integrierbar,
a die pp-fast tiberall definierte Funktion
Wy / |f (w1, w2)| p1(dwi) ist po-intergrierbar.

(und ebenso ohne Betragsstriche). Ferner gelten (%) und ().

Entsprechende Aussagen gelten allgemeiner fir n > 2.
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Stochastische Unabhangigkeit und ProduktmaBe

Definition und Satz 18.34

Es seien X, ..., X, Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, .4, P). Die Zufallsvariablen
Xi,...,X, heiBen (stochastisch) unabhangig (beziiglich P), falls gilt

P(X; € By,..., X, € B)) =[[P(X; € B), Bi,...,B,€B.

j=1
Mit X := (Xi,...,X,) sind Xi, ..., X, genau dann unabhingig, wenn

PX=Pg.. @P%.

Die Behauptung folgt mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes fiir MaBe (Folgerung 18.12).

Bemerkung. Die Definition der Unabhangigkeit gilt analog, wenn Xi, ..., X, Werte in verschiedenen und
allgemeinen messbaren Riumen annehmen, zum Beispiel X; in (R%, B%).
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19. Verteilungsfunktionen und Lebesgue-Dichten

Definition 19.1

Sei (Q,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable auf Q. Die durch

F(x)=P(X<x), xeR

erklarte Funktion F : R — [0, 1] heiBt Verteilungsfunktion von X.
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Eigenschaften von Verteilungsfunktionen

Satz 19.2

Fir jede Verteilungsfunktion F gilt:
(a) F ist monoton wachsend;

(

b) F ist rechtsseitig stetig;

(c) i I|mOo F(x) =0 und xﬂToo F(x)=1

(d) ]P’(a<X<b) F(b) — F(a) fur a,b € R mit a < b;

(e) P(X = x) = F(x) — F(x—), x € R, wobei F(x—) := Iim F(y) der linksseitige Grenzwert ist;
(f) F hat hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen, welche allesamt Sprungstellen sind.

Bemerkungen: (1) Wegen der Eigenschaften (a)-(c) ist die Definition der VF einer ZV konsistent mit der
friheren Definition 18.13 einer (abstrakten) VF.

(2) Jede Verteilung auf R besitzt eine Verteilungsfunktion. Nach Folie 18.19 gilt umgekehrt: Jede Funktion
F : R — R mit den Eigenschaften (a)-(c) definiert genau ein WahrscheinlichkeitsmaB pr auf R, d.h. eine
Verteilung.

(3) Folgerung: X ~ Y <= Fx = Fy
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Verteilungsfunktion einer diskreten ZV

Gegeben seien (Q, A, P) und eine ZV X mit P(X € D) =1 fiir eine abzahlbare Menge D C R. Dann ist die
Verteilungsfunktion von X diskret (hat abzahlbar viele Werte) und von der Form

F)=P(X<x)= > P(X=y), xeR
yeD : y<x

e S
0.8 - —
C—
0.6 —
0.4 - —
02 1
I | I I | I I I |

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9
Verteilungsfunktion einer diskreten Verteilung (G(1/4))
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Verteilungsfunktion einer stetigen ZV
Hat X die Lebesgue-Dichte f (vgl. Def. 18.28/18.29), so gilt

X

F(X):P(ng):/ f(t) dt, xeR. (*)

— 00

Die Umkehrung gilt ebenfalls: Gilt (%) fir die Verteilungsfunktion F von X mit einer messbaren Funktion
f >0, so hat X die Lebesgue-Dichte f, das heiBt

(%)

t

Dichte und Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen
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Verteilungsfunktion einer stetigen ZV
Hintergrund: Sei f > 0 messbar. Genau dann gilt

F(X):]P)(XSX):/ f(t) dt furalle x € R, (*)
wenn
P(X € B) = / f(t) dt fir alle B € B gilt. (%x)
B
Beweis: “«<" klar. “=": Folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fir W.maBe (Folgerung 18.12) mit
J = {(—o00,x] : x € R} als N-stabilem Erzeuger. O
Bemerkungen:

(1) Die Dichte f in (x*) ist nur bis auf eine A-Nullmenge bestimmt.

(2) Im Folgenden werden nur f betrachtet, die bis auf endlich viele Stellen stetig gewéhlt werden kdnnen.

(3) Ist x eine Stetigkeitsstelle von f, so gilt F'(x) = f(x). (Hauptsatz der DIR)

(4) Ist F (stetig und) auBerhalb einer endlichen Menge M stetig differenzierbar, dann wird durch
f(x):=F'(x), x e R\ M, und f(x) :=0, x € M, eine Lebesgue-Dichte zu F definiert, das heiBt

F(x):/x F(t) dt, x€eR.

—00
(5) Achtung! Nicht jede VF besitzt eine Dichte. Es gibt F mit F/(t) = 0 fiir \l-f.a. t € R (etwa diskrete
VF, “devil’s staircase").
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19.1 Beispiele stetiger Verteilungen

Definition 19.3 (Gleichverteilung auf einem Intervall)
Seien a,b € R, a < b und

0, sonst.

) = {E, x € (a, b),

Man nennt eine Zufallsvariable X gleichverteilt auf (a, b), kurz X ~ U, py, falls X die Lebesgue-Dichte f
hat.

Es gilt dann: f() F@)
1
0, falls x < a, —
F(x)=1{%=2 ,fallsa<x<b,
1, falls x > b. ,
a b T a b x

Dichte und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung U(a, b)
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Eigenschaften der Gleichverteilung

Hinweis: Pseudo-Zufallszahlengeneratoren simulieren die Verteilung U 1) zum Beispiel mit Hilfe von
Kongruenzgeneratoren. Mit Hilfe von U g 1)-verteilten Zufallsvariablen lassen sich dann weitere Verteilungen

erzeugen.

Es gilt
& 1 ath

b
]E(X):b_a/xdx: >

b 2 2
/deX:a —i—ab—i—b7
2 3

b—a

V(X) = (2—b)"

Satz 19.4

X ~ U(071) < a+ (b = a)X ~ U(a,b)

Beweis: Vergleich der Verteilungsfunktion von a4 (b — a)X mit der von Y ~ U, p). O
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Exponentialverteilung

Definition 19.5

Sei A > 0. Eine Zufallsvariable X hat eine Exponentialverteilung mit Parameter A, kurz X ~ Exp(\), wenn

X die folgende Lebesgue-Dichte hat:
A —Ax
f(x) = { e, x>0,

0, x <0.

. A AX
Es gilt dann Flx) = 1—e™, x>0,
0, x < 0.

fx)

! xr

x
Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung
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Eigenschaften der Exponentialverteilung

® Fir t,h > 0 und X ~ Exp(}) gilt (die Gedachtnislosigkeit)

P(X>t+h) 1—F(t+h) e tth

PX=0 IR e ¢ rXzh

PX>t+h|X>t)=

® Fiir X ~ Exp()) gilt (siehe Tutorium):

E(X)= 1. E(C) = o VX) = 5.

w Skalierungsverhalten: Ist X ~ Exp(1), so ist A™1 - X ~ Exp(}).
® Zusammenhang mit der Gleichverteilung (Ubung):

Ist U~ U(o 1), so gilt X := —% In(U) ~ Exp().
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Die Gammafunktion

Zur Erinnerung (Analysis): Die Gammafunktion I : (0,00) — R ist erklart durch
MNa)= / t*le7tdt, a>0.
0

Nitzlich ist oft die Gleichung
NMa+1)=al(a), a>0,

speziell ist

r2)=r(1)=1, r(n+1)=n! sowie T (;) = /.
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Normalverteilung

Definition 19.6
Seien p € R, ¢ > 0 und

1 =p)?
Nors e 2 , xeR
o

Eine Zufallsvariable X hat eine Normalverteilung mit den Parametern p und o2, kurz: X ~ N( 1, 02), wenn
X die Lebesgue-Dichte f besitzt. Man nennt N(0, 1) die Standard-Normalverteilung oder standardisierte
Normalverteilung. Deren Dichte und Verteilungsfunktion werden mit ¢ bzw. ® bezeichnet.

Mit der “GauBschen Glockenkurve” ¢(x) = V21 te /2, x € R gilt also fiir die Dichte von X ~ N(u, 0?)
1 _
f(x):—ga(x M), xeR
(o

g

und daher o0 _
/f(x)dx:l/ <p<X ,u> dx:/(p(t)dtzl.
" o) o o R

Bezeichnet F die Verteilungsfunktion von X, so gilt
1 t—p = X —
F(x) =P(X < x) = = dt = dz=¢ .
(=px =0 [ To() ar= [ @ a—o (1)
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Eigenschaften der Normalverteilung

Satz 19.7

Fiar p € R, o > 0 gilt

(a) X ~N(0,1) = pu+ X ~ N(u,0o?);
(b) X ~ N(u,0?) = =2 ~ N(0,1).

Beweis
(a) Furdie VF Fy von Y := pu+ oX gilt fir jedes x € R

Fy(X) = ]P)([L-i-O'X < X) =P (X < X~ u) =0 (u) = FN([,L,O'Z)(X)'

(b) Analog gilt fir die VF Fz von Z := % fir jedes x € R

X — _
Fz(x) =P ( - F< x> — P(X < i+ 0x) = Fyuony (i1 +0x) = & (W) = ®(x).

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 19, Folie 19.12



Erwartungswert und Varianz der Normalverteilung

Satz 19.8

Sei u € R,0 > 0 und X ~ N(z,02). Dann gilt E(X) = p und V(X) = o2

Fir X ~ N(0,1) erhalt man
1 X2
E(X :/xgox dx:—/xe_T dx =0
(0= [ xob) dx=—= [
und

IE(XZ):/Rx2gpx dx = @/ x%e” dx—\[/ V2tie™t dt = Tr<2)—7%r<1):1

und daher V(X) = 1. Fiir Y ~ N(u,0?) folgt nun wegen Y ~ i+ oX, X ~ N(0,1):

E(Y)=p+0E(X)=p und E(Y?)=E((n+0X)?) = p? + 0 + 2u0E(X) = pi* + o2,

also V(Y) = o2.
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Transformation von Zufallsvariablen

® X — p+ oX ist eine (lineare) Transformation der Zufallsvariablen X.
Allgemeiner: Sei X eine ZV mit Verteilungsfunktion F und Dichte f, und sei T : R — R eine messbare
Funktion.
Frage: Welche Verteilungsfunktion besitzt Y := T(X)? Besitzt Y eine Dichte?

Grundlegende Vorgehensweise: Sei G(y) :=P(Y <y), y € R, die Verteilungsfunktion von Y. Schreibe
das Ereignis {Y < y} = {T(X) < y} in ein Ereignis fir X um, dessen W. mit Hilfe der Verteilungsfunktion
F von X ausgerechnet werden kann.

Beispiele
w T(X) = X% {X* <y} = {—y"* <X < yM*) fury > 0.
G(y) =PB(X* <y) =P(-y"* < X < yM*) = F(y/*) = F(=y"/%),
da P(X = —y'/*4) =0.
 T(X)=eX: {X <y} ={X<logy} fir y >0,
also G(y) = P(Y <y) = F(logy), y >0; G(y)=0, sonst.
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Streng monotone Transformationen

Satz 19.9

Es sei X eine ZV mit Verteilungsfunktion F und einer bis auf endlich viele Stellen stetigen Dichte f. Es gelte
P(X € O) =1 fiir ein offenes Intervall O.

Die Einschrankung der Abbildung T : R — R auf O sei stetig differenzierbar und streng monoton mit
T'(x) # 0,x € O. Seien T~1: T(O) — O die Inverse von T auf T(O) und G die Verteilungsfunktion von
Y = T(X). Dann gelten:

(a) Ist T streng monoton wachsend, so gilt G(y) = F(T*(y)), y € T(0).

(b) Ist T streng monoton fallend, so gilt G(y) = 1— F(T~(y)), y¢€ T(0).
(c) In beiden Fallen besitzt Y die Dichte

= —f(T_l(y)) un := 0, sons
gly) = T y € T(0), und g(y) := 0, sonst.
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Beweis von Satz 19.9

Beweis
Sei T streng monoton wachsend. Fir y € T(O) gilt

Gly) = P(Y<y) = P(T(X)<y) = P(X< T (y))=F(T *(y))
Differentiation (in jedem Stetigkeitspunkt der Ableitung!) ergibt

e _ PO AT
80} = W) = Ty T T

Der zweite Fall folgt analog.
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Lognormalverteilung
Seien X ~ N(u, %) und T(x) :=eX, x € R. Was ist die Verteilung der ZV Y := T(X) = eX?
Sei G(y) :=P(Y < y), y € R die Verteilungsfunktion von Y.

® Firy <0gilt G(y)=0

a Firy > 0ist

Gly) = B(Y<y) = P(¢" <y) = P(X<logy) = ¢(|0g);—/i)

= Differentiation (Kettenregel) liefert wegen ¢’ = ¢

k)gy_—u) 11 <_(|0gy—u)2)

a

gly) = ¢ (
fur y > 0 (g(y) := 0, sonst).
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Lognormalverteilung

Definition 19.10

Eine positive Zufallsvariable X besitzt eine Lognormalverteilung mit den Parametern y und o2
(u € R,02 > 0), falls X die Dichte

fx) = — exp(—w>

ox\/ 2T 202

fir x > 0 und f(x) = 0, sonst, besitzt.
Kurz X ~ LN(y,0?).

Beachte: X ~ LN(y,02) <= In(X) ~ N(u,0?).
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Dichten von LN(0,1) und LN(1,1)

0.6
0.3
0.4

0.3

0.1

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 19, Folie 19.19



19.2 Gemeinsame Verteilungen mit Lebesgue-Dichten

Wenn nicht etwas anderes vereinbart wird, sind in diesem Abschnitt mit Dichten stets Dichten beziiglich des
Lebesgue-MaBes gemeint.

Zur Erinnerung: ein k-dimensionaler Zufallsvektor X auf einem W.raum (€, A, P) heiBt (absolut) stetig
(verteilt), wenn PX eine Lebesgue-Dichte (kurz L-Dichte) hat, d.h.

PX(B) = /l{x € B} f(x) \*(dx), B e B,

mit einer messbaren, nichtnegativen Funktion f (die Lebesgue-Dichte von PX).

Je zwei L-Dichten von PX stimmen A\¥-f.Qi. iiberein.
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Marginalverteilungen bei Dichten

Satz 19.11

Sei X = (Xi,...,Xk) ein Zufallsvektor mit L-Dichte . Dann haben auch Xi, ..., Xx L-Dichten. Eine
L-Dichte f; von X; ist gegeben durch

G(t):/.../f(xl,...,xj_l,t,><j+1,...,xk)dx1...d)g_ld)g+1...dxk, t € R.
R R

Beweis

Mit B; € B und B; := R/~! x B; x R/ gilt

P(X; € B)) =P(X e R x B; x Rk ) = / f(x) \<(dx).
B;j
Die Aussage folgt nun mit dem Satz von Fubini, das heiBt

IP()QE BJ):/B /]Rk—l f(Xla"'an—lat’XH—la"'an) )\k_l(d(xla"'an—laxj—‘rl"-an)) dt. O
J
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Unabhangigkeit und Dichten

Satz 19.12

Sei X = (Xi,...,Xk) ein k-dimensionaler Zufallsvektor mit L-Dichte f. Seien fi, ..., fy marginale L-Dichten
von Xi, ..., Xk. Genau dann sind Xi, ..., Xy stochastisch unabhangig, wenn gilt

k
f(x) =[] 609) fir \fast alle x = (x, ..., %) € R,
j=1

Beweis

Fir By, ..., Bx € B gilt einerseits

k k k k
<®PX"> @x+x 8 =[[P%@) =TT [ sesddy= [ TIs)elonron0
j=1 j=1 j=1 Bj Bi XX By j=1
und andererseits
PX(By x --- x By) :/ f(x) dx.
By XX By

Die Aussage folgt nun mit Satz 18.34 (PX = PX ® --- @ PX"), vgl. auch die Bem. auf Folie 18.49. O
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Unabhangigkeit und Dichten

Aus dem vorangehenden Argument erhilt man auch folgende partielle Umkehrung von Satz 19.11.

Satz 19.13

Sei X = (Xi,...,Xk) ein k-dimensionaler Zufallsvektor mit stochastisch unabhangigen Komponenten
X1,..., Xk, die L-Dichten fi, ..., fy besitzen. Dann besitzt auch X eine L-Dichte f und fiir diese gilt

k
f(x) = H fi(x;) fur A<-fast alle x = (X1, ,xk) € R".
j=1

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 19, Folie 19.23



Anwendung von Satz 19.12

Sei X = (X1, %) ~ Ug mit B=[0,1]*U [},1])%.

Also ist f(x1,%) =2 1g(x1,x) =2 1{x1,x € [0, 3] oder x, x> € [3,1]} die L-Dichte von X.

Es gilt
1
fi(x1) :/ f(x1,x)dxp =1 fiir x; € [0,1],
0

und ebenso f(x2) = 1,1j(x2), d-h. X1 ~ U1y, X2 ~ U(g,1). Wegen
1 1 1 1 1 1 1
P(Xle|:0,§:|,X2€|:0,§:|>:2-Z:§7EZ:P<X1€|:0,§:|)-P<X2€|:0,§:|)

{0,2} 3 f(x1, %) # ila) - A(x) =1 fir x;,x € (0,1),
sind X1, X5 nicht stochastisch unabhangig.

bzw.
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Transformation von Zufallsvektoren

Voraussetzungen:

® Seien (2, A,P) ein W.Raum und X : Q — R¥ ein Zufallsvektor mit Verteilung PX = f Ak, d.h.
L-Dichte f.

w Seien T : R¥ — R¥ messbar, U,V C Rk offen und T|y : U — V ein Diffeomorphismus.
» P—fast sicher gelte X € U, d.h. (0.B.d.A.) f = 0 auf R¥\ U.

Aufgabe: Bestimme die Verteilung von Y := T(X).

Satz 19.14

Mit den obigen Vorausetzungen besitzt Y := T(X) die L-Dichte

B foT y)
V)= get DT (T ()1

yev,

und g(y)=0firy ¢ V.
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Beweis von Satz 19.14

Beweisidee

Sei A C V Borelmenge. Dann ist
P(Y € A)=P(X € T}(A)) =P(X € Un T (A))
_ /U 17104y (%) F(x) A*(dx)
= [ (T ONAT )] et DT ()] ¥ eh)

_ foT '(y) K
- J MO rqrmr o M)

wobei fiir die dritte Gleichung der Transformationssatz fiir Gebietsintegrale (Analysis 3) verwendet wurde.
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Anwendung des Transformationssatzes

Beispiel
Seien X1, Xo ~ U(g,1) und stochastisch unabhangig. Dann sind

Yi:=+v—-2InX; -cos(2nXz), Ya:=+/—2InX;-sin(2wX3)

stochastisch unabhingig und N(0, 1)-verteilt.
Nachweis: Es ist X = (X1, X2) ~ Ug1)2, d.h. X hat die L-Dichte f(xi,x2) = 1{(x1,x2) € (0,1)?} auf R2.

Mit
i, y2) = T(x1,x) = (\/ —21Inxq - cos(2mx2), v/ —2Inxq - sin(27rX2))

(
fir (x1,x) € (0,1)? und T(x1,x) := 0 sonst bildet T die Menge (0, 1)? diffeomorph ab auf
R2\ ([0,00) x {0}), d.h. bis auf eine A?>-Nullmenge ist das R?. Es gilt

2 1
4et (DTG = 22, a =0 (504 +12))
fir (x1,x) € (0,1)? und (y1,y2) = T(x1, x2). Fiir die L-Dichte g von (Y1, Y2) = T(X) folgt
gy1,y2) = ;_717 =) - e(y), woraus sich alle Beh. ergeben, da (T 1(y)) =
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19.3 Summen von Zufallsvariablen

Satz 19.15 (Faltungsformel fiir stetige Zufallsvariablen)
Seien X, Y unabhingig mit Dichten fx bzw. fy. Dann hat X + Y die Dichte

feov(t) :/oo f(s) fr(t—s)ds, teR

—00

a Die durch

o0

(e + (1) ;:/

—0o0

fi(s) fy (¢ — 5)ds = /_oo f(t—s)fr(s)ds, teR,

definierte Funktion fx x fy : R — [0, o0] nennt man die Faltung von fx und fy. Obige Formel besagt
also

fx+y = fX * fy.
® Vgl. mit diskreter Faltungsformel
PX+Y=t)= Y PX=sPY=t-5s)
s:P(X=s)>0

® Die Dichte der Summe von mehr als zwei unabhangigen Zufallsvariablen ergibt sich induktiv.
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Beweis von Satz 19.15

Beweis

Firze Rsei B, := {(x,y) : x+y < z}. Mit t ;= y + s folgt

P(X+Y<z) = P(X,Y)eB,) = /_O:o (/_ () dy) fi(s) ds

— 00

/_o; (/_oo fr(t = s)dt) fx(s) ds
/_Zoo (/_Z () - fr(t =) ds) dt.
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Summe gleichverteilter ZV

X, Y unabhingig und je U 1)-verteilt. Hier ist fx(t) = fy(t) = 1(0,1)(t). Man erhalt

Jy1ds =t falls 0 < t < 1,
fx+y(t) = / ]].(0’1)(5) ]1(071)(1' - S) ds = ftl—l lds =2 — &, falls 1 S t< 2,
R

0, sonst.

fx+v(t)
1
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Additionsgesetz fiir Normalverteilungen

Satz 19.16
Es seien X, Y stochastisch unabhingig mit X ~ N(u,02), Y ~ N(v,72), 1, € R, 0,72 > 0. Dann gilt

X+Y ~N(p+v,o°+712).

Beweis: siehe Tutorium
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19.4 Momente und Quantile

Ist X : Q — R" auf (2, A, P) ein Zufallsvektor und h: R" — R eine messbare Funktion, so ist E[h o X]
erklart, falls
E[lho X]|] :/ |h| dPX < oc.
Rn

In diesem Fall gilt

E[ho X] :/ h dPX :/ h(xi, ..., x,)PX(d(x1,...,xn)).
Falls PX die Lebesgue-Dichte f hat, so folgt

E[ho X] = / GO A" (k).
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Momente

Far reelle Zufallsvariablen X, Y kénnen wir nun wie im diskreten Fall auch allgemein die folgenden
KenngréBen erklaren (falls diese existieren):

» E[XX], E[|X|¥], E[(X — EX)¥] (k-tes Moment, absolutes k-tes Moment, zentriertes k-tes Moment)
B V(X), ox = /V(X), C(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)] (Varianz, Standardabw., Kovarianz)

m (X, Y)= Cx.Y) (Korrelationskoeffizient).

OX0y

Alle im diskreten Fall zuvor in Kapitel 12 bewiesenen Eigenschaften und Aussagen bleiben giiltig,
insbesondere bei Spezialisierung auf den Fall stetig verteilter Zufallsvariablen.
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Beispiel: Multiplikationsformel

Satz 19.17
Sind X, Y unabhangige, reelle Zufallsvariablen mit existierenden Erwartungswerten, so existiert auch der
Erwartungswert von XY, und es gilt E(XY) = E(X)E(Y), das heiBt C(X, Y) = 0.

Beweis
Zunéchst gilt

B(XY]) = [ by BX(dlx,5)

= /}R2 x| - lyl (X @ PY)(d(x,y)) (Unabhangigkeit)
= ([ Px9) ([ i) (Fubini)
=E(X)E(]Y]) < 0. (EW existieren)

Wiederholung der Rechung ohne Betragsstriche ergibt die Behauptung.
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Momente der Standard-Normalverteilung

Sei X ~ N(0,1) und p > 0. Dann gilt

B(XP) = [ P de= = [0t

ptl

= 7 lerd
VT Jo 4 4

_2§r p+1
T 2 )7

Falls p = 2k, k € N, so folgt mit der Rekursionsformel zur Berechnung der Gammafunktion

E (X2) H(zj — 1),
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Quantile von reellen Zufallsvariablen

Definition 19.18

Seien X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und p € (0,1). Die Zahl

F~Y(p) :=inf{x € R: F(x) > p}

heiBt p-Quantil der Verteilung von F (beziehungsweise von X).
Die Funktion F~1:(0,1) — R heiBt Quantilfunktion zu F.

F(x)
1 ____________________________

PLp———————————————
1
1
nRpF-——m—-——-———— A :

|

P3 === :
1 : 1
—_ : 1 :
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Bemerkungen zur Quantilfunktion

(1) F~1ist wohldefiniert, da lim F(x) =0, lim F(x)=1.
X——00 X—00

(2) F~!is monoton wachsend und linksseitig (!) stetig.

(3) Die Infimum-Bildung ist erforderlich! Insbesondere ist F~! i.A. nicht die Umkehrfunktion zu F. Falls F
streng monoton und stetig ist, so ist F~! in der Tat die Umkehrfunktion zu F.

(4) Analog zur Situation bei empirischen Quantilen werden die folgenden Begriffe verwendet:

F~'(3) : Median,

F(3

) :

Fﬁl(%) : unteres Quartil,
) : oberes Quartil,
) _

F~'(3) — F'(3) : Quartilsabstand.
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Beispiel zur Quantilfunktion

Beispiel (Exponentialverteilung)
Sei X ~ Exp(}), also

F(x) 1 —exp(—Ax), fallsx >0,
X =
0, sonst.

F ist auf {x : 0 < F(x) < 1} stetig und streng monoton wachsend. Also gilt
p =F(F7(p) = 1—exp(~=AF'(p))

und somit

f(=)

xr
Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung
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Quantil-Transformation

Satz 19.19
Sei F eine Verteilungsfunktion und sei U ~ U(q 7). Dann hat

X :=F V)
die Verteilungsfunktion F.

Bemerkung: Die Quantiltransformation dient zur Erzeugung einer Pseudozufallszahl x mit
Verteilungsfunktion F aus einer Pseudozufallszahl u mit Gleichverteilung U(q 1).

Beispiel: x = —\"1In(1 — u) erzeugt eine Exp(\)-Zufallszahl.

Beweis
Fir x € R und p € (0,1) gilt

F(x)>pe x> F(p).

Daraus folgt
P(X < x) = P(F(VU) < x) = P(U < F(x)) = F(x).
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Kapitel 20: Grenzwertsatze

Satz 20.1 (Schwaches Gesetz der groBen Zahlen)

Seien X1, X2, ... paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert y = E(X1) und
gleicher endlicher Varianz 0% := V(X;) < co. Mit X,, := %S,, o= %(Xl + -+ X,) gilt

lim P(|X,—p| >¢) =0 fiir jedes € > 0.

n— 00

Bemerkung: Unabhéngigkeit impliziert Unkorreliertheit. Also gilt der Satz inbesondere fiir Folgen
unabhangiger Zufallsvariablen.

Beweis

Nach Vor. gilt E(X,) = 2E(X; + ... + X,) = g und V(X,) = L V(X1 + ... + X;) = 1 V(X;) = <. Somit
folgt mit der Tschebyscheff-Ungleichung

o2

]P’(|X,,—,u| 25) < 2,
Konvergenzbegriff im Hintergrund: Seien Y, Yy, Y5, ... ZV auf einem gemeinsamen W.raum. Dann sagt
man, (Y,)n>1 konvergiert stochastisch gegen Y, falls gilt: lim P(|Y, — Y | >¢) =0 fir jedes € > 0.
- n—oo
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Schwaches Gesetz groBer Zahlen

Folgerung

Sind Ay, Ay, ... paarweise unabhangige Ereignisse mit P(A;) = p fir i € N, so gilt
: 1¢ "
lim IF’(’—Z]IA,.—p’26>:O fir € > 0.
n— o0 n o
n
Hier ist 1 3~ 1, die (zufallige) relative Erfolgshaufigkeit.
i=1

Aquivalent: Zu £ > 0 und 1 > 0 existiert ein ny = no(e,n), so dass fiir n > ng gilt
1>P(X,—p|<e)>1—n.

Die Ereignisse {w € Q : |X» — | < €} haben also Wahrscheinlichkeiten zunehmend nahe 1 und die
Ereignisse {w € Q : | X, — p | > €} haben Wahrscheinlichkeiten zunehmend nahe 0 (jeweils fir n — o).

Analog lasst sich das fiir die Folgerung formulieren.
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Ausblick: Starkes Gesetz groBBer Zahlen

Satz 20.2 (Starkes Gesetz der groBen Zahlen)

Seien X1, X2, ... unabhangige identisch verteilte Zufallsvariablen mit E|X;| < co (und X, := 137 X;).
Dann gilt

IP( lim X, :]EX1> —1,

n—oo

das heiBt, fiir P-fast alle w € Q gilt lim X,(w) = EX;.
n—o0

Diese Aussage ist starker als Satz 20.1 und verkniipft mit dem Konvergenzbegriff der fast sicheren
Konvergenz:

Seien Yy, n € N und Y Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen W.raum (9, A, P). Dann sagen wir:
Y, — Y P-fast sicher, falls

P ({w €Q: lim Yy(w) = Y(w)}) =1.

n— o0

Eine detailierte Betrachtung erfolgt in der Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Zentrale Grenzwertsatze

Fragestellung: Seien X1, X2, ... unabhangig und identisch verteilt (u.i.v.) mit E(X?) < co. Was lasst sich
iiber das Verhalten der Zufallsvariablen S, = X1 + - - - + X, flir n — oo aussagen?

Setze p:=E(X1) und 0 := \/V(X1). Wegen E(S,) = nu und V(S,) = nV(Xy) ist eine Standardisierung
erforderlich.

Aufgrund der Tschebyscheff-Ungleichung gilt
S, —nu

P(oﬁ

Im Folgenden soll nicht nur eine Abschatzung betrachtet werden, sondern das prézise asymptotische
Verhalten von Wahrscheinlichkeiten

b2

’gb)zl—l.

P<ag5”’”‘<b) fiir n — 0o

agy\/n

fir beliebige a < b bestimmt werden.
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Zentrale Grenzwertsatze

Man kann die zu untersuchenden Wahrscheinlichkeiten auch schreiben als

P(np + aocy/n < S, < ni + bay/n).

Das sind die W. der Fluktuationen der Zufallsvariable S, um ihren Erwartungswert nu von der
GroBenordnung maximal /n.

Alternativ:

P +ai<15< +bl
/’(‘ ﬁ_nn_,u \/E

ist die W. der Fluktuationen der Zufallsvariable %5,1 um ihren Erwartungswert p von der GréBenordnung
maximal #

Die vorgelegte Fragestellung ist extrem allgemein: keine konkreten Verteilungsannahmen, lediglich
strukturelle Eigenschaften (Unabhangigkeit, gleiche Verteilungen, Existenz des zweiten Moments).
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ZGWS von de Moivre-Laplace

Wir untersuchen zunichst den Spezialfall X; ~ Bin(1, p) mit p € (0, 1)~und g :=1— p. Dann gilt
S, ~ Bin(n, p). Wegen S, € {0,1,...,n} gilt fur die Standardisierung S, von S, dann

= e )

sowie E(S,) = 0 und V(S,) =

Wir setzen
k—np
tkn:= , k=0,...,n,
"R
1
At =1t —tkn = k=0,...,n—1
k,n k+1,n k,n npq

Nachfolgende Folie zeigt Histogramme der Verteilungen der standardisierten ZV S, fiir verschiedene n.
Dabei sind die t, x als Klassenmittelpunkte gewahlt.
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ZGWS von de Moivre-Laplace

5

n =
T T 1 T T T T
-3 -2-1 0 1 2 3

n = 50 n = 100

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2-1 0 1 2 3

Histogramme standardisierter Binomialverteilungen fiir p = 0.3
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S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25

ZGWS von de Moivre-Laplace
Wegen

P(S, = k) = <k>pkq" k ke {0,...,n},

gilt fiir —oo < a < b < oo dann

P(a< S, <b)= 3 (Z) pk gk

o \V2nm
@) /b Lt /b (£)dt = &(b) — &(a)
a \/277 B a 14 B
wobei (+) die Summation iiber alle k € {0,...,n} mit a < X272 < p beschreibt, d.h. mit

e
np + ay/npqg < k < np + by/npq.
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ZGWS von de Moivre-Laplace

Fir (2) verwendet man eine Riemann-Summen-N&herung des Integrals. Fiir (1) zeigt man genauer folgende
lokale Aussage:

Satz 20.3 (Lokaler zentraler Grenzwertsatz)

Sei p € (0,1) und v(n) = o(n3). Dann gilt

54 ()

_ (k=np)?
2npq

sup — 1| =0 firn— oc.
k€Np: |k—np|<v(n) 1

—F—€
V21

Bemerkung zum Beweis: Wichtiges Hilfsmittel ist die Stirlingsche Formel
n! =+2mn (g) et mit 6, € (0,1).

(siehe z.B.: Fichtenholz, Differentialrechnung und Integralrechnung, Band 2, VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin, 1979, S. 384)

Die Schwierigkeit ist, dass man k!, (n — k)! und n! zugleich ndhern muss und die Aussagen im betrachteten
Bereich fiir k gleichmaBig gelten miissen.
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Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace

Satz (Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace)

Sei S, ~ Bin(n, p), 0 < p < 1. Dann gelten fiir die standardisierten Zufallsvariablen S, = \/% :

b
a) lim P(a§5n§b> = / p(t)dt, —oco<a<b< oo,

n—o0

b) |imP(§ngx) = /X o(t)dt, xeR.

n— oo —GD

Bemerkungen:

® in a) und b) kann jedes der <-Zeichen durch das < -Zeichen ersetzt werden, ohne den jeweiligen
Grenzwert zu andern.

® a) folgt aus b): P(a < S, < b) =P(S, < b) —P(S, < a) , P(S, =a) =0

a Konvergenzbegriff im Hintergrund: Konvergenz in Verteilung Sn 45~ N(0,1)

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 20, Folie 20.10



Praktische Anwendung des ZGWS von de Moivre-Laplace
Sei S, ~ Bin(n, p), n groB. Seien k,£ € Ny, 0 < k < £ < n.

¢
P(k<S,</) = Z ) (1— p)"

j=k

—.

|
=

k—np S, —np < ¢—np )

np \/np 1-p Vnp(l—p
=a 3 =b

~ O(b) — d(a)

Vielfach bessere Naherung (sog. Stetigkeitskorrektur):

0 — 1 k — np—1
Pk<S,<l) ~ ¢ tonpts _ | fZPTE
np(1 - p) np(1 = p)

1 1
“’(’”z(l))“’(z(m)
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Zur Stetigkeitsapproximation

g e AT i) = (:) P (1= p)n

np(l—p)
................ o 1 .
[ Ln,j+1 Tn,j = —”1’(171)) = A
\/mbn (. p) Rechteckfliche = b, (4, p)

Pk < S0 <1) =3, ba(i.p)

D A

Tn,j Tn,j+1

a—A/2
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Beispiel
Beispiel (Wirfelwurf)

Ein echter Wiirfel wird n = 600 mal geworfen. Es sei S, die Anzahl der geworfenen Sechsen.
Gesucht: P(90 < S, < 110) ?

Esist p=1/6, S, ~ Bin(n, p) und damit np = 100 und &, := \/np(1 — p) ~ 9.13.

90 — 100 < S, — 100 < 110 — 100)

(1) = *(633)
~ ®(1.1) - (1-(11) = 2-d(1.1) -1

~ 2.0.864—-1 = 0.728.
Die verbesserte Approximation (Stetigkeitskorrektur) ergibt

P(90 < S, < 110) = IP(

2

P(90 < S, < 110) ~ ¢ (M) _ (M

~2-0(1.15) —1 ~ 0.75.
9.13 9.13 ) (1.15) 075

Der exakte Wert (Maple) ist 0.753.
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Ein allgemeinerer ZGWS

Der bisher behandelte Fall X; ~ Bin(1, p) ist ein Spezialfall des folgenden Satzes.

Satz 20.5 (Lindeberg—Lévy (1922))

Seien X1, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit endlicher Varianz 02 = V(X;) € (0,00) und p = E(X;). Dann
gilt

lim P(S, < x) = ®(x), x€R,

n—o0

wobei §,, = 5;:/’%" mit S, = X1 + - + X, ist.

Ein Beweis und Verallgemeinerungen dieses Satzes werden in der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie
diskutiert. Interessant ist auch die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit, d.h. nach der Giite der
Approximation.
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Anwendung

Es seien X1, Xa, ..., X, u.i.v. mit Xi ~ G(p), also insbes. EX; = 122 und V(X;) = 12£.

Dann gilt offenbar S, = X1 + - -- + X, ~ Nb(n, p), sowie ES, = nl—;E und V(S,) = nl—;ze.
Es folgt

n— oo P n— 00 1—p

Sn—nﬂ
lim P(Sngl_—pn+—vlp_p\/ﬁ-x): lim IF’(—\/P_gx) = O(x)
n

fur x € R.
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Kapitel 21: Induktive Statistik - Punktschatzung

Bislang:
u (Q,A,P)ist W.Raum, P bekannt/gegeben,
® w € Q ist Ergebnis eines stochastischen Vorgangs, P, bewertet/steuert das Auftreten von Daten”,

® ein n-dimensionaler Zufallsvektor X = (Xi,...,X;) : Q — R” ergibt Daten in Form von Realisierungen
x = (x1,...,%;) = X(w) von X.

® Wir bestimmen W. von Ereignissen, etwa {X = x} = {w € Q: X(w) = x} in Abhingigkeit von x.
Im Folgenden:

a P ist nicht vollstindig bekannt.

® Aufgrund von beobachteten Daten x = (xi,...,x,) ist eine begriindete Aussage (iber ein zugrunde
liegendes P zu treffen.

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 21, Folie 21.1



21.1 Aligemeiner Modellrahmen

Sei © # () (sogenannter Parameterraum),

sei X # () (sogenannter Stichprobenraum),

fur jedes ¥ € © sei Py ein W.maB auf P(X’) bzw. einer geeigneten o-Algebra A.

Die Zuordnung © 3 ¢ — Py sei injektiv.
Das Tripel (X, A, (Py)yeco) heiBt statistisches Modell.

Im Folgenden:
® © CR® fiir s > 1 (vorlaufig: s =1), X CR",

® x = (xq,...,X,) € X wird aufgefasst als Realisierung eines Zufallsvektors X = (Xi, ..., X,) (zumeist
mit unabhéngigen Komponenten). Kanonische Konstruktion: Q := X, X = idg

® Diskrete Verteilung: x — Py({x}) = Py(X = x) = fy(x) ist Zahldichte.
® Stetige Verteilung: x — fy(x) ist L-Dichte zu Py.
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Statistisches Modell fiir Bernoulli-Kette

Beispiel (Bernoulli-Schema)

® Parameterraum: © = (0,1),
® Stichprobenraum: X := {0,1}",
» X =(Xy,...,X,), wobei Xi,...,X, unabhingig und je ~ Bin(1, )

® Firx =(x1...,x,) € X gilt dann
Py(X =x) = 91 —9)"%, ki=xq+- - +x,
® Unter Py gilt: S, := X3 + -+ -+ X, ~ Bin(n,¥), d.h.

k

Po(S, = k) = <")z9k(1—19)"k, k=0,1,...,n.
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Punktschatzer

Definition 21.1

Es sei (X, A, (Py)sce) ein statistisches Modell. Ein (Punkt-)Schétzer fiir  ist eine (messbare) Abbildung
T:X — ©, wobei © D ©. Der Wert T(x) heiBt konkreter Schatzwert fiir ¢ zu x € X.

Beachte:
® Haufig ist © = ©. Aus mathematischen Griinden ist manchmal eine echte Obermenge nétig.
® Allgemeiner: Manchmal sind Schatzer fiir (1) gesucht, wobei v : © — R eine (messbare) Funktion
der Parameter ist.

Beispiel (Bernoulli-Schema, Forts.)

In der Situation des obigen Beispiels ist T : X — © := [0, 1] mit
T(x) ':lix- x = (x1 xp) €{0,1}" =X
. n — o P A (] )
=

ein Schatzer fir ¥. Hier wird meist © := (0,1) angenommen.
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Bemerkungen zu Punktschatzern

Allgemein heiBt eine auf X definierte Abbildung Stichprobenfunktion oder Statistik.
Das W.maB Py ,steuert” das Auftreten von x und damit von T(x).

T ist (im Prinzip) eine (beliebige) auf X' definierte Zufallsvariable mit Werten in ©.

Die Verteilung von T unter Py ist im diskreten Fall bestimmt durch

ts Po(T=1t) = Py({x € X: T(x) = t}).

Ideal ware Py(T =) =1 fir jedes 9 € ©, wenn T Schatzer fur 9.

Realistischer und wiinschenswert ist Py(| T — ¢#)| < €) ~ 1 fiir kleines ¢, fiir jedes ¢ € ©.

Die Verteilung von T sollte also stark um den unbekannten Wert 9 konzentriert sein, falls tatsachlich
Py zugrunde liegt.
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Mittlere quadratische Abweichung und Verzerrung

Zur Beurteilung der Giite von Schatzern sind folgende GréBen niitzlich.

Definition 21.2 (Mittlere quadratische Abweichung, Verzerrung)

Sei T: X — © mit ® CR. Es gelte
Ey(T?) < o0, d€O.

a) MQA+(¥) = Ey [(T — 19)2} heiBt mittlere quadratische Abweichung von T an der Stelle 9.

b) br(¥) := Ey(T)— 0 heiBt Verzerrung (engl.: bias) von T an der Stelle 1.
c) T heiBt erwartungstreu, falls Ey(T) =9 (d.h., by (¢) = 0) fir ¥ € © gilt.
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Zur Giite von Schatzern
Wiinschenswert ist eine moglichst kleine mittlere quadratische Abweichung  MQA7(9) := Ey {(T = 19)2}
® Nach dem Verschiebungssatz (d.h. Satz 12.3 (c) mit X = T, t = ¢) gilt
MQAT(9) = Vy(T)+ (br(9))*.

® Sei ¥ € © fest. Fiur den unsinnigen Schatzer To(x) := 9g fiir x € X (ignoriert die Daten!) gilt
V,y(To) =0, ¥ € O, sowie ]Eﬁ(To) = 190, Y €0,

= MQAp(9) = (br(¥))* = (o - ¥)’

MQAT, () MQAT, ()

7)‘1 1‘).0 v
Man schlieBt solche extremen Schéatzer aus, z.B. durch Einschrankung auf erwartungstreue Schatzer.
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Ein Schatzer fiir den Binomialfall

MQA(9) = Ey [(T - 19)2], br(9) = Eo(T) — o

Beispiel (Binomial-Fall)

Seien Xi, ..., X, unabhangig und je Bin(1,4)-verteilt, wobei ¥ € © := [0,1], X = {0,1}". Wir betrachten
den Schatzer

1 n
To(X1, -y Xn) = - ij, x=(x1,...,%;) € X.
j=1
Sei T} := T,(X1,...,X,). Dann gilt
Ey(Ty) = 9 fir ¥ € © und somit br:(J) = 0 fir ¥ €©
Also ist T, erwartungstreu. Weiter gilt

Vo(T?) = M fir 9 €0, also MQA7:(9) = M.

S. Winter: Einfiihrung in die Stochastik, WS 24/25 Kapitel 21, Folie 21.8



21.2 Maximum-Likelihood-Methode

Definition 21.3 (Maximum-Likelihood-Schatzung, diskreter Fall)

Sei (X, (Py)yeo) ein statistisches Modell, Py diskret. Sei x € X.

a Die Funktion
Ly:© —[0,1], ¥ = L(9):=Py(X =x) =Py({x})

heiBt Likelihood-Funktion (Plausibilitatsfunktion) fiir ¥ zur Beobachtung X = x.

® Existiert ein (x) € © (evtl. 9(x) € © D ©) mit

L (909)) = sup L(®), )

veO

o~

so heiBt ¥(x) Maximum-Likelihood-Schatzwert (kurz: ML-Schatzwert) fiir ¢ zu x.

® Ein Schitzer 9 : X — © mit (4) fiir jedes x € X' heiBt Maximum-Likelihood-Schatzer
(kurz: ML-Schatzer) fir 9.
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Log-Likelihood-Funktion

Fir x € X heiBt die durch
© 39 InL(9) = InPy(X =x)

definierte Funktion In L, die Log-Likelihood-Funktion zu x.
Beachte: In Li(-) und L,(-) nehmen Maxima an der gleichen Stelle an!
Vorteilhaft, wenn © Intervall und L, differenzierbar!

Falls X = (Xi,...,X,), wobei Xi, ..., X, stochastisch unabhangig, so

L(9) = Py(X=x) = Pﬁ(X]_:X]_,...,Xn:Xn):f[Pﬁ()g':Xj)

= InL(¥) = Zmﬂ»ﬁ (= X)).

Summen sind oft leichter zu differenzieren als ein Produkt!
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ML-Schatzung bei geometrischer Verteilung

Seien Xi, ..., X, unabhangig und je G(¥)-verteilt, wobei ¥ € © = (0,1).
Aufgabe: ML-Schatzung von 9 aufgrund von Xi,..., X,.
Seien xq,...,%, € Ng, x := (x1,...,%,), X :=(Xq,...,X,). Dann ist

Ly(9) = Py(X = x) =Py(X1 = x1,. .., Xpn = Xn),

also
HPﬂ (=x;) = H{(l_ﬁ)xjﬂ} = 9"(1-g)at T = |n Lx(ﬂ):nlnﬂ—i—(Z)g) In(1—19)
j=1 j=1
d n 1 < | ~ 1
—InL(W) = - — —— xi =0 << J(x)= ———.
dv 9 1—191,:211 1+%Zj=1xj

Der ML-Schatzer fir ¢ ist also
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Schatzfolgen

Definition 21.4 (Schatzfolge, asymptotische E-Treue, Konsistenz)

Seien Xi, Xa, ... unabhéngig und identisch verteilt mit Verteilung Py, ¥ € ©, auf (2, A).

Sei X C R der Stichprobenraum fiir jedes einzelne X; und X" C R" der Stichprobenraum fiir (Xi,..., X,).
FirneNsei T,: X" — 2 D © ein Schitzer fiir 9. Dann heiBt (T,),>1 eine Schatzfolge.

Beachte: T} := T,(X,...,X,) ist eine Zufallsvariable.

Die Schatzfolge (T,) heiBt

® asymptotisch erwartungstreu fiir 1, falls

lim Ey(TY) = 0 Vo €0,

n— oo

m konsistent fur 1, falls
Ii)m Py(|T, -9 >¢e) =0 Ve >0, VI eO.
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Fortsetzung des Beispiels zur geometrischen Verteilung

Seien Xi, Xa, ... unabhéngig und je G(9)-verteilt. Der zuvor ermittelte auf X, ..., X, basierende

ML-Schéatzer war R 1 . 1
Oy o= —, mit X, = — X;.
n 1 + X,, n n J_Zl J
Nach dem Gesetz groBer Zahlen gilt
. - . 1-9 1
nlngoIP’lg(|X,,—IE19(X1)| >¢e)=0mit Ey(X1) = 5 = a, 9= T3

Da die Funktion g(t) := 1+rt t > 0, stetig ist, folgt

Jim o3, — 0] > ) = lim Po(lg(Xe) — g(Eo(40))| 2 €) =0

~

Somit ist die Schatzfolge (¢,) konsistent fir 0.

Man kann zeigen: Der Schatzer ¥, ist nicht erwartungstreu fiir ¥ (genauer: ¥ wird systematisch
iiberschatzt), die Schatzfolge (1,) ist aber asymptotisch erwartungstreu mit E(d,) € [0, -5 9] fiir n > 2.
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Maximum-Likelihood-Schatzung, stetiger Fall

Definition 21.5

Sei (X, A, (Py)yco) ein statistisches Modell, X C R”, Py = fyA". Sei x € X.

a Die Funktion
Li:© —[0,00), ¥ = L(¥):=fy(x)

heiBt Likelihood-Funktion fiir 9 zur Beobachtung X = x.
® Existiert ein J(x) € © (evtl. 9(x) € © D ©) mit

L (90x)) = sup L(9), (5)

o~

so heiBt ¥(x) Maximum-Likelihood-Schatzwert (kurz: ML-Schatzwert) fir 9 zu x.

® Ein Schatzer 9 : X — © mit (5) fiir x € X' heiBt Maximum-Likelihood-Schtzer (kurz: ML-Schatzer)
fir 0.
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Maximum-Likelihood-Schatzung, stetiger Fall

a Beachte, dass fy keine Wahrscheinlichkeit ist.

® |Im Fall, dass die Beobachtungen als Realisierungen von n unabhangigen, gleichverteilten
Zufallsvariablen Xi, ..., X, zustande kommen, gilt

fy (x) :.l—Ifﬁ(Xi)7 X = (X1, Xn)-

® Man kann den diskreten und stetigen Fall einheitlich behandeln und als Sonderfalle von
Verteilungsfamilien ansehen, die von einem gemeinsamen MaB dominiert werden. Im diskreten Fall ist
dieses dominierende MaB das ZahlmaB, im stetigen Fall das LebesguemaB.

® Man geht dann ganz analog wie im diskreten Fall vor und betrachtet haufig vorteilhaft die
Log-Likelihood-Funktion zu fy.
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Beispiel: Exponential-Verteilung

Fiir stochastisch unabhdngige, exponentialverteilte Stichprobenvariablen Xi, ..., X, ~ Exp(¥) mit ¥ > 0 ist
Un(x) = x~! der Maximum-Likelihood-Schatzer fiir ¢ (mit X = L 37 | x;). Wir setzen hier x > 0 voraus.

Nachweis: (zur Erinnerung: fy(t) = Je~7t)

L) = J[f0q)=0vre?2mx,
i=1

M. (9) = InLy(d)=nlnd— 19Zx,-,
=il
! n . 1! n
M) = - S X, M) = ~53 <0,
i=1

Hieraus leitet man die Behauptung leicht ab.

Man kann zeigen: 1, ist zwar nicht erwartungstreu, aber asymptotisch erwartungstreu.
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Beispiel: Normalverteilte Stichprobenvariablen

Seien Xi,..., X, ~ N(u,0?) stochastisch unabhingig mit ¢ = (1, 02) € © := R x (0,00). Dann ist

o= oo = fl{obgee (552} () e e Fo ),

=1 =1 Lo 2w

1 n
M(9) = C—nlno— F.Z(Xj — )2
j=1

Definiere fiir festes 02 die Funktion h(y) :== C — nlno — 515 - E};l(xj — p)?. Dann gilt

1 O 1 1
W = 53l —m = 5K s

Bei festem o2 ist M, maximal fiir 4 = X (denn h’ wechselt dort passend das Vorzeichen!).
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Beispiel: Normalverteilte Stichprobenvariablen

Beispiel (Fortsetzung)

Bleibt die Aufgabe, mit s := o2 die Funktion

n

._ 2 L -2
g(s):=C 2Ins 5% ;(xj X)

Zu maximieren.
n

g = 2522 Lo = s=2>(y-%F

j=1

1

g ist maximal fiir s = i1 (g — x)? (denn g’ wechselt dort passend das Vorzeichen!). Also ist

Jx) = <x,17 Z(XJ —>‘<)2> - (; ”;1 .s§>

Jj=1

der Maximum-Likelihood-Schatzwert von 4.
Beachte: Bei der ML-Schatzung der Varianz unter Normalverteilung wird durch n und nicht durch n —1
dividiert!
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Beispiel: Gleichverteilung

Die ,, Ableitungsmethode” versagt, wenn die Funktion M, nicht stetig ist.

Beispiel (Gleichverteilung)
Unabhangige Stichproben: X, ..., X, ~ U g) mit ¥ € © := (0, 00).

Erinnerung: f3(t) = 51(0,9)(t) ist die Dichte der U g 4)-Verteilung.

Bei Vorliegen der Stichprobe x = (xi, ..., X,) mit x; > 0 ist

T y_ J 0, falls¥ <max{xy,....,x,} | _ 1
L(9) = 11 folxi) = { &, falls 9 > max{xs,...,xa} [ 9n Lmaxta...x0),00) (9)

an der Stelle 9(x) = max{xy,...,x,} unstetig und hat dort das absolute Maximum.
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21.3 Die Momentenmethode

Sei ¢ = (01,...,9Ys) der unbekannte, s-dimensionale Parameter. Schitze das k-te Moment
my(9) := Ey(XF) firk=1,...,s

durch das k-te Stichprobenmoment

Der Momentenschatzer

I(x) = (D1(x),....05(x))
ergibt sich durch Auflésen der s Gleichungen

mk(ﬂ) = I/‘ﬁk(X), k= ]., ey S,
nach 9.
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Beispiel: Gammaverteilung

Beispiel
Ma,B) fird = (o, 8) € © :=(0,00)2. Das 1. und 2. Moment sind

Sei ]P)g =
o afa+1)
mi(a, B) = B’ my(a, B) = T
Resultierende (,,Schatz"-)Gleichungen:
a1 ala+1) 1 1<,
— = X, ——— = =) xi.
6 ﬂ2 n le J
Nach einigen Umformungen folgt
. X ~ (x)?
B = 5 Ak = 5
mit 32 = li(x~—7)2 _ -l s2
X n J n X"

j=1
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Statistisches
Lernen

SoSe

CGeneralisierte:

modelle

*Ersetst dasfrikere  Modul
Asymptotische Stochastik

Empfohlene Studienfole,
> keine strikte Voraussetzung

- Inhaltliche Beziige Mastervorlesungen COMPUTATIONAL STATISTICS

Regelmifiig angebotene Vorlesungen sind mit dem
Semester verschen in dem sie stattfinden Mastervorlesungen MATHEMATISCHE STATISTIK
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