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Aufgabe 1 (9 Punkte)
Gegeben sei der Grundraum
Q=P (oW)={(a,...,a,): (ai,...,a,) Permutation von (1,...,n)}
mit der Gleichverteilung P auf €2, wobei n > 4. Es bezeichne
Ai={(ar,...,a,) €Q: a; < a1}
das Ereignis eines Anstiegs nach der i-ten Stelle, i =1,...,n — 1.
a) Zeigen Sie:
(i) P(A) =3 firi=1,...,n— 1.
(i) P(A;NAi) =g firi=1,...,n—2.
b) Welchen Erwartungswert besitzt die Anzahl X aller Anstiege?

c) Zeigen Sie, dass fiir4,j € {1,...,n—1} mit [i—j| > 2 die Ereignisse A; und A, stochastisch
unabhéngig sind.

d) Zeigen Sie: V(X) = nlz 1'

Aufgabe 2 (11 Punkte)

Gegeben seien Zufallsvariablen X und Y, deren gemeinsame Verteilung
P(X =4, Y=4j), i€{0,1,2}, je{1,2,3},

gemaf der folgenden Tabelle gegeben ist.

. Jloj=1 | =2 =3 ||Px =9
i=0 1/9 1/3
i=1 1/6 0
i=2 1/3 0 0

P(Y = j) 1/9 1

a) Vervollstindigen Sie die Tabelle. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.
b) Wie heifit die Verteilung von X7 Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

¢) Bestimmen Sie die bedingten Wahrscheinlichkeiten

PY=j|X=1), j=1,2,3
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d) Wie heifit die bedingte Verteilung Y unter der Bedingung X = 1?7 Eine Begriindung
ist nicht erforderlich.

e) Berechnen Sie E[X Y?.
f) Sind X und Y unabhéngig?
g) Es seien U und V' N-wertige Zufallsvariablen mit P(V = j) > 0 fiir jedes j € N. Zeigen
Sie:
U und V sind unabhéngig <= PU=i|V=7)=PU=1i|V #j) Vi jeN.
Aufgabe 3 (6 Punkte)

Seien X und Y Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum mit E(X?) < oo
und E(Y?) < oco. Sie diirfen im Folgenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

C(X,Y)> <V(X)V(Y)

verwenden.

a) Essei V(X)V(Y) > 0. Begriinden Sie, dass fiir den Pearson-Korrelationskoeffizenten
-1<r(X,Y)<1
gilt.

b) Gilt fiir die Varianz die Ungleichung
VIX+Y)<V(X)+V(Y)?
Geben Sie einen Beweis oder ein explizites Gegenbeispiel an.

Es bezeichne o(-) := +4/V(+) die Standardabweichung.

c) Zeigen Sie: o(X +Y)<o(X)+o(Y).

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Es seien X1, Xo, ... Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert p := EX; und existierenden,

positiven Varianzen sowie lim,, o, E[(X,, — p)?] = 0, wobei X,, := %Z?Zl X;.

a) Zeigen Sie: X,, konvergiert stochastisch gegen p fiir n — oo.

b) Es seien nun die Zufallsvariablen X, Xs, ... zusitzlich unabhéngig, identisch verteilt mit
V(X1) = 1. Berechnen Sie mithilfe eines zentralen Grenzwertsatzes, wie grofi n (ungeféihr)
sein muss, damit P(|.X,, — p| < 0.1) > 0.95 gilt.

Aufgabe 5 (7 Punkte)

Die Zufallsvariablen X7, ..., X, seien unabhéngig und identisch Po(\)-verteilt. In einem Modell
wird A = 4 gewéhlt. Sie halten diesen Wert fiir zu niedrig.

a) Wie sind Hypothese und Alternative zu wihlen, wenn Sie die Modellannahme mit einem
statistischen Test widerlegen mochten? Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

b) Definieren Sie einen geeigneten, moglichst kleinen Stichprobenraum X zur Beobachtung
r = (x1,...,2,). Eine Begriindung ist nicht erforderlich.
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Der kritische Bereich des Tests sei
K={zeX :T(x)>c}
mit der Testgrofe T'(z) =Y o, ;.
c) Zeigen Sie, dass die Giitefunktion des Tests durch

g )=y (nli)

k=[c]

gegeben ist. Hierbei ist allgemein [z]| := min{m € Z : m > z}, x € R, gesetzt.

d) Bestimmen Sie den kritischen Wert ¢ mithilfe eines zentralen Grenzwertsatzes so, dass der
Test asymptotisch das Niveau o = 0.05 einhalt.

Aufgabe 6 (7 Punkte)
Die stetige Zufallsvariable X habe die Dichte f, : R — R>( mit

f<x):{ae_””, x>0

ae®, x<0.

Dabei ist a > 0 ein Parameter.
a) Zeigen Sie, dass f, nur fiir a = % eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.
1

Im Folgenden sei a = 3.

b) Bestimmen Sie die zu f% gehorende Verteilungsfunktion F'.

c¢) Untersuchen Sie die Verteilung von X auf Symmetrie und bestimmen Sie E(X).

d) Sei p € (0,1). Bestimmen Sie das p-Quantil von X.

Aufgabe 7 (7 Punkte)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Werten in {0,1,2} und E[X] = 1 sowie E[X?] = 3/2.

a) Zeigen Sie: Die erzeugende Funktion gy von X ist

1
gx(t) = (1 +17 [ <1,

b) Zeigen Sie: X hat die gleiche Verteilung wie die Summe X; + X, zweier stochastisch
unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen. Wie heifit die Verteilung von X7

¢) Zeigen Sie: Fiir die erzeugende Funktion g3y von 3X gilt gsx(t) = gx(¢3), [t| < 1.
d) Berechnen Sie mithilfe der erzeugenden Funktion den Erwartungswert E[3X (3X — 1)].

Einfiihrung in die Stochastik (Haupt) 3 ©fsmi.uni-karlsruhe.de Bl fsmi.kit ¥ fsmikit
Henze WS 18/19 E-Mail: mathe-klausuren@fsmi.uni-karlsruhe.de



Aufgabe 8 (8 Punkte)

Geben Sie bei den folgenden Aussagen jeweils an, ob diese wahr oder falsch sind. Kennzeichnen
Sie Thre Antwort mit einem Kreuz. Jede richtige Antwort wird mit einem Punkt bewertet, fiir
jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen. Lassen Sie einen Aufgabenteil unbeantwortet,
so erhalten Sie fiir diesen 0 Punkte. Bei einer negativen Gesamtpunktzahl wird die Aufgabe
mit 0 Punkten bewertet. Die Antworten miissen nicht begriindet werden.

Wahr | Falsch

Seien M, € nichtleere Mengen, wobei M C ). Weiter sei A eine
o-Algebra iiber 2. Dann ist

{ANM: Aec A}

eine o-Algebra iiber M.

Aus P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) folgt die stochastische Un-
abhéangigkeit von A, B, C'.

Sei U ~ U(0,1). Dann gilt

1 1
—§log(1 —U) ~ Exp (§> )

Seien X und Y Zufallsvariablen mit existierenden Erwartungswer-
ten auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt

EY|X)=EY) <= PX=EX))=1

Die Hypergeometrische Verteilung ist eine Polya-Verteilung.

Seien a € R und Xy, Xs, ... nicht-positive Zufallsvariablen auf ei-
nem gemeinsamen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. Dann folgt

P )
aus X,, — a die Konvergenz

E (eX") — e,

Es seien X, ..., X, unabhingige, je Bin(1,?)-verteilte Zufallsva-
riablen, wobei ¥ € (0,1) unbekannt ist. Des Weiteren sei z =
(x1,...,2,) eine Realisierung des Zufallsvektors X = (X,..., X,,).
Dann maximiert der Maximum-Likelihood-Schatzwert fir ¢ zu x
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von x als Funktion von 4.

Es sei (X, (Py)yeo) ein statistisches Modell. Weiter sei C : X —
P(O) ein Konfidenzbereich zur Konfidenzwahrscheinlichkeit 1 — a,
wobei 0 < o < 1. Dann ist durch 1x mit

K:={xeX: C(x)> v}

ein Test fiir Hy : ¥ = g gegen Hy : ¥ # ¥ fiir ein ¥y € © zum
Niveau « definiert.

16
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Musterlosung

Aufgabe 1
Losungsvorschlag: (242+3+2 = 9 Punkte)

a) (i) Fiir das Eintreten A; ist nur die Anordnung von a; und a;;1 relevant. Von beiden

moglichen Anordnungen ist nur a; < a;41 giinstig. Mithin ist P(4;) = %

(ii) Entsprechend ist fiir das Eintreten von A; N A;;; nur die Anordnung von a;, a;11
und a; 9 relevant. Von den 3! = 6 moglichen Anordnungen ist nur a; < a;11 < ai.2
giinstig. Folglich ist P(A; N A;41) = %.

b) Die Anzahl X aller Anstiege lisst sich darstellen als X = 377" 1,4.. Damit folgt

n—1 n—1

B(X) = Y B(1a) = Y () =" L

i=1 =1

c¢) Seien 4,5 € {1,...,n — 1} mit |i — j| > 2. Dann gilt {a;, a;41} N {a;,a;41} = 0. Fiir
die glinstigen Fille beziiglich A; N A; wéhlt man zunéchst eine Teilmenge {a;,a;11} C
{1,...,n} aus ((Z:) Moglichkeiten) und ordnet die Elemente so an, dass a; < a;41 gilt
(1 Moglichkeit). Dann wéhlt man eine Teilmenge {a;, a;+1} € {1,...,n} \ {ai, a;11} aus
((",?) Moglichkeiten) und ordnet die Elemente so an, dass a; < aj4+1 gilt (1 Moglichkeit).
Die restlichen n—4 Elemente kénnen beliebig angeordnet werden ((n—4)! Moglichkeiten).
Mithin ist . - |

p(4; 1 4;) = 21 27)“ L(n—4) :}l.

= P(A4;)P(4;), d.h. A;, A; sind stochastisch

Mit Teil a) folgt P(A4; N A;) = 1 =
unabhéngig.

.1
2

N[ —=

d) Fiir die Varianz der Indikatorsumme X = "7~ 1,, gilt nach a) und c)

n—1

V(X) =) PA)(1-P(A)) +2 > (P(ANA4)—P(A)P(4)))

i=1 1<i<j<n—1

12
Aufgabe 2
Losungsvorschlag: (24+142+1+1+143=11 Punkte)
; Tli=1 j=2  j=3 |P(X=i
i=0 1/9 1/9 1/9 1/3
a) | =1 1/6 1/6 0 1/3
1 =2 1/3 0 0 1/3
P(Y =j) | 11/18  5/18 1/9 1

¢) P(Y =j,X =1) » =L
PY=35|X=1)= 2 T _3P(Y=45,X=1)=¢L =2
Y =] ) PX = 1) Y =, )= =2
0, j=3.
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Musterlosung

d) Gleichverteilung auf {1,2}.
e) EXY?=2(1+4)+3=3=13
f) Nein, daP(X =2,V =3)=0# 5 =P(X =2)P(Y =3).
g) Seien i,j € N beliebig. Nach Voraussetzung gilt

PU =iV =j)=PU =]V #])

PU =i,V =j) _PU=i,V#j)
PV =j) 1 =PV =)

= ([(1=PV=)))PU=:iV=7)=PV =5)PU =1V #j)

—

— PU=i,V=3)=PV=7(PU=iV+#j)+PU=iV =)
— PU=i,V =4 =PV =j)PU =)

Daraus folgt die Behauptung, da U und V' unabhingig sind, falls P(U = i,V = j) =
P(U =4i)P(V =j) fiur alle 7,5 € N.

Aufgabe 3
Losungsvorschlag: (14+2+3 = 6 Punkte)

a) Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung lautet dquivalent |C'(X,Y)] VA . Damit
folgt fiir den Pearson-Korrelationskoeffizenten

CX YY) VVX)VY)
VVXOVEY) — VXYY

(X, Y)] =

b) Wir geben ein Gegenbeispiel an. Sei X ~ Bin(1, ) und Y = X. Dann gilt

| = 4V(X) = V(2X) = V(X +Y) > V(X) + V(¥) = 2V(X) = %

¢) Die Monotonie der Wurzelfunktion und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung implizieren
o(X+Y)=vV(X+Y)
VV(X)+2C(X,Y) +V(Y)
(X)+2|C(X,Y)| +V(Y)
V(

val

\/ X) +2y/V(X)V(Y) + V(Y)
\/ +\/V )
VV(X

) + \/V )+ o(Y).

IN

IN
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Musterlosung

Aufgabe 4
Losungsvorschlag: (243=5 Punkte)
a) Sei € > 0. Nach der Tschebyschow-Ungleichung gilt

- - v

wobei die rechte Seiten fiir n — oo gegen 0 konvergiert nach Voraussetzung. Dies liefert
die Behauptung.

b) Nach dem Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy gilt

P(|X, —pu/ <01)=P(-1< X, —p<0.1)
_ _ o i Xi—np f
_IP( 0.1v/n < T 30.1\/‘>
~ ©(0.1y/n) — (—=0.1y/n) = ®(0.1y/n) — (1 — ©(0.1y/n))
— 20(0.13/7) — 1 > 0.95
= ®(0.1y/n) > 0.975
<~ 0.1y/n>®71(0.975)
N————

~1.96
<~ n>19.6% = 384.16,

d.h. n muss (ungefihr) mindestens 385 sein.

Aufgabe 5
Losungsvorschlag: (1414243 = 7 Punkte)

a) Hy: A=4 gegen Hy : A >4
b) X =Ng

c¢) Nach dem Additionsgesetz der Poissonverteilung gilt T'(X) = > " | X; ~ Po(n)) . Es folgt

I =PAX €K) = B(T(X) 2 ) = 3 By (T(X) = )
k=[c]

—n n)k —n\ 2. (n\)F
e RV

k=[c] k=[c]

d) Nach dem Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy gilt

lim P, (T(X) > 4n + 2y/n®~"(0.95)) = lim P, (&\/4__471 > c1>—1(0.95))
— lim P, (221 Xi — nE(Xy) @‘1(0.95))

=1-®(®*(0.95) =0.05

D.h. fiir ¢ = 4n + 2/n®71(0.95) & 4n + 3.3y/n hilt der Test asymptotisch das Niveau
o = (.05 ein.
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Musterlosung

Aufgabe 6
Losungsvorschlag: (142+1.5+2.5 = 7 Punkte)

a) Es muss gelten:

S 0 s
L= / fa(@)dz = / ae*dz + / ae~*dz = [ae*]" , + [~ae™] Y = 2a.
o . i

Dies ist genau dann erfiillt wenn a = %

b) Es ist

x B letdt:lez :L'<O
F(z) = t)dt = Jioos PO, ’
@ =] £ {ffoogethfO lotdt =1 — Lo 4 1o 1 Les, 430,

c) Wegen f%(x) = e "l gilt f(z) = f(—=2) fiir alle z € R. D.h. die Verteilung von X ist
symmetrisch um 0 . Folglich ist E(X) = 0.

d) X hat eine auf ganz R positive Dichte. Daher ist F' streng monoton wachsend und stetig,
d.h. die Quantilfunktion ist die Umkehrfunktion von F'

p = 3¢e" <z = log(2p), x <0,
1

p=1-— %e‘”” <z =—log(2(1—p)), =>0.

sz(x)(z){

Wegen F(0) = % ist das p-Quantil von X ist also gegeben durch

0,(X) = {log(2p),

N~ N

P <3,
—log(2(1 —p)), p>3
Aufgabe 7
Losungsvorschlag: (242+1+2 = 7 Punkte)
a) Wir definieren p; := P(X =) fiir i = 0, 1, 2. Nach Voraussetzung gilt

1 =E[X] = p1+2p2
3
§=E[X2]=p1+4p2-
Daraus folgt
1 1 1
p2—4, p1—2, p0—4

Somit gilt

2
1 1 1 1
gx(t) =Y Fpr=po+tp+p =<+ st+ 7= (1+2+1%) = Z(1+t)2,|t\ <1.

1
4 2 4 4
k=0

b) Es gilt

1 1 1
gx(t) = 1(1 +1)? = 5(1 +1t) 5(1 +1), |t <1,

wobei die Funktion h(t) = 3(1 +t) offenbar die erzeugende Funktion einer Bin(1,1/2)-
verteilten Zufallsvariable (bzw. U({0, 1})-verteilten Zufallsvariable). Sind X, X, stochas-
tisch unabhéngig und je Bin(1, 1/2)-verteilt, so gilt nach der Multiplikationsformel
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Musterlosung

LI 0? = gx(0) = g (D x,(1) = 5040 5041, <1

Da die Verteilung von Ny-wertigen Zufallsvariablen eindeutig durch die erzeugende Funk-
tion beschrieben wird (Eindeutigkeitssatz), folgt, dass X die gleiche Verteilung hat wie
X + X5 und somit ist X Bin(2,1/2)-verteilt.

c) Es gilt
2 2

gsx(t) =% =) () pr = gx ().

k=0 k=0

d) Nach dem Satz tiber den Zusammenhang der erzeugende Funktionen und Momenten gilt
EBX(3X —1)] = ghx(1-).

Wir benétigen also die zweite Ableitung von gsx:

1
g3x(t) = 1(1 + )2,

3t2 3 3
Le(t) = —=—(14+t) ==t + =1
Ghalt) = S (149 = S+ 58
15
g (1) = 3t + 754.
Somit ist 91
EBX(BX —1)] = g5x(1-) = gsx(1) = o
Aufgabe 8
Losungsvorschlag: (8 Punkte)
Wahr | Falsch
Seien M, € nichtleere Mengen, wobei M C 2. Weiter sei A eine | X
Aus PLAN BN C) = P(A)P(B)P(C) folgt die stochastische Un- X
Sei U ~ U(0,1). Dann gilt X
Seien X und Y Zufallsvariablen mit existierenden Erwartungswer- X
Die Hypergeometrische Verteilung ist eine Polya-Verteilung. X
Seien a € R und X3, X,, ... nicht-positive Zufallsvariablen auf ei- | X
Es seien X7, ..., X, unabhingige, je Bin(1,)-verteilte Zufallsva- | X
Es sei (X, (Py)geo) ein statistisches Modell. Weiter sei C : X — X
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