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Aufgabe 1 (9 Punkte)

An einer Theatergarderobe geben n Personen ihre Mäntel ab. Aufgrund eines Stromausfalls wer-
den nach der Vorstellung die Mäntel im Dunkeln in rein zufälliger Reihenfolge zurückgegeben.

a) Welchen Erwartungswert besitzt die Anzahl der Personen, die ihren eigenen Mantel zurück
erhalten?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhält mindestens eine Person ihren eigenen Mantel zurück?
Wie verhält sich der Werte für n→∞?

c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau k ∈ {0, 1, . . . , n} Personen ihren eigenen
Mantel zurück erhalten.

Hinweis: Verwenden Sie den Grundraum Ω = Pn
n(oW ) aller Permutationen der Zahlen 1, . . . , n

und die Ereignisse

Aj = {
”
j-te Person erhält eigenen Mantel zurück“} = {(a1, . . . , an) ∈ Ω : aj = j}

für j ∈ {1, . . . , n}.
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Aufgabe 2 (9 Punkte)

Gegeben seien für α ∈ R zwei Zufallsvariablen X und Y , deren gemeinsame Verteilung

P(X = i, Y = j), i ∈ {0, 1}, j ∈ {1, 2},

gemäß der folgenden Tabelle gegeben ist.

HH
HHHHi

j
j = 1 j = 2 P(X = i)

i = 0
3α + 2

6

2− 3α

6

i = 1
1

6

1

3

P(Y = j) 1

a) Vervollständigen Sie die Tabelle. Eine Begründung ist nicht erforderlich.

b) Wie heißt die marginale Verteilung von X? Eine Begründung ist nicht erforderlich.

c) Bestimmen Sie die Menge W aller α ∈ R, für die durch die obige Vorschrift eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf {0, 1} × {1, 2} gegeben ist.

d) Für welche α ∈ W ist die marginale Verteilung von Y eine Gleichverteilung auf {1, 2}?

e) Berechnen Sie E[X2 Y 2].

f) Für welche α ∈ W sind X2 und Y 2 unkorreliert?
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Gegeben seien für α ∈ R zwei Zufallsvariablen X und Y , deren gemeinsame Verteilung

P(X = i, Y = j), i ∈ {0, 1}, j ∈ {1, 2},
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Aufgabe 3 (5 Punkte)

Es sei Ω ein Grundraum. Des Weiteren seienA,B,C ⊆ Ω Ereignisse mit 0 < P(A), P(B), P(C) <
1 und P(A ∩ C) > 0, P(B ∩ C) > 0. Zusätzlich gelte

(i) P(A|B) = P(A|Bc),

(ii) P(A ∩ Cc) = P(A)(1− P(C)),

(iii) P(B|A ∩ C) = P(B),

(iv) P(A|B ∩ C) = P(A).

Zeigen Sie, dass A,B,C stochastisch unabhängig sind.
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Aufgabe 4 (7 Punkte)

Es seien X1, X2, . . . stochastisch unabhängige Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert
µ := EX1 und gleicher Varianz 0 < σ2 := V(X1) <∞. Des Weiteren sei Xn := 1

n

∑n
j=1Xj.

a) Zeigen Sie: E
[
(Xn − µ)2

]
→ 0 für n→∞.

b) Zeigen Sie: Für jedes n ∈ N gilt

P
(∣∣∣∣√n(Xn − µ)

σ

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 1

ε2
∀ ε > 0.

c) Es seien nun X1, X2, . . . zusätzlich identisch verteilt. Zeigen Sie:

lim
n→∞

P
(
Xn ≤ µ+

σ√
n

)
= 0.8413 (auf 4 Dezimalstellen genau).
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Aufgabe 5 (8 Punkte)

Es sei X eine diskrete Zufallsvariable, deren Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch

k 0 1 2 3

Pϑ(X = k) 2ϑ/3 ϑ/3 2(1− ϑ)/3 (1− ϑ)/3

Dabei ist ϑ ∈ (0, 1) ein unbekannter Parameter.

a) Zeigen Sie: Durch Pϑ(A) =
∑

k∈A Pϑ(X = k) für A ⊆ {0, 1, 2, 3} wird ein Wahrscheinlich-
keitsmaß auf P({0, 1, 2, 3}) definiert.

b) Berechnen Sie das ϑ-Quantil von X.

Es wurden folgende 10 unabhängige Realisierungen der Zufallsvariablen X beobachtet:

x := (3, 0, 2, 1, 3, 2, 1, 0, 2, 1).

c) Zeigen Sie: Die Loglikelihood-Funktion für ϑ zur Beobachtung x ist gegeben durch

`x(ϑ) = 5 log(ϑ) + 5 log(1− ϑ) + c,

wobei c ∈ R eine Konstante ist.

d) Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schätzwert für ϑ zur Beobachtung x.
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Aufgabe 6 (7 Punkte)

Eine Reifenfirma möchte ein neu entwickeltes Profil (A) mit einem bewährten Profil (B) ver-
gleichen. Dazu werden 10 Fahrzeuge jeweils zuerst mit Reifen des Typs A, dann des Typs
B bestückt und unter gleichen Bedingungen abgebremst. Es wird jeweils die Differenz der
Bremswege gemessen. Es ergaben sich folgende Messwerte x1, . . . , x10. Dabei bezeichne xj die
Bremswegdifferenz B − A bei Fahrzeug j, j ∈ {1, . . . , 10}:

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xj 0.4 -0.2 3.1 5.0 10.3 1.6 0.9 -1.4 1.7 1.5

Wir nehmen an, dass x1, . . . , x10 Realisierungen von unabhängigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen X1, . . . , X10 sind. Von Interesse ist die unbekannte Wahrscheinlichkeit ϑ :=
P(X1 > 0), dass Profil A besser ist als Profil B.

a) Die Reifenfirma möchte mit einem statistischen Test nachweisen, dass das neu entwickelte
Profil A mit einer Wahrscheinlichkeit größer als 0.5 besser ist als das Profil B. Wie sind
Hypothese und Alternative zu wählen? Eine Begründung ist nicht erforderlich.

Im Folgenden habe der kritische Bereich für den in a) angegebenen Test die Form

K =

{
x = (x1, . . . , x10) ∈ R10 :

10∑
i=1

1{xi > 0} ≥ c

}

für ein c ∈ {0, 1, . . . , 10}.

b) Geben Sie die Gütefunktion des Tests aus a) an.

c) Bestimmen Sie den kritischen Wert c für ein Signifikanzniveau von 1 %.

d) Wurde der erwünschte Nachweis aus a) der Reifenfirma durch die Messwerte erbracht
(Signifikanzniveau 1 %)?
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Aufgabe 7 (7 Punkte)

Die stetige Zufallsvariable X habe die Dichte fa : R→ R≥0 mit

fa(x) := a x (1− x)2 1(0,1)(x), x ∈ R.

Dabei ist a > 0 ein Parameter.

a) Zeigen Sie, dass fa nur für a = 12 eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

Im Folgenden sei a = 12.

b) Bestimmen Sie die zu f12 gehörende Verteilungsfunktion F .

c) Berechnen Sie P(X ≥ 1/2).

d) Ist die Verteilung von X symmetrisch verteilt um den Wert 1/2?

e) Zeigen Sie:

E
[

1

(1−X)2

]
= 6.

14
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Aufgabe 8 (8 Punkte)

Geben Sie bei den folgenden Aussagen jeweils an, ob diese wahr oder falsch sind. Kennzeichnen
Sie Ihre Antwort mit einem Kreuz. Jede richtige Antwort wird mit einem Punkt bewertet, für
jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen. Lassen Sie einen Aufgabenteil unbeantwortet,
so erhalten Sie für diesen 0 Punkte. Bei einer negativen Gesamtpunktzahl wird die Aufgabe
mit 0 Punkten bewertet. Die Antworten müssen nicht begründet werden.

Wahr Falsch

Es seien Ω ein Grundraum und A,B ⊆ Ω. Es gilt

(1A + 1B)(1A − 1B) = 1A − 1B.

Gegeben seien die 4 Buchstaben {A,E,N,R}. Ein Wort mit k
Buchstaben ist ein k-Tupel (a1, . . . , ak) mit ai ∈ {A,E,N,R} für
i = 1, . . . , k. Es lassen sich genau 24 verschiedene dreibuchstabige
Wörter aus diesen 4 Buchstaben bilden.

Es gilt allgemein V(X) = mint∈R E
[
|X − t|

]
.

Der Zufallsvektor (X1, . . . , Xs) (s ≥ 3) besitze eine Multinominal-
verteilung. Dann ist die bedingte Verteilung von (X1, . . . , Xs−1) ge-
geben Xs = ks eine Multinominalverteilung.

Jede konsistente Schätzfolge (Tn)n∈N für ϑ ist asymptotisch erwar-
tungstreu für ϑ.

Das Mengensystem

H := {(x, y] : x, y ∈ Rn, x < y} ∪ {∅}

ist eine σ-Algebra.

Es seien (Ω,A) ein Messraum und Xj : Ω → R, j = 1, . . . , n,
(A,B1)-messbare Abbildungen. Dann ist

X := (X1, . . . , Xn) : Ω→ Rn

(A,Bn)-messbar.

Die Zufallsvariable X habe ein Exponentialverteilung mit Parame-
ter λ > 0. Dann existiert ein x ∈ R mit F (x)−F (x−) > 0, wobei F
die Verteilungsfunktion von X und F (x−) den linksseitigen Grenz-
wert von F an der Stelle x bezeichnen.
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Lösungsvorschlag: (2+4+3 = 9 Punkte) Da die Mäntel in rein zufälliger Reihenfolge
zurückgegeben werden, ist P die Gleichverteilung auf Ω.

a) Die Zufallsvariable

Fn :=
n∑

j=1

1Aj
.

beschreibt die Anzahl der Personen, die ihren eigenen Mantel zurück erhalten. Da P die
Gleichverteilung ist, gilt

P(Aj) =
(n− 1)!

n!
=

1

n

für alle j = 1, . . . , n und daher

E(Fn) =
n∑

j=1

P(Aj) = 1.

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Person ihren eigenen Mantel zurück erhält
ist

P(Fn ≥ 1) = P(A1 ∪ . . . ∪ An) =
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<...<ik≤n

P(Ai1 ∩ . . . ∩ Aik),

wobei

P(Ai1 ∩ . . . ∩ Aik) =
(n− k)!

n!
.

Das heißt, diese Wahrscheinlichkeit hängt nur von der Anzahl k der Ereignisse ab, die
gleichzeitig eintreten sollen, jedoch nicht von der genauen Wahl der Indizes. Somit folgt

P(Fn ≥ 1) =
n∑

k=1

(−1)k−1
(
n

k

)
(n− k)!

n!
=

n∑
k=1

(−1)k−1

k!
.

Für n→∞ gilt

lim
n→∞

P(Fn ≥ 1) =
∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
= −

∞∑
k=1

(−1)k

k!
= −(e−1 − 1) = 1− e−1.

c) Zu Berechnen ist P(Fn = k). Aus b) wissen wir, dass P(Ai1∩. . .∩Aij) = (n−j)!
n!

, j = 1, . . . , n,
nur von j abhängt, aber nicht von der speziellen Wahl der Indizes i1, . . . , ij. Um P(Fn = k)
zu berechnen können wir also die spezielle Form der Jordan-Formel benutzen (Folgerung
7.9) und wir erhalten für jedes k ∈ {0, 1, . . . , n}

P(Fn = k) =
n∑

j=k

(−1)j−k
(
j

k

)(
n

j

)
P(A1 ∩ . . . ∩ Aj) =

n∑
j=k

(−1)j−k
(
j

k

)
1

j!

=
n∑

j=k

(−1)j−k
1

k!(j − k)!
=

1

k!

n∑
j=k

(−1)j−k

(j − k)!
.

3

Aufgabe 1 (9 Punkte)

An einer Theatergarderobe geben n Personen ihre Mäntel ab. Aufgrund eines Stromausfalls wer-
den nach der Vorstellung die Mäntel im Dunkeln in rein zufälliger Reihenfolge zurückgegeben.

a) Welchen Erwartungswert besitzt die Anzahl der Personen, die ihren eigenen Mantel zurück
erhalten?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhält mindestens eine Person ihren eigenen Mantel zurück?
Wie verhält sich der Werte für n→∞?

c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau k ∈ {0, 1, . . . , n} Personen ihren eigenen
Mantel zurück erhalten.

Hinweis: Verwenden Sie den Grundraum Ω = Pn
n(oW ) aller Permutationen der Zahlen 1, . . . , n
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Aj = {
”
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Aufgabe 2 (9 Punkte)

Gegeben seien für α ∈ R zwei Zufallsvariablen X und Y , deren gemeinsame Verteilung

P(X = i, Y = j), i ∈ {0, 1}, j ∈ {1, 2},

gemäß der folgenden Tabelle gegeben ist.

HH
HHHHi

j
j = 1 j = 2 P(X = i)

i = 0
3α + 2

6

2− 3α

6

i = 1
1

6

1

3

P(Y = j) 1

a) Vervollständigen Sie die Tabelle. Eine Begründung ist nicht erforderlich.

b) Wie heißt die marginale Verteilung von X? Eine Begründung ist nicht erforderlich.

c) Bestimmen Sie die Menge W aller α ∈ R, für die durch die obige Vorschrift eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf {0, 1} × {1, 2} gegeben ist.

d) Für welche α ∈ W ist die marginale Verteilung von Y eine Gleichverteilung auf {1, 2}?

e) Berechnen Sie E[X2 Y 2].

f) Für welche α ∈ W sind X2 und Y 2 unkorreliert?

4

Lösungsvorschlag: (2+1+2+1+1+2=9 Punkte)

a)

H
HHH

HHi
j

j = 1 j = 2 P(X = i)

i = 0
3α + 2

6

2− 3α

6

2

3

i = 1
1

6

1

6

1

3

P(Y = j)
α + 1

2

1− α
2

1

b) X ∼ Bin(1, 1/3). Alternativ: X ist Bernoulli-Verteilt mit Trefferwahrscheinlichkeit 1/3.

c) Offenbar gilt P(X = 0, Y = 1) + P(X = 0, Y2) + P(X = 1, Y = 1) + P(X = 1, Y = 2) = 1.
Somit muss α ∈ R so gewählt werden, dass gilt P(X = 0, Y = 1),P(X = 0, Y2) ∈ [0, 1].
Es gilt

3α + 2

6
≥ 0 ⇐⇒ α ≥ −2

3
,

3α + 2

6
≤ 1 ⇐⇒ α ≤ 4

3
,

2− 3α

6
≥ 0 ⇐⇒ α ≤ 2

3
,

2− 3α

6
≤ 1 ⇐⇒ α ≥ −4

3
.

Somit ist für

α ∈ W :=

[
−2

3
,
2

3

]
durch die obige Vorschrift eine Wahrscheinlichkeitsverteilung {0, 1}× {1, 2} auf definiert.

d) Da mit die marginale Verteilung von Y ein Gleichverteilung auf {1, 2} ist, muss gelten

α + 1

2
=

1− α
2

⇐⇒ α = 0 ∈ W.

e) Es gilt

E[X2 Y 2] =
1

6
+ 4 · 1

6
=

5

6
.

f) Es gilt

E[X2] =
1

3
, E[Y 2] =

α + 1

2
+

4− 4α

2
=

5− 3α

2

und somit

C(X2, Y 2) = E[X2Y 2]− E[X2]E[Y 2] =
5− 5 + 3α

6
!

= 0 ⇐⇒ α = 0 ∈ W

5



Musterlösung

Einführung in die Stochastik
Henze WS 18/19

7 © fsmi.uni­karlsruhe.de fsmi.kit fsmikit
E­Mail: mathe­klausuren@fsmi.uni­karlsruhe.de

Lösungsvorschlag: (5 Punkte) Bedingung (i) ist äquivalent zu

P(A ∩B)

P(B)
=

P(A ∩Bc)

1− P(B)

⇐⇒ P(A ∩B)− P(A ∩B)P(B) = P(A ∩Bc)P(B)

⇐⇒ P(A ∩B) =
(
P(A ∩B) + P(A ∩Bc)︸ ︷︷ ︸

=P(A)

P(B)

⇐⇒ P(A ∩B) = P(A)P(B).

Bedingung (ii) impliziert
P(A ∩ Cc) = P(A)P(Cc),

d.h. A und Cc sind unabhängig und damit auch A und C nach Satz 11.3. Somit folgt in
Verbindung mit Bedingung (iii)

P(B ∩ A ∩ C) = P(B)P(A ∩ C)

⇐⇒ P(A ∩B ∩ C) = P(A)P(B)P(C).

Schließlich folgt aus Bedingung (iv) und der eben gezeigten Unabhängigkeit von A, B und C

P(A ∩B ∩ C) = P(A)P(B ∩ C)

⇐⇒ P(A)P(B)P(C) = P(A)P(B ∩ C)

⇐⇒ P(B)P(C) = P(B ∩ C).

Somit folgt die Behauptung.

7

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Es sei Ω ein Grundraum. Des Weiteren seienA,B,C ⊆ Ω Ereignisse mit 0 < P(A), P(B), P(C) <
1 und P(A ∩ C) > 0, P(B ∩ C) > 0. Zusätzlich gelte

(i) P(A|B) = P(A|Bc),

(ii) P(A ∩ Cc) = P(A)(1− P(C)),

(iii) P(B|A ∩ C) = P(B),

(iv) P(A|B ∩ C) = P(A).

Zeigen Sie, dass A,B,C stochastisch unabhängig sind.

6

Aufgabe 4 (7 Punkte)

Es seien X1, X2, . . . stochastisch unabhängige Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert
µ := EX1 und gleicher Varianz 0 < σ2 := V(X1) <∞. Des Weiteren sei Xn := 1

n

∑n
j=1Xj.

a) Zeigen Sie: E
[
(Xn − µ)2

]
→ 0 für n→∞.

b) Zeigen Sie: Für jedes n ∈ N gilt

P
(∣∣∣∣√n(Xn − µ)

σ

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 1

ε2
∀ ε > 0.

c) Es seien nun X1, X2, . . . zusätzlich identisch verteilt. Zeigen Sie:

lim
n→∞

P
(
Xn ≤ µ+

σ√
n

)
= 0.8413 (auf 4 Dezimalstellen genau).

8

Lösungsvorschlag: (2+2.5+2.5=7 Punkte)

a) Da E[Xn] = µ folgt mit der Unabhängigkeit

E
[
(Xn − µ)2

]
= V(Xn) =

σ2

n
→ 0 für n→∞.

b) Da für

X̃n :=

√
n(Xn − µ)

σ
=
Xn − E[Xn]√

V(Xn)

gilt E[X̃n] = 0 und V(X̃n) = 1, folgt mit der Tschebyschow-Ungleichung

P
(∣∣∣∣√n(Xn − µ)

σ

∣∣∣∣ ≥ ε

)
= P

(∣∣∣X̃n

∣∣∣ ≥ ε
)
≤ 1

ε2
.

c) Mit dem zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy gilt

lim
n→∞

P
(
Xn ≤ µ+

σ√
n

)
= lim

n→∞
P
(√

n(Xn − µ)

σ
≤ 1

)
= lim

n→∞
P

(∑n
i=1Xi − nE[X1]√

nV(X1)
≤ 1

)
= Φ(1) ≈ 0.8413.
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Aufgabe 5 (8 Punkte)

Es sei X eine diskrete Zufallsvariable, deren Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch

k 0 1 2 3

Pϑ(X = k) 2ϑ/3 ϑ/3 2(1− ϑ)/3 (1− ϑ)/3

Dabei ist ϑ ∈ (0, 1) ein unbekannter Parameter.

a) Zeigen Sie: Durch Pϑ(A) =
∑

k∈A Pϑ(X = k) für A ⊆ {0, 1, 2, 3} wird ein Wahrscheinlich-
keitsmaß auf P({0, 1, 2, 3}) definiert.

b) Berechnen Sie das ϑ-Quantil von X.

Es wurden folgende 10 unabhängige Realisierungen der Zufallsvariablen X beobachtet:

x := (3, 0, 2, 1, 3, 2, 1, 0, 2, 1).

c) Zeigen Sie: Die Loglikelihood-Funktion für ϑ zur Beobachtung x ist gegeben durch

`x(ϑ) = 5 log(ϑ) + 5 log(1− ϑ) + c,

wobei c ∈ R eine Konstante ist.

d) Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schätzwert für ϑ zur Beobachtung x.

10

Lösungsvorschlag: (1+1+2.5+3.5 = 8 Punkte)

a) Nach Satz 4.7 ist durch Pϑ(A) =
∑

k∈A Pϑ(X = k) für A ⊆ {0, 1, 2, 3} ein Wahrscheinlich-
keitsmaß auf P({0, 1, 2, 3}) definiert, da∑

k∈{0,1,2,3}

Pϑ(X = k) =
2ϑ+ ϑ+ 2(1− ϑ) + (1− ϑ)

3
= 1.

b) Das ϑ-Quantil von X ist 1, da P(X = 0) + P(X = 1) = ϑ.

c) Die Likelihood-Funktion für ϑ zur Beobachtung x ist

Lx(ϑ) =
10∏
i=1

Pϑ(Xi = xi) =

(
2ϑ

3

)2(
ϑ

3

)3(
2(1− ϑ)

3

)3(
1− ϑ

3

)2
.

Somit ist die Loglikelihood-funktion für ϑ zur Beobachtung x gegeben durch

`x(ϑ) = logLx(ϑ)

= 2 (log 2− log 3 + log ϑ) + 3 (− log 3 + log ϑ) + 3 (log 2− log 3 + log(1− ϑ))

+ 2 (− log 3 + log(1− ϑ))

= 5 log ϑ+ 5 log(1− ϑ) + 5 log 2− 10 log 3︸ ︷︷ ︸
=:c

d) Es gilt

`′x(ϑ) =
5

ϑ
− 5

1− ϑ
!

= 0

⇐⇒ 1− ϑ = ϑ

⇐⇒ ϑ =
1

2
.

Dies ist eine Maximumstelle, da

`′′x(1/2) = −5

(
1

2

)−2
− 5

(
1

2

)−2
= −40 < 0.

Somit ist der Maximum-Likelihood-Schätzerwert ϑ̂ für ϑ zur Beobachtung x

ϑ̂ =
1

2
.

11



Musterlösung

Einführung in die Stochastik
Henze WS 18/19

9 © fsmi.uni­karlsruhe.de fsmi.kit fsmikit
E­Mail: mathe­klausuren@fsmi.uni­karlsruhe.de

Lösungsvorschlag: (1+1.5+3.5+1 = 7 Punkte) Im Folgenden sei x = (x1, . . . , x10) ∈ R10

eine Realisierung des Zufallsvektors X = (X1, . . . , X10) und

S(X) :=
10∑
i=1

1{Xi > 0}.

a) H0 : ϑ ≤ 0.5 gegen H1 : ϑ > 0.5 .

b) Nach der gegeben Struktur des kritischen Bereiches K ist die Gütefunktion g : [0, 1] →
[0, 1] gegeben durch

g(ϑ) = Pϑ(X ∈ K) = Pϑ(S(X) ≥ c) =
n∑

j=c

(
n

j

)
ϑj(1− ϑ)n−j,

da S(X) ∼ Bin(10, ϑ).

c) Wir legen den kritischen Wert c (und somit den kritischen Bereich K) mit Hilfe des vorge-
gebenen Testniveaus α = 0.01 fest. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Gütefunktion
g streng monoton wachsend ist. Folglich gilt für ϑ ∈ Θ0 := [0, 0.5]

g(ϑ) ≤ g(0.5) =

(
1

2

)10 10∑
j=c

(
10

j

)
!

≤ 0.01.

Damit die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2. Art klein wird, sollte c unter der obigen
Nebenbedingung möglichst klein sein. Also

c = min

{
k ∈ {0, 1, . . . , 10} :

(
1

2

)10 10∑
j=c

(
10

j

)
≤ 0.01

}
.

Da (
1

2

)10 10∑
j=10

(
10

j

)
= 0.00098 und

(
1

2

)10 10∑
j=9

(
10

j

)
= 0.0107 > 0.01,

erhalten wir c = 10, d.h.
K =

{
x ∈ R10 : S(x) = 10

}
.

d) Für die gegebene Stichprobe gilt S(x) = 8. Somit steht die Stichprobe nicht im Wider-
spruch zur H0 bei einer zugelassen Wahrscheinlichkeit von 1 % für den Fehler 1. Art, d.h.
die Behauptung der Reifenfirma ist nicht statistisch signifikant nachgewiesen.
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Aufgabe 6 (7 Punkte)

Eine Reifenfirma möchte ein neu entwickeltes Profil (A) mit einem bewährten Profil (B) ver-
gleichen. Dazu werden 10 Fahrzeuge jeweils zuerst mit Reifen des Typs A, dann des Typs
B bestückt und unter gleichen Bedingungen abgebremst. Es wird jeweils die Differenz der
Bremswege gemessen. Es ergaben sich folgende Messwerte x1, . . . , x10. Dabei bezeichne xj die
Bremswegdifferenz B − A bei Fahrzeug j, j ∈ {1, . . . , 10}:

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xj 0.4 -0.2 3.1 5.0 10.3 1.6 0.9 -1.4 1.7 1.5

Wir nehmen an, dass x1, . . . , x10 Realisierungen von unabhängigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen X1, . . . , X10 sind. Von Interesse ist die unbekannte Wahrscheinlichkeit ϑ :=
P(X1 > 0), dass Profil A besser ist als Profil B.

a) Die Reifenfirma möchte mit einem statistischen Test nachweisen, dass das neu entwickelte
Profil A mit einer Wahrscheinlichkeit größer als 0.5 besser ist als das Profil B. Wie sind
Hypothese und Alternative zu wählen? Eine Begründung ist nicht erforderlich.

Im Folgenden habe der kritische Bereich für den in a) angegebenen Test die Form

K =

{
x = (x1, . . . , x10) ∈ R10 :

10∑
i=1

1{xi > 0} ≥ c

}

für ein c ∈ {0, 1, . . . , 10}.

b) Geben Sie die Gütefunktion des Tests aus a) an.

c) Bestimmen Sie den kritischen Wert c für ein Signifikanzniveau von 1 %.

d) Wurde der erwünschte Nachweis aus a) der Reifenfirma durch die Messwerte erbracht
(Signifikanzniveau 1 %)?

12
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Aufgabe 7 (7 Punkte)

Die stetige Zufallsvariable X habe die Dichte fa : R→ R≥0 mit

fa(x) := a x (1− x)2 1(0,1)(x), x ∈ R.

Dabei ist a > 0 ein Parameter.

a) Zeigen Sie, dass fa nur für a = 12 eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

Im Folgenden sei a = 12.

b) Bestimmen Sie die zu f12 gehörende Verteilungsfunktion F .

c) Berechnen Sie P(X ≥ 1/2).

d) Ist die Verteilung von X symmetrisch verteilt um den Wert 1/2?

e) Zeigen Sie:

E
[

1

(1−X)2

]
= 6.

14

Lösungsvorschlag: (1.5+2+1.5+1+1 = 7 Punkte)

a) Es muss gelten

1 =

∫ ∞
−∞

fa(x) dx = a

∫ 1

0

x(1− x)2 dx = a

∫ 1

0

x− 2x2 + x3 dx =
a

12
.

Dies is genau dann erfüllt, wenn a = 12.

b) Es ist

F (t) =

∫ t

−∞
f12(x) dx =


0, t ≤ 0

12
(
1
2
t2 − 2

3
t3 + 1

4
t4
)

= 3t4 − 8t3 + 6t2, 0 < t < 1

1, t ≥ 1.

c) Es gilt

P(X ≥ 1/2) = 1− F (1/2) =
5

16
= 0.3125 .

d) Nein, da dann P(X ≥ 1/2) = P(X ≤ 1/2) = 0.5 gelten müsste, was nach c) nicht erfüllt
ist.

e) Es ist

E
[

1

(1−X)2

]
=

∫ ∞
−∞

1

(1− x)2
f12(x) dx = 12

∫ 1

0

x dx = 12
1

2
= 6.

15
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Aufgabe 8 (8 Punkte)

Geben Sie bei den folgenden Aussagen jeweils an, ob diese wahr oder falsch sind. Kennzeichnen
Sie Ihre Antwort mit einem Kreuz. Jede richtige Antwort wird mit einem Punkt bewertet, für
jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen. Lassen Sie einen Aufgabenteil unbeantwortet,
so erhalten Sie für diesen 0 Punkte. Bei einer negativen Gesamtpunktzahl wird die Aufgabe
mit 0 Punkten bewertet. Die Antworten müssen nicht begründet werden.

Wahr Falsch

Es seien Ω ein Grundraum und A,B ⊆ Ω. Es gilt

(1A + 1B)(1A − 1B) = 1A − 1B.

Gegeben seien die 4 Buchstaben {A,E,N,R}. Ein Wort mit k
Buchstaben ist ein k-Tupel (a1, . . . , ak) mit ai ∈ {A,E,N,R} für
i = 1, . . . , k. Es lassen sich genau 24 verschiedene dreibuchstabige
Wörter aus diesen 4 Buchstaben bilden.

Es gilt allgemein V(X) = mint∈R E
[
|X − t|

]
.

Der Zufallsvektor (X1, . . . , Xs) (s ≥ 3) besitze eine Multinominal-
verteilung. Dann ist die bedingte Verteilung von (X1, . . . , Xs−1) ge-
geben Xs = ks eine Multinominalverteilung.

Jede konsistente Schätzfolge (Tn)n∈N für ϑ ist asymptotisch erwar-
tungstreu für ϑ.

Das Mengensystem

H := {(x, y] : x, y ∈ Rn, x < y} ∪ {∅}

ist eine σ-Algebra.

Es seien (Ω,A) ein Messraum und Xj : Ω → R, j = 1, . . . , n,
(A,B1)-messbare Abbildungen. Dann ist

X := (X1, . . . , Xn) : Ω→ Rn

(A,Bn)-messbar.

Die Zufallsvariable X habe ein Exponentialverteilung mit Parame-
ter λ > 0. Dann existiert ein x ∈ R mit F (x)−F (x−) > 0, wobei F
die Verteilungsfunktion von X und F (x−) den linksseitigen Grenz-
wert von F an der Stelle x bezeichnen.
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Lösungsvorschlag: (8 Punkte)

Wahr Falsch

Es seien Ω ein Grundraum und A,B ⊆ Ω. Es gilt

(1A + 1B)(1A − 1B) = 1A − 1B.

X

Gegeben seien die 4 Buchstaben {A,E,N,R}. Ein Wort mit k
Buchstaben ist ein k-Tupel (a1, . . . , ak) mit ai ∈ {A,E,N,R} für
i = 1, . . . , k. Es lassen sich genau 24 verschiedene dreibuchstabige
Wörter aus diesen 4 Buchstaben bilden.

X

Es gilt allgemein V(X) = mint∈R E
[
|X − t|

]
. X

Der Zufallsvektor (X1, . . . , Xs) (s ≥ 3) besitze eine Multinominal-
verteilung. Dann ist die bedingte Verteilung von (X1, . . . , Xs−1) ge-
geben Xs = ks eine Multinominalverteilung.

X

Jede konsistente Schätzfolge (Tn)n∈N für ϑ ist asymptotisch erwar-
tungstreu für ϑ.

X

Das Mengensystem

H := {(x, y] : x, y ∈ Rn, x < y} ∪ {∅}

ist eine σ-Algebra.

X

Es seien (Ω,A) ein Messraum und Xj : Ω → R, j = 1, . . . , n,
(A,B1)-messbare Abbildungen. Dann ist

X := (X1, . . . , Xn) : Ω→ Rn

(A,Bn)-messbar.

X

Die Zufallsvariable X habe ein Exponentialverteilung mit Parame-
ter λ > 0. Dann existiert ein x ∈ R mit F (x)−F (x−) > 0, wobei F
die Verteilungsfunktion von X und F (x−) den linksseitigen Grenz-
wert von F an der Stelle x bezeichnen.

X
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