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Aufgabe 1 (9 Punkte)

An einer Theatergarderobe geben n Personen ihre Méntel ab. Aufgrund eines Stromausfalls wer-
den nach der Vorstellung die Méantel im Dunkeln in rein zufélliger Reihenfolge zuriickgegeben.

a) Welchen Erwartungswert besitzt die Anzahl der Personen, die ihren eigenen Mantel zuriick

erhalten?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt mindestens eine Person ihren eigenen Mantel zuriick?
Wie verhélt sich der Werte fiir n — oo?

c¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau k € {0, 1, ... ,n} Personen ihren eigenen
Mantel zuriick erhalten.

Hinweis: Verwenden Sie den Grundraum 2 = P} (olV) aller Permutationen der Zahlen 1,...,n

und die Ereignisse

A; = {,j-te Person erhilt eigenen Mantel zuriick“} = {(a1,...,a,) € Q:a; =7}

fir j € {1,...,n}.

Aufgabe 2 (9 Punkte)

Gegeben seien fiir a € R zwei Zufallsvariablen X und Y, deren gemeinsame Verteilung
P(X =i, Y=y3), i€{0,1}, j e {1,2},

geméf der folgenden Tabelle gegeben ist.

; Tl =11 j=2 P(X =1)
3a+2 | 2 -3«
1 =0
6 6
1 1 1
9, = — _
6 3
P(Y =) 1

a) Vervollstindigen Sie die Tabelle. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.
b) Wie heifit die marginale Verteilung von X7 Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

c) Bestimmen Sie die Menge W aller o € R, fiir die durch die obige Vorschrift eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf {0, 1} x {1,2} gegeben ist.
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e) Berechnen Sie E[X?Y?].

f) Fiir welche o € W sind X? und Y? unkorreliert?

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Es sei 2 ein Grundraum. Des Weiteren seien A, B, C' C 2 Ereignisse mit 0 < P(A), P(B), P(C) <
lund P(ANC) >0, P(BNC) > 0. Zusatzhch gelte

(
(i) P(A|B) = P(A|B°),
(ii) P(ANC) = P(A)(1 - P(C)),
(iii) P(B|JANC) = P(B),
(iv) P(A| BN C) =P(A).
Zeigen Sie, dass A, B, C stochastisch unabhéngig sind.

Aufgabe 4 (7 Punkte)

Es seien Xi, Xy, ... stochastisch unabhéingige Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert
= EX, und gleicher Varianz 0 < 0* := V(X;) < 0o. Des Weiteren sei X,, := = 37" | X.

a) Zeigen Sie: E[(X,, — p)?] — 0 fiir n — oo.
b) Zeigen Sie: Fiir jedes n € N gilt

(|25 ) < L veso

22
¢) Es seien nun X, Xo, ... zusétzlich identisch verteilt. Zeigen Sie:

lim P (7n <pu+ %) = 0.8413 (auf 4 Dezimalstellen genau).
n

n—oo

Aufgabe 5 (8 Punkte)

Es sei X eine diskrete Zufallsvariable, deren Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch

koo 1 2 3
Po(X =k) | 20/3 9/3 2(1—0)/3 (1—v)/3

Dabei ist ¥ € (0,1) ein unbekannter Parameter.

a) Zeigen Sie: Durch Py(A) =", ., Py(X = k) fiir A C {0,1,2,3} wird ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf P({0,1,2,3}) definiert.

b) Berechnen Sie das ¥-Quantil von X.

Es wurden folgende 10 unabhéngige Realisierungen der Zufallsvariablen X beobachtet:

z:=(3,0,2,1,3,2,1,0,2,1).

Einfithrung in die Stochastik 2 ©fsmi.uni-karlsruhe.de B fsmi.kit W fsmikit
Henze WS 18/19 E-Mail: mathe-klausuren@fsmi.uni-karlsruhe.de



c¢) Zeigen Sie: Die Loglikelihood-Funktion fiir ¥ zur Beobachtung x ist gegeben durch
0,(9) = 5log(¥) + 5log(l — I) + ¢,
wobei ¢ € R eine Konstante ist.

d) Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzwert fiir 9 zur Beobachtung x.

Aufgabe 6 (7 Punkte)

Eine Reifenfirma mochte ein neu entwickeltes Profil (A) mit einem bewéhrten Profil (B) ver-
gleichen. Dazu werden 10 Fahrzeuge jeweils zuerst mit Reifen des Typs A, dann des Typs
B bestiickt und unter gleichen Bedingungen abgebremst. Es wird jeweils die Differenz der
Bremswege gemessen. Es ergaben sich folgende Messwerte x1, ..., x19. Dabei bezeichne z; die
Bremswegdifferenz B — A bei Fahrzeug j, j € {1,...,10}:

jl1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r; |04 -02 31 50 103 1.6 09 -14 17 15

Wir nehmen an, dass zi,...,x19 Realisierungen von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen X7, ..., X 9 sind. Von Interesse ist die unbekannte Wahrscheinlichkeit 9 :=
P(X; > 0), dass Profil A besser ist als Profil B.

a) Die Reifenfirma mochte mit einem statistischen Test nachweisen, dass das neu entwickelte
Profil A mit einer Wahrscheinlichkeit grofler als 0.5 besser ist als das Profil B. Wie sind
Hypothese und Alternative zu wéhlen? Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

Im Folgenden habe der kritische Bereich fiir den in a) angegebenen Test die Form

10
/C—{x—(xl,...,xlo)€R10:21{xi>0}20}

i=1
fir ein ¢ € {0,1,...,10}.
b) Geben Sie die Giitefunktion des Tests aus a) an.
¢) Bestimmen Sie den kritischen Wert ¢ fiir ein Signifikanzniveau von 1 %.

d) Wurde der erwiinschte Nachweis aus a) der Reifenfirma durch die Messwerte erbracht
(Signifikanzniveau 1%)?

Aufgabe 7 (7 Punkte)
Die stetige Zufallsvariable X habe die Dichte f, : R — R>( mit
fol@) :=ax(1—2)*1pn(z), z€R.
Dabei ist a > 0 ein Parameter.
a) Zeigen Sie, dass f, nur fiir a = 12 eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.
Im Folgenden sei a = 12.

b) Bestimmen Sie die zu fi» gehorende Verteilungsfunktion F'.

c¢) Berechnen Sie P(X > 1/2).
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d) Ist die Verteilung von X symmetrisch verteilt um den Wert 1/27

e) Zeigen Sie:

E[(l——xw] -0

Aufgabe 8 (8 Punkte)

Geben Sie bei den folgenden Aussagen jeweils an, ob diese wahr oder falsch sind. Kennzeichnen
Sie Thre Antwort mit einem Kreuz. Jede richtige Antwort wird mit einem Punkt bewertet, fiir
jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen. Lassen Sie einen Aufgabenteil unbeantwortet,
so erhalten Sie fiir diesen 0 Punkte. Bei einer negativen Gesamtpunktzahl wird die Aufgabe
mit 0 Punkten bewertet. Die Antworten miissen nicht begriindet werden.

Wahr | Falsch

Es seien 2 ein Grundraum und A, B C (). Es gilt
(]-A + ]-B)(]-A — ]—B) =14—1p.

Gegeben seien die 4 Buchstaben {A, E, N, R}. Ein Wort mit k
Buchstaben ist ein k-Tupel (aq,...,ax) mit a; € {A, E, N, R} fiir
1 =1,...,k. Es lassen sich genau 24 verschiedene dreibuchstabige
Woérter aus diesen 4 Buchstaben bilden.

Es gilt allgemein V(X) = mineg E[|X — ¢]].

Der Zufallsvektor (X1,...,X;) (s > 3) besitze eine Multinominal-
verteilung. Dann ist die bedingte Verteilung von (X7, ..., X 1) ge-
geben X, = k, eine Multinominalverteilung.

Jede konsistente Schétzfolge (7),)nen fiir ¢ ist asymptotisch erwar-
tungstreu fiir 1.

Das Mengensystem
H = {(z,y] 1 2,y eR",z <y} U{0}

ist eine o-Algebra.

Es seien (2, A) ein Messraum und X; : @ — R, j = 1,...,n,
(A, BY)-messbare Abbildungen. Dann ist

X =(X1,...,X,): Q> R"
(A, B")-messbar.

Die Zufallsvariable X habe ein Exponentialverteilung mit Parame-
ter A > 0. Dann existiert ein z € R mit F'(z) — F'(z—) > 0, wobei F
die Verteilungsfunktion von X und F'(z—) den linksseitigen Grenz-
wert von £’ an der Stelle x bezeichnen.
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Musterlosung

Aufgabe 1

Losungsvorschlag: (2+4+3 = 9 Punkte) Da die Mintel in rein zufilliger Reihenfolge
zuriickgegeben werden, ist P die Gleichverteilung auf €.

a) Die Zufallsvariable
Fn = Z 1 Aj-
j=1

beschreibt die Anzahl der Personen, die ihren eigenen Mantel zuriick erhalten. Da P die
Gleichverteilung ist, gilt

fiir alle j = 1,...,n und daher
E(F,) =Y P(4) =1

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Person ihren eigenen Mantel zuriick erhélt

ist
P(F,>1)=P(AU...UA) =) (=)' > P, nN...N4,),
k=1 1<ir<...<ip<n
wobei
(n—k)!

n!
Das heif3t, diese Wahrscheinlichkeit hédngt nur von der Anzahl k der Ereignisse ab, die
gleichzeitig eintreten sollen, jedoch nicht von der genauen Wahl der Indizes. Somit folgt

P2 1= (1) L =

k=1 k=1
Fiir n — oo gilt
: — (=)t — (=1)* -1 -1
JI—{EOP(F”ZU:Z X :—Z y =—(e"—1)=1—e".
k=1 k=1

c¢) Zu Berechnen ist P(F}, = k). Aus b) wissen wir, dass P(A4;,N...NA;,) = %, j=1,...,n,
nur von j abhéngt, aber nicht von der speziellen Wahl der Indizes i1, . . ., z'j'. Um P(F, = k)
zu berechnen konnen wir also die spezielle Form der Jordan-Formel benutzen (Folgerung
7.9) und wir erhalten fiir jedes k € {0,1,...,n}

P(F, =k) = i(—w‘—k (i) (?)P(Al N...NA;) = zn:(—l)j_k (é) 1

|
j=k j=k J:
— (_1)3‘71@; - i ( 1)
(7 — k)| | )
= El(j— k) k! = (7 —Fk)!
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Musterlosung

Aufgabe 2
Loésungsvorschlag: (2414-2414+142=9 Punkte)
7 . . .
; j=11 j5j=2 [|[P(X =1)
3a+2 | 2— 3« 2
1=0 =
6 6 3
a)
1 1 1
i=1 - - -
6 6 3
a—+1 11—«
P(Y = 1
(Y =) 5 5

b) X ~ Bin(1,1/3). Alternativ: X ist Bernoulli-Verteilt mit Trefferwahrscheinlichkeit 1/3.

¢) Offenbar gilt P(X =0,V = 1) +P(X = 0,Y3) +P(X = 1,Y = 1) + P(X =1,V = 2) = 1.
Somit muss @ € R so gewihlt werden, dass gilt P(X = 0,Y = 1),P(X = 0,Y3) € [0,1].

Es gilt
3o+ 2 2
>0 <= >_Z
6 - “=73
3o+ 2 4
<1 <— < =
6 = =3
2—30z>0 <2
@ a J—
6 - -3
2 — 3« 4
<1 < > ——,
6 - “=73
Somit ist fir 5
eWi=|—-, =

durch die obige Vorschrift eine Wahrscheinlichkeitsverteilung {0, 1} x {1, 2} auf definiert.

d) Da mit die marginale Verteilung von Y ein Gleichverteilung auf {1, 2} ist, muss gelten

a+l 1—-«
5 5 e} €

e) Es gilt

1 1 5

E[X?Y? == +4--=_.

[ ] 6 * 6 6
f) Es gilt

1 a+l 4—4a 5—-3a
E[X? == E[Y? = =
XY=z EYY= S !
und somit
d—90+3
C(X2,Y?) = E[X?Y?] — E[X?| E[Y?)] = % L) = a=0ew
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Musterlosung

Aufgabe 3
Losungsvorschlag: (5 Punkte) Bedingung (i) ist dquivalent zu

P(ANB) P(ANB°)
P(B)  1-P(B)
< P(ANB)—-PANB)P(B)=P(AN B°)P(B)
< P(ANDB)=(P(ANB)+P(AN B°)P(B)
—P(4)
< P(ANB)=PAP(B).

Bedingung (ii) impliziert
P(ANC°) =P(A)P(CT),

d.h. A und C° sind unabhéngig und damit auch A und C nach Satz 11.3. Somit folgt in
Verbindung mit Bedingung (iii)

P(BNANC) =P(B)P(ANC)
— P(ANBNC)=PAPBPO).

Schlieflich folgt aus Bedingung (iv) und der eben gezeigten Unabhéngigkeit von A, B und C

P(ANBNC)=PAPBNC)
<— PAPB)PIC)=PAPBNC)

— PB)PC)=PBNAO).
Somit folgt die Behauptung.
Aufgabe 4
Losungsvorschlag: (24-2.54-2.5=7 Punkte)
a) Da E[X,] = u folgt mit der Unabhiingigkeit
_ I 0'2
E[(X, — n)?] =V(X,) = — =0 fiir n — oo.

b) Da fiir -

X - \/ﬁ(yn — ) X - E[X5]
V(X,)

gilt E[X,] =0 und V(X,,) = 1, folgt mit der Tschebyschow-Ungleichung

P(@‘Ze):ﬁ”(‘)@ >

¢) Mit dem zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy gilt

hmP(Yngmi)_ limP<Mgl)

n—00 \/ﬁ n—00 o
— lim P Zi:l X; —nE[X] <1

= (1) ~ 0.8413.
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Musterlosung

Aufgabe 5
Losungsvorschlag: (1+142.5+3.5 = 8 Punkte)

a) Nach Satz 4.7 ist durch Py(A) = >, ., Py(X = k) fiir A C {0,1,2,3} ein Wahrscheinlich-
keitsmaB auf P({0,1,2,3}) definiert, da

204+ 9 4+2(1—-9)+ (1 -9
ke{0,1,2,3}

= 1.

b) Das ¥-Quantil von X ist 1, da P(X =0) +P(X =1) = 9.
¢) Die Likelihood-Funktion fiir ¥ zur Beobachtung x ist

s (5 (3] (2572 (5.

Somit ist die Loglikelihood-funktion fiir ¥ zur Beobachtung x gegeben durch
£,(9) = log L,(9)
=2 (log2 —log3 +log ) + 3 (—log3 +log¥) + 3 (log2 — log 3 + log(1 — 9))
+ 2 (—log3 + log(1l —¥))
= 5log ) + 5log(1 — ) + 5log 2 — 101og 3

-~
=:C

d) Es gilt
, 5 5 |
LD =5-157°
= 1-9=70
1
= U=
2

Dies ist eine Maximumstelle, da

¢(1)2) = =5 (%r _5 (%f _ 1<

Somit ist der Maximum-Likelihood-Schiitzerwert 4 fiir ¥ zur Beobachtung =

~ 1
J==.
2
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Musterlosung

Aufgabe 6

Losungsvorschlag: (1+1.5+3.5+1 = 7 Punkte) Im Folgenden sei x = (z1,...,710) € R
eine Realisierung des Zufallsvektors X = (Xi,..., Xjo) und

10

S(X) =) 1{X; > 0}.

i=1
a) Hy: 9 <0.5gegen Hy: 9 >0.5.

b) Nach der gegeben Struktur des kritischen Bereiches K ist die Giitefunktion g : [0,1] —
[0, 1] gegeben durch

g(0) =Py(X € K) = Py(S(X) > ¢) = Y (

da S(X) ~ Bin(10, 7).

¢) Wir legen den kritischen Wert ¢ (und somit den kritischen Bereich K) mit Hilfe des vorge-
gebenen Testniveaus a = 0.01 fest. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Giitefunktion
g streng monoton wachsend ist. Folglich gilt fiir ¥ € ©¢ := [0, 0.5]

g(9) < 9(0.5) = (%)H)ij: (1]0) £ 0.01.

Damit die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art klein wird, sollte ¢ unter der obigen
Nebenbedingung moglichst klein sein. Also

e (3] 30 (V) <om),

j=c

1\’ X /10 N\ /10
(5) > ( ) =0.00098  und (§> > ( > = 0.0107 > 0.01,
=10 J =9 J

erhalten wir ¢ = 10, d.h.
K={zeR":S(z)=10}.

d) Fiir die gegebene Stichprobe gilt S(z) = 8. Somit steht die Stichprobe nicht im Wider-
spruch zur H bei einer zugelassen Wahrscheinlichkeit von 1% fiir den Fehler 1. Art, d.h.
die Behauptung der Reifenfirma ist nicht statistisch signifikant nachgewiesen.
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Musterlosung

Aufgabe 7
Losungsvorschlag: (1.54+241.54+1+1 = 7 Punkte)

a) Es muss gelten

[e'e] 1 1
1=/ fa(x)dx:a/ x(l—x)2d$:a/m—2x2+x3dx:i.
—0o0 0 0 12

Dies is genau dann erfiillt, wenn a = 12.

b) Es ist
t 07 t S 0
F(t) = / fro(w)de = ¢ 12 (582 — 263 + 4t*) =3t* =82 + 612, 0<t<1
o 1, t>1.
c) Es gilt

P(X >1/2)=1-F(1/2) = 1% = 0.3125.

d) Nein, da dann P(X > 1/2) = P(X < 1/2) = 0.5 gelten miisste, was nach c) nicht erfiillt

1st.
e) Esist
E|_—! /OO L fa@)d 12/1d 121 — ¢
= xT)adr = xrar = — = 0.
(1-X)? o (T— )2 0
Einfithrung in die Stochastik 10 ©fsmi.uni-karlsruhe.de B fsmi.kit W fsmikit

Henze WS 18/19 E-Mail: mathe-klausuren@fsmi.uni-karlsruhe.de



Musterlosung

Aufgabe 8
Losungsvorschlag: (8 Punkte)

Wahr | Falsch

Es seien 2 ein Grundraum und A, B C Q. Es gilt X
(1a+15) (14 —1p5) =14 — 15

Gegeben seien die 4 Buchstaben {A, E, N, R}. Ein Wort mit k X
Buchstaben ist ein k-Tupel (aq,...,ax) mit a; € {A, E, N, R} fiir
1 =1,...,k. Es lassen sich genau 24 verschiedene dreibuchstabige
Worter aus diesen 4 Buchstaben bilden.

Es gilt allgemein V(X) = miner E[| X — ¢|]. X

Der Zufallsvektor (Xi,...,Xs) (s > 3) besitze eine Multinominal- | X
verteilung. Dann ist die bedingte Verteilung von (Xj,..., X 1) ge-
geben X = k, eine Multinominalverteilung.

Jede konsistente Schéatzfolge (7),)nen fiir ¢ ist asymptotisch erwar- X
tungstreu fiir 9.

Das Mengensystem X
Ho={(z,y] 12,y eR",z <y} U{0}

ist eine o-Algebra.

Es seien (2, A) ein Messraum und X; : @ = R, j = 1,...,n, | X
(A, BY)-messbare Abbildungen. Dann ist

X =(X,...,X,):Q—=>R"

(A, B")-messbar.

Die Zufallsvariable X habe ein Exponentialverteilung mit Parame- X
ter A > 0. Dann existiert ein z € R mit F'(z) — F(z—) > 0, wobei F
die Verteilungsfunktion von X und F(z—) den linksseitigen Grenz-
wert von F' an der Stelle x bezeichnen.
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