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Aufgabe 1 (14+1+41.541.54+2=7 Punkte)

Bei dem Wiirfelspiel Kniffel werden fiinf faire, sechsseitige Wiirfel gleichzeitig geworfen.

(a) Beschreiben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum zur Modellierung des Spiels.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt man in einem Wurf

(b) 5 gleiche Augenzahlen (einen sogenannten , Kniffel“)?

(c) einen Vierling (genau 4 gleiche Augenzahlen)?

(d) ein Full House (Drilling und Zwilling, also z.B. 55522)7
Hinweis: 5 gleiche Augenzahlen zdhlen hier nicht als Full House. Der Drilling und der
Zwilling miissen mit unterschiedlichen Augenzahlen erreicht werden.

(e) einen Drilling ohne einen weiteren Zwilling (z.B. 33361)7

Aufgabe 2 (1.5434+143.54+1+1+1=12 Punkte)

Sei a € R. Die Funktion f, : R? — R sei gegeben durch

J
falj, k) —1 0 L | PY =k)
1 1
1 - —
17 0
11
k 0 0 i
1
1 - il
+ o B 0

und f,(j,k) =0, falls j,k ¢ {—1,0,1}.

(a) Fiir welche o € R ist f,, die Zéhldichte eines diskreten Zufallsvektors (X,Y), das heifit
fa(G, k) =P(X =5,V = k)?

(b) Bestimmen Sie fiir diese o die Randverteilungen von X und Y. Tragen Sie die Werte
anschlieffend in die obige Tabelle ein.

(c) Berechnen Sie P(X =0|Y = —1).

(d)

e) Berechnen Sie E[(X +Y)?| + E[(X — Y)?].
)

f

Zeigen Sie: E(X) = -2, E(Y) =2a, V(X) =22, V(V) =2 — 402, E(XY) = —2a,

(
(f) Fiir welche o sind X und Y unkorreliert?

(g) Fiir welche « sind X und Y unabhéngig?
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Aufgabe 3 (34+2+42=7 Punkte)

Eine Ny-wertige Zufallsvariable X habe die erzeugende Funktion

9x(t) 3+t352+ 7)), tel-1,1].

(a) Bestimmen Sie die Zéhldichte fx von X.
(b) Berechnen Sie E(X) und V(X).

(c) Sei Xi, Xy, ... eine Folge von unabhéngig und identisch verteilten Ny-wertigen Zufalls-
variablen mit E(X;) < oo. Sei ferner N eine von Xi, Xy, ... unabhéngige Ny-wertige
Zufallsvariable mit E(N) < co. Sei schlieBlich Sy := Y1, X;.

Zeigen Sie

E(Sx) = E(N) - E(X,).

Aufgabe 4 (24+2+(142)=7 Punkte)

(a) Es seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ Exp(\), Y ~ Exp(u) fiir
A, 1> 0. Bestimmen Sie die Verteilung von min{X,Y}.

(b) Es seien X; und X, unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Zeigen Sie

1
X7+ X; ~ Exp (§> .

Hinweis: Sie konnen zum Nachweis der Behauptung ein Resultat aus der Vorlesung ver-
wenden. Eine direkte Rechnung ist hier nicht empfehlenswert.

(c) Sei A > 0. Es sei Z eine Zufallsvariable mit Lebesgue-Dichte
. —(A+1) > 1
ﬂ@z{AZ e

0, sonst.

(i) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Z.
(ii) Zeigen Sie In(Z) ~ Exp(A).

Aufgabe 5 (24+2+4143=8 Punkte)

Sei o > 0. Sei ferner
f(x)=c-e 7l 2 eR,

fiir einen Parameter ¢ € R.
(a) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass f die Lebesgue-Dichte einer Zufallsvariablen Z, ist.

Hinweis: Falls Sie Teil (a) nicht 16sen konnten, kénnen Sie die folgenden Aufgabenteile mit
einem nicht weiter bestimmten festen ¢ > 0 bearbeiten.
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(c) Sei A > 0. Es sei Z eine Zufallsvariable mit Lebesgue-Dichte

.~ (A1) >
f(z):{)\z , z>1,

0, sonst.

(i) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Z.
(ii) Zeigen Sie In(Z) ~ Exp(\).

Aufgabe 6 (2+1.54+(2+3.5)=9 Punkte)
Sei X1, Xs, ... eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit
E(X?) < oo und E (| X; — E[X;]|) > 0.

(a) Zeigen Sie: E(|X;]) < oo und 0 < V(X7) < oc.

(b) Setze pu :=E(X), 0 :=/V(X;). Zeigen Sie:

2 1
PlXi—pu<—o)>-.
(1 : \/§>_4

(¢) Nun seien E[X;] = 3 und E[X}] = 2 erfiillt. Weiter sei S, := X1 +---+ X,,, n € N.

(i) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von S,,.

(ii) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a € R den Grenzwert

1
lim P (S, < — .
n1_>ngo ( _an+\/ﬁ+\/ﬁ>

Das Ergebnis konnen Sie (falls erforderlich) mit Hilfe von Werten der Verteilungs-
funktion ® der Standardnormalverteilung angeben.
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Musterlosung

Aufgabe 1 (14+141.541.5+2=7 Punkte)
Losungsvorschlag:

Es folgen zwei unterschiedliche Ansétze zur Bestimmung der gesuchten Wahrscheinlichkeiten.

1. Losungsmoglichkeit:

(a) Als Grundraum wihlen wir Q = {1,...,6}°. Sei X; die Anzahl der Wiirfel, die
Augenzahl j zeigen. Da das Spiel gleichwertig dazu ist, einen Wiirfel fiinf mal in
unabhéngiger Folge zu werfen, gilt

(X1, ..., Xg) ~ Mult (5%%) [1P]

(b) Es gibt 6 Moglichkeiten, die Zahl zu wéhlen, mit der der Kniffel geworfen wird. Daher
gilt

501\ 1
P(, Kniffel) = 6 - P(X; =5, X = 0,..., Xg = 0) =6 - (6) 2@.

(c) Es gibt 6 Moglichkeiten, die Zahl fiir den Vierling zu wihlen und 5 Moglichkeiten,
die Zahl des Wiirfels mit anderer Augenzahl zu wéhlen. Daher gilt

P(,,Vierling“) =6-5- P(Xl = 4, XQ = 1,X5 = 0, e ,X()‘ = 0)
50 (1\° 25
—0-5 - (5) - S LE
(d) Es gibt 6 Moglichkeiten, die Zahl des Drillings zu wahlen und 5 Mdoglichkeiten, die

Zahl des Zwillings zu wéhlen. Also gilt
P(,,Full House*) =6-5-P(X; =3,X,=2,X3=0,...,X=0)

_e.5. 20 15_@
B 320 \6) 6=

(e) Es gibt 6 Moglichkeiten, die Zahl fiir den Drilling zu wéhlen und zudem (2) Moglich-
keiten, die anderen beiden Zahlen zu wahlen. Daher gilt

P(,, Drilling ohne Zwilling*)

)
=6- (2) ]P)(X1:37X2:17X3:17X4:077X6:0)

ST 1\> 200
=6 ——— . [ =] ==—]2P]
3120 31! <6> 64
2. Losungsmoglichkeit:

(a) Wir fassen das Spiel als Laplace-Experiment auf, in dem ein Wiirfel 5 mal hinterein-
ander unabhingig geworfen wird. Als Grundraum wihlen wir daher 2 = {1,...,6}°
mit Q] = 6°.

(b) Es gibt 6 Moglichkeiten, die Zahl zu wahlen, mit der der Kniffel geworfen wird.
Bezeichnen wir das Ereignis , Kniffel“mit K C €, so gilt |K| = 6 und daher

_ K1
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Musterlosung

(c) Es gibt 6 Moglichkeiten, die Zahl fiir den Vierling zu wahlen und zudem 5 Méglich-
keiten, die Zahl des Wiirfels mit anderer Augenzahl zu wahlen. Zusétzlich gibt es
5 Moglichkeiten, festzulegen, in welchem der 5 Wiirfe die Zahl geworfen wird, die

nicht zum Vierling gehort. Bezeichnen wir das Ereignis ,,Vierling“mit V' C €, so gilt
V| =6-5-5=150 und damit

25
P(V) = = [1.5P]

(d) Es gibt 6 Moglichkeiten, die Zahl fiir den Drilling und 5 Moglichkeiten, die Zahl
fiir den Zwilling zu wéhlen. Zudem gibt es (g) Moglichkeiten, festzulegen, in wel-
chen Wiirfen die Augenzahlen fiir den Drilling gewiirfelt werden. Bezeichnen wir das
Ereignis ,,Full House“mit F' C 2, so gilt |[F| =6-5- (g) = 300 und damit

50
P(F) = o7 [15P]

(e) Es gibt 6 Moglichkeiten, die Zahl fiir den Drilling zu wihlen und zudem (g) Moglich-
keiten, die beiden (verschiedenen!) Augenzahlen zu wéhlen, die nicht zum Drilling
gehoren. Weiter gibt es (g) Moglichkeiten, festzulegen, in welchen Wiirfen die Augen-
zahlen fiir den Drilling geworfen werden, und 2 Moglichkeiten, um die zusétzlichen

beiden Zahlen anzuordnen. Bezeichnen wir das Ereignis ,, Drilling ohne Zwilling® mit
D CQ,sogilt [D]=6-(3) ()2 = 1200 und damit

200
P(D) = @-

Aufgabe 2 (1.543+1+4+3.5+1+1+1=12 Punkte)
Losungsvorschlag:

(a) Da . cp fali, k) = 1 fiir a € R gilt, ist nur noch f, > 0 zu sichern. Letzteres

gilt genau dann, wenn

1 1
—<a<-.|1P
i=os P
(b) |
J
fal4, k) -1 0 1Py =k
1 1 1
—1 Z — ﬁ 0 § —
1 1
k 0 0 1 - =
1 1 1
1 Z + o E 0 g +«
1 ) 1
P(X =) 3 2 1
(c)
P(X =0,Y = —1) 1
( | ) P(Y = -1) 4 — 12« -
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Musterlosung

(d) Es gilt
1 1 5
E(X) = i P(X=j)=(-1)-=+1-— =——, [0.5P
(X) = 3 P PX=j)=(1 5+l =1 [0.5P]
je{-1,0,1}
1 1

BY) = Y JP0=i)=(-1-(3-a)+1-(3+a) 20 05F
je{-1,0,1}

E(X?) = > j P(X:j)=1+i:1 0.5P
. 2 12 12
je{-1,0,1}

E(Y?) = Y P(Y:]):(l—a>+(1+a):g 0.5P
. 3 3 3’
je{-1,0,1}

725 59
—= 2 — 2:———:— .
V(X) = E(X?) -~ (E(X))? = o~ o0 = 7 [0.5P
2
v(Yy) = E(Yz)—(E(Y))2=§—4a2,
E(X-Y) = > j-k-fa(jk) = —20.[0.5P]
7,k€ER

(e) Es gilt aufgrund der Linearitit des Erwartungswerts

EX+Y) +EX -Y)? =E(X?+2XY +Y? + X? - 2XY +Y?) = 2(E(X?) + E(Y?))
2
—2(5+3)-%

(f) Die Kovarianz ist gegeben durch

C(X,Y)=E(X-Y) - E(X)E(Y) = —2a + %O‘ = —%a.

Also gilt C(X,Y) = 0 genau dann, wenn o = 0 ist. Dann sind X und Y unkorreliert.

(g) Die Zufallsvariablen X und Y sind fiir kein oz unabhéngig, da z.B.

1 1 5
PIX=0Y=0=-#--—=PX = P(Y =
(X=0Y =0) =1 £5 = =B(X=0)-PY =0)
oder 111
gilt.
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Musterlosung

Aufgabe 3 (34+2+42=7 Punkte)
Losungsvorschlag:

(a) Ausmultiplizieren ergibt

gx(t) :i+0-t+0-t2+ét3+%t4, te[-1,1].
Also ist
P(Xzo):%, P(X = 1) =P(X =2) =0, P(X =3)=1, ]P’(X:4):%
und P(X = k) = 0 fiir k > 5.
(b) Es gilt nach Vorlesung
E(X) = gh(1-) = 58 + 28l = 5 + 2 =
Ferner ist
gv(1=) =t + Tty =1+ 7=8.
Es folgt

VIX) = (1) + dil1) — (oo =3+ 5 - (T) = 55

Alternativ kann man E(X) und E(X?) direkt iiber die Zihldichte bestimmen. Man erhélt
dabei E(X?) = 2.

(c) Nach Vorlesung gilt unter den gegebenen Voraussetzungen

gSN(t) = gN(.gXl(t))? te [_17 1]

Nun folgt wiederum nach Vorlesung, mit der Kettenregel und wegen gx, (1—) =1
E(Sn) = g, (1-) = gy (9x, (1)) - ¢, (1=) = E(N) - E(X,).[ 2P

Aufgabe 4 (24+2+(142)=7 Punkte)
Losungsvorschlag:

(a) Die Verteilungsfunktion einer Exp(\)-verteilten Zufallsvariablen ist durch
Flt)=1—e, t>0,

gegeben. Fiir t < 0 gilt F(t) = 0. Damit konnen wir die Verteilungsfunktion des Minimums
von X und Y bestimmen.

Firt < 0gilt P(X <t)=0=P(Y <t) und daher
0<Pmin{X, Y} <t)=P(X <toderY <t) <P(X<t)+PY <t)=04+0=0.
Sei also ¢t > 0. Dann gilt

P(min{X,Y} <t)=1—P(min{X,Y} > t)
=1-P(X >t Y >t

b P(X > HP(Y > ¢)
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Musterlosung

=1—e MM
=1 — e Ot

Dies ist die Verteilungsfunktion einer Exp(A + p)-verteilten Zufallsvariable. Da die Ver-
teilungsfunktion die Verteilung eindeutig festlegt, folgt min{ X, Y} ~ Exp(\ + p).

(b) In der Vorlesung wurde die Chi-Quadrat-Verteilung mit 2 Freiheitsgraden als Summe der
Quadrate zweier unabhéngiger, standardnormalverteilter Zufallsvariablen eingefiihrt. Die
Lebesgue-Dichte einer y3-verteilten Zufallsvariablen ist wegen I'(1) = 1 durch

. 1 .
fo(t) = e 2’ = ¢ fiir t > 0 und fo(t) = 0 fiir t <0

gegeben. Dies ist gerade die Lebesgue-Dichte einer Exp(\)-Verteilung. Daraus folgt die
Behauptung.

(c) Seien A und Z wie in der Aufgabenstellung gegeben.
(i) Die Verteilungsfunktion Fz von Z ist erklart durch

:/z f()dt, zeR.

Fiir t < 1ist f(t) =0 und daher Fz(z) =0. mFurz>1folgt
/f Hdt = / “ONgg = [4)° =1 2 [0.5P]

(i) Fiir t € R gilt

0, fir t <0,

P(n(Z) <t) =P(Z <e') = Fy(e') = {1 —(e)r=1—eM fiirt>0.

Hierbei wurde (c¢) verwendet sowie e! < 1 fiir ¢ < 0 und e* > 1 fiir ¢ > 0. Daraus folgt
die Behauptung.

Aufgabe 5 (2+2+4143=8 Punkte)
Losungsvorschlag:

(a) Da eine Wahrscheinlichkeitsdichte nichtnegativ sein muss, muss ¢ > 0 gelten.
Zudem muss die Lebesgue-Dichte integrierbar und im folgenden Sinne normiert sein

/ flx 0.5P

Wir berechnen also das obige Integral und erhalten

00 00 0 00
/ flx)dz =c- / e ltldr = ¢ </ e’ dx + / e_”xdx>
—00 —00 —00 0

& 1 <92
=c-2- / e “dx = 2¢ [——e‘”’] _ L 1.
0 o 0 o

Somit muss ¢ = § gelten. (Beachte, dass ¢ dann insbesondere nichtnegativ ist.)
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(b)

Wir berechnen die Verteilungsfunktion F' von Z, geméfl Vorlesung mittels
Fa)= [ sy
Zunéchst sei x < 0. Dann gilt

edy = - [e”V]”

=
=
I
CTRSS
\H
N —
8

|

| —
D

q

8]

1
:1—58_

ox

Insgesamt ist also

leoz, x <0,
ro - {17

se 7 x>0.

Offensichtlich existiert der Erwartungswert. Zudem ist ersichtlich, dass die Lebesgue-
Dichte symmetrisch um 0 ist. Daher gilt E[Z,] = 0.

Es folgen zwei verschiedene Losungswege zur Bestimmung der Dichte von Z = X — Y.
1. Losungsmoglichkeit: Sei Z = X — Y fiir unabhéngige Zufallsvariablen X und Y, die
beide eine Exponentialverteilung mit dem Parameter A > 0 haben. Laut Vorlesung hat X
die Lebesgue-Dichte

fx(@) = Ae™ 100y ().
Zudem gilt fiir y € R

e,y <O,

PY <y) =B 2 —y) = {1 sonst

Somit ist die Lebesgue-Dichte von —Y gegeben durch
oy (y) =AML (y).

Nun koénnen wir die Lebesgue-Dichte von Z mit Hilfe der Faltungsformel fiir unabhéngige
Zufallsvariablen bestimmen (mit dem Blockungslemma sind auch X und —Y unabhéngig

). Es gilt fir t € R
fz(t) = /oo Sx(s) - foy(t—s)ds
_ —— N —

o0
=0, falls s<0 =0, falls t—s>0
& s<t

max{0,t}

= /\e’\t/ e~ 2ds
max{0,t}

— )\e)\t l_le—stlm

2 max{0,t}

_ ie)\t—2>\ max{0,t}
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= e

2. Losungsmoglichkeit: Sei Z = X — Y fiir unabhéngige Zufallsvariablen X und Y, die
beide eine Exponentialverteilung mit dem Parameter A > 0 haben. Laut Vorlesung hat X
dann die Lebesgue-Dichte

fx(z) = )\e_’\xl[om) (x),

analog fiir Y. Wir berechnen die Verteilungsfunktion von Z mittels Integration bzgl. der
gemeinsamen Verteilung von X und Y und bestimmen anschlieend die Lebesgue-Dichte

durch Differenzieren. Sei dazu z € R und f: R? = R, (2,y) — = — y.
P(Z < ) = P(Z € (=00, 2]) = P((X,Y) € (=50, 2])
— [ P
~H((—00,2])
© / / Lo oe.ey () f(2) i (y)dady

= //l{x —y < 2Me™1{z > 0} M1{y > 0}dady

max(0,z2+y)
= /\/ / e Mdz e Mdy

_ _ max(0,z+y)
- /0 W [ M]o ! d

/\/ eV (1—e M) 1{z 4+ y > 0}dy
0

()\e—)\y o )\e—QAy—)\z) dy

max(0,—z)

— |:_e—)\y_|_ %e—Q)\y—)\z:|

{1 — %e_’\z, z >0,

1. .-z
Je 7, z <0,

o0

max(0,—z)

Dabei wurden in (%) die Unabhéngigkeit von X und Y und der Satz von Fubini verwendet.
Die Lebesgue-Dichte von Z erhalten wir durch Differenzieren der Verteilungsfunktion und

daher
A=A
. §e Za z Z Oa . A —\z|
fz(2) = . =ge
e, 2 <0,
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Aufgabe 6 (2+1.5+(2+3.5)=9 Punkte)

Loésungsvorschlag:

(a) Wegen | X;| <1+ X7 folgt aus der Monotonie und Linearitéit des Erwartungswerts

E(|X,)) < 1+E(X}) < cc.

Wegen
V(X)) = E(X7) — (E(X)))* < o0

folgt die Endlichkeit der Varianz. Wiire
0=V(X;)=E[(X; —E(X1))?],

so miisste P-fast sicher gelten X; —E(X;) = 0, was der Voraussetzung E (| X; — E[X;]|) > 0

widerspricht.

(b) 1. Losungsmoglichkeit: Mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung erhalten wir

P(Xl—u<%a>zp<|Xl—u|<%a>

2. Losungsmoglichkeit: Mit Hilfe von Aufgabe 1 von Ubungsblatt 5 erhilt man eine bessere
Schranke wie folgt:

2 2 o2
PlX, —pu<— =1-P|X; > — >1-— =
(1 : \/§U> (1‘”+\/§0)‘ 02+ 302

3
(¢) (i) Zunéchst ist die Varianz von X; gegeben durch

V(X,) = E[X?] — E[X.? = -

12

Wl

Damit gilt aufgrund der Voraussetzungen (Unabhéngigkeit und Verteilungsgleichheit

[0.5P])

E(S,) = gn V(S,) = %n

(ii) Mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes von Lindeberg-Lévy und der Standar-
disierung S} von S5, folgt dann

1
lim P[5, < —
Jim ( _an—i-\/ﬁ%—\/ﬁ)

12 3 12 1
=lim P|S)<y/— — = — 14— 1P
Tim <Sn_ V13 (a 2)\/5—#\/13( -I—n)) 1P|
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®(—00) =0, fallsa < 3,

= (ID( 1—2), falls @ = 2, [1.5P

Nw Nw

d(oc0) =1, fallsa >

Im letzten Schritt wurde folgende Uberlegung verwendet. Sei t,, — ¢ € R fiir n — oo.
Dann gilt mit der Dreiecksungleichung

[P(Sy < tn) — (1) = [P(S], < tn) — D(tn) + P(tn) — (1]
< sup [P(S; < s) — @(s)] + |O(tn) — P(2)]-

seR

Fiir n — oo konvergiert der erste Summand gegen Null wegen des ZGWS, der zweite
Summand konvergiert fiir n — oo gegen Null wegen ¢, — ¢ und der Stetigkeit von ®
(auch in R).
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