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Aufgabe 1 (141424242 = 8 Punkte)

Neun Spielkarten - vier Asse, drei Kénige und zwei Damen (jeweils ununterscheidbar) - liegen in
einer rein zufilligen Anordnung verdeckt auf dem Tisch und werden nacheinander aufgedeckt.

a) Wie viele mogliche Anordnungen gibt es?
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
b) Die letzte Karte ist ein Ass.

¢) Die beiden Damen liegen nebeneinander.

)
d) Die ersten drei aufgedeckten Karten sind gleich.
e)

Alle identischen Karten liegen nebeneinander, d.h. sowohl die vier Asse als auch die drei Konige
als auch die beiden Damen liegen nebeneinander.

Aufgabe 2 (2424243 = 9 Punkte)

Ein zufalliges Rechteck wird wie folgt konstruiert: Die Breite B des Rechtecks ist eine auf der Menge
{1,...,6} gleichverteilte Zufallsvariable. Bei gegebener Breite B = k ist die Hohe H des Rechtecks
gleichverteilt auf der Menge {1,...,k}.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das Rechteck ein Quadrat?
b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Rechteck die Hohe 4 besitzt?
c¢) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(B =k | H =4) fur k € {1,...,6}.

d) Bestimmen Sie den erwarteten Flicheninhalt des Rechtecks.

Aufgabe 3 (242424342 = 11 Punkte)

Fine Ng-wertige Zufallsvariable Z habe die erzeugende Funktion

020 = (417 41), te[-L1

(a) Bestimmen Sie die Zahldichte fz von Z.
(b) Berechnen Sie E[Z] und V(Z).

Es sei n € N fest. Weiter seien X1, ..., X, unabhiingige, identisch verteilte, No-wertige Zufallsvariablen
mit E[X;] < oo und erzeugender Funktion h. Sei ferner N gleichverteilt auf der Menge {1,...,n} und
unabhéngig von X1, ..., X,. SchlieBlich sei

(¢c) Fire=1,...,nsei Sp:= Zle X,;. Zeigen Sie, dass fiir die Zahldichte fg von S gilt:
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(d) Zeigen Sie, dass fiir die erzeugende Funktion gg von S gilt:

gs(t) =

S, il <1

n
(=1

S

(e) Seien Xi,..., X, wie oben mit X; ~ Bin(1,p), p € (0,1). Bestimmen Sie E[S].
Aufgabe 4 (241424243 = 10 Punkte)

Fiir jedes n € N seien die Zufallsvariablen X, 1,..., X, ,, unabhéingig und mit dem Parameter ”T_l
identisch Bernoulli-verteilt. Weiter sei Sy, := X, 1+ ...+ Xy, n € N,

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P(S3 < 1).
(b) Bestimmen Sie den Grenzwert lim,,_,o, V(.Sy,).

)

)
(c) Bestimmen Sie die Kovarianz C(Sy,, Xy, ).
(d) Bestimmen Sie den Grenzwert lim,,_,. P(S, > n —1).
)

(e) Es sei T,, := n — S,,. Welche Verteilung besitzt T,,7 Bestimmen Sie fiir & € Ny den Grenzwert

Aufgabe 5 (14243424142 = 11 Punkte)

Der zweidimensionale Zufallsvektor (X,Y") sei gleichverteilt auf der Menge M, die in folgendem Bild
skizziert ist: Y

-1

(a) Begriinden Sie, dass (X,Y") die Dichte f(z,y) = %]IM(x,y), z,y € R, besitzt.
(b) Bestimmen Sie die Dichte der Randverteilung von X.

(c) Zeigen Sie, dass die Verteilungsfunktion F'x von X gegeben ist durch

0, z < —1,
1.2 | 2 1
I L e T
—i2?2+ 22+ 4, z€(0,1)
6 3 27 1)
1, x> 1.

(d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P(Y > 2X).

Hinweis: Nutzen Sie die Symmetrie von M.
(e) Entscheiden Sie, ob die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig sind.

(f) Es seien X’ und Y’ unabhingige Zufallsvariablen mit X’ ~ X und Y’ ~ Y. Geben Sie die
gemeinsame Dichte h : R? — [0,00) von X’ und Y’ an.

Einfithrung in die Stochastik 2 ©fsmi.uni-karlsruhe.de fsmikit W fsmikit
Winter WS 23/24 E-Mail: mathe-klausuren@fsmi.uni-karlsruhe.de



Aufgabe 6 (34543 = 11 Punkte)

Es seien X1,...,X,, unabhingige Zufallsvariablen mit identischer Verteilung
1 In(d+1)k
Py(X1 =k) = , k € N,
o K=k =50 0
wobei ¥ € © := [0, 00) ein unbekannter Parameter sei.

(a) Zeigen Sie: Eg[X1] =1In(¢ + 1) und Ey [e®¥1] = (¢ +1)*" ! fiir a € R.

(b) Der Parameter 9 sei unbekannt. Zeigen Sie, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer O, € O fiir
¥ zu jeder Stichprobe z = (x1,...,2,) € Nj gegeben ist durch

~ 1 <&
U () = =N ay | -
n(x) €xXp nj:1xj

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die zweite Ableitung der Log-Likelihood-
Funktion fiir alle ¥ € (0, 00) negativ ist.
(c) Ist der Maximum-Likelihood-Schétzer erwartungstreu?

Hinweis: Vielleicht finden Sie die Formeln aus Teil (a) hilfreich. Sie diirfen verwenden, dass fiir
jedes n € N die Ungleichung e > (1 + )" gilt.
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Musterlosung

Aufgabe 1 (141424242 = 8 Punkte)

Losungsvorschlag:

a) Es gibt ( ) Moglichkeiten, die vier Asse auf die neun Stellen zu verteilen, und nach Verteilung der
Asse noch (3) Moglichkeiten, die drei Konige zu verteilen. Da dadurch nur noch eine Moglichkeit
fiir die beiden Damen bleibt, existieren also (Z) (g) = 1260 mogliche Anordnungen.

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass die letzte Karte ein Ass ist, ist aus Symmetriegriinden genau so
hoch wie die Wahrscheinlichkeit, dass die erste aufgedeckte Karte ein Ass ist. Dies geschieht mit
Wahrscheinlichkeit %.

c¢) Decken wir nur zwei beliebige Karten auf, so ist die Wahrscheinlichkeit zwei Damen zu erhalten
é. Da es 8 Moglichkeiten gibt, zwei benachbarte Karten zu wéhlen, ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit 8 - % . % =

=2
d) Die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten drei Karten genau die drei Konige sind, betriigt ﬁ = 8*14'
3
Dahingegen ist die Wahrscheinlichkeit fiir drei Asse als erste drei Karten % : % . % = % Insgesamt
ergibt sich fiir die gewiinschte Wahrscheinlichkeit der Wert
1 n 1 5
84 21 84

e) Es gibt lediglich 6 Anordnungen mit der gewiinschten Eigenschaft, da eine solche Anordnung
dadurch charakterisiert ist, in welcher Reihenfolge die drei Bildwerte auftauchen (wofiir es 3! = 6
Mboglichkeiten gibt). Nach Teil a) ist die gewiinschte Wahrscheinlichkeit also gegeben durch

6 1
1260  210°

Aufgabe 2 (2424243 = 9 Punkte)
Lésungsvorschlag:

a) Das Rechteck ist genau dann ein Quadrat, wenn H = B gilt. Deswegen folgt

6
P(H=DB) =Y P(H=kDB=k)
k=1
6 6
1 1
— — kB = .z
> P(B B=k=> ¢ 2
k=1 k=1
_ 1 1+ + —I— + ! + !
6 5 6
1147 49
6 60 120
b) Mit der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
6
P(H=4) = Y P(B=k)P(H=4|B=k)
k=1
6
1 1
=y —-—-1{k>4}
6 k
k=1
1 /1 . 1 n 1
S 6\4 5 6
B 1 15+12+10 37
6 60 T 360"
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Musterlosung

¢) Mit der Formel von Bayes und Teil b) folgt

P(B=Fk|H=14) =

P(H =4)
11 360
=—.—-1{k>4} —
6 k k=4 37
60
— 37k k Z 47
0, k<3
Aufgabe 3 (242424342 = 11 Punkte)
Loésungsvorschlag:
(a) Ausmultiplizieren ergibt
2 1 1 5, 1 ;4
=24 t4--24 - te[-1,1
Also ist 5 . )
PX=0)=-, PX=1)=PX=2)=-, P(X=3)=_,

und P(X = k) = 0 fiir k > 4.
(b) Es gilt nach Vorlesung

3 4
E[X] = g (1-) = 5(t+ 1)1 = 5.

Ferner ist 9 4
EX(X —1)] =gx(1-) = g(t"‘ D=1 = 3
Es folgt
, 4 4 42 1 o 8
V(X) =E[X(X - )] +E[X] -E[XP = o+ o — 5 =(4:3+4:3-4%) = §‘
Alternativ kann E[X] und E[X?] direkt iiber die Z#hldichte bestimmt werden. Man erhilt dabei
E(X?) =&

(¢) Nach Definition von fg gilt fiir & € Ny

fs(k) =P(S =k) = ip(s =k, N=10)= iIP’(S: E|N = 0)P(N = 0)
/=1 =1

=S "P(Si = kPN =0) =~ Y P(S; = k),

=1 =1
wie behauptet. Hierbei wurde fiir £ € {1,...,n} die Beziehung
P(S =k|N =4) =P(S; = k|N =4) =P(S; = k)

genutzt, wobei in die zweite Gleichheit die Unabhéngigkeit von Si und N (nach Blockungslemma)
eingegangen ist.

(d) Nach Definition der erzeugenden Funktion und unter Verwendung von Teil (c) gilt

oo 0 n
1
gs(t) =E[t5] = "tk fo(k) =D t*- - > P(Si=k)
k=0 k=0 =1
1 n o0 1 n
=3O RS = E) = - s (),
/=1 k=0 /=1
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Musterlosung

wobei gg, die erzeugende Funktion von Sy bezeichnet. Da die Zufallsvariablen Xi,..., X, un-
abhéngig und identisch verteilt sind, gilt nun gs, = gx, - ... - gx, = h* und damit ist die
Behauptung gezeigt.

(e) Zunéchst besitzen die Zufallsvariablen X7, ..., Xy die erzeugende Funktion h(t) = pt + (1 — p),
|t| < 1. Nach Teil (d) und einem Satz aus Vorlesung gilt weiter mit der Kettenregel

E[S] = g5(1- —}gqnzf )R ().

Wegen h/(t) = p und h(t) — 1 fir t — 1 folgt somit

pze .n+1

Alternativ kann E[S] tiber die Z#hldichte von S aus Teil (c) bestimmt werden. Dafiir ist es
hilfreich einzusehen, dass

Zk fs(k Zk —ZIP %ZZI{P(S@:k):%ZE[Sg]
{=1 k=0 =1

gilt. Oder man nutzt direkt die (in der Ubung bewiesene) Waldsche Gleichung.

Aufgabe 4 (241424243 = 10 Punkte)
Loésungsvorschlag:

(a) Esgilt firn € N

P(S, <1)=P(S, =0)+P(S, =1) = <1>n+n”_1 (;)n_l = <1>n(n2—n—|—1).

Fiir n = 3 ergibt sich damit P(S3 < 1) =373(32 =3 +1) = .

(b) Es gilt offenbar S, ~ Bin(n, 1) und somit

fiir jedes n € N, also lim,,_,o, V(S,) = 1.
(c) Mit der Bilinearitét der Kovarianz und der Unabhéngigkeit der Variablen X, 1,..., X, ergibt

sich

C(Sn;Xn,n) =C i:Xn,jaXn,n Z(C ,ja = (C(Xn,nyxn,n)

n—1
2

(d) Analog zu Teil (a) gilt

-(57) ()= 00) (i)

und damit P(S,, > n — 1) — 2e~! fiir n — oo.
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Musterlosung

Aufgabe 5 (14243424142 = 11 Punkte)
Lésungsvorschlag:
(a) Die Menge M hat den Flicheninhalt 3.

(b) Fiir die Dichte der Randverteilung fx von X gilt fx(z) =0 falls x ¢ [—1, 1] sowie

1fllmd 1(2-2), fallsze€0,1],

- | 1 =
fX(x)_/RSllM(x,y)dy { LY dy=1@2+a), fallsze[-1,0),

also insgesamt fx (z) = 1j_y y)(z) - %(2 —|z|), x € R.
(¢) Fiir die Verteilungsfunktion Fx gilt Fx(x) = [*__ fx(t)dt und damit zuniichst Fx(z) = 0 fiir
z < —1. Weiter ergibt sich fiir z € (-1 0]
xr
Fy(x) :/ T2+t)dt =3 [2t+ 3" = H((2r + $2?) — (—2+ 1) =227 + 2o+ L.
—1

Insbesondere gilt Fx(0) = 5. Wegen der Symmetrie fx(t) = fx(—t) fiir alle t € R, gilt Fy(z) =
1— Fx(—=) fiir alle z € R und damit folgen die restlichen Félle, also Fx(z) =1 fiir z > 1 sowie

Fx(z)=1- (%(—:13)2 +2(-2)+3) = —%xz +2z+ 5  firz e (0,1].
(d) Es gilt
P(X >2Y) =P(Y < 3X) =P({(z,y) € M : y < g2}) = gho({(z,y) € M : y < 32}) = 3,
da die Gerade y = %x die Menge M in zwei kongruente (also inbesondere flichengleiche) Teil-
mengen teilt.

(e) Es gilt aus Symmetriegriinden offenbar P(X > 0) = P(Y > 0) = 1, aber
1 1
P(X 20,Y 20) = ¢ # ; =B(X 2 0)-B(Y >0).

Deshalb kénnen X und Y nicht stochastisch unabhéngig sein.

(f) Aus Symmetriegriinden besitzen X und Y dieselbe Verteilung und damit auch X’ und Y’. Die
Dichte von X wurde in Teil (b) bereits bestimmt. Also gilt

fxr(t) = fyr () =Ly ()52 = [t]), firteR

Wegen der Unabhiingigkeit von X’ und Y’ folgt fiir die gemeinsame Dichte

h(z,y) = fx(x) - frr(y) = L (@)52 = 2]) - 1 (v)5(2 - [y)
=11 p(2,9)5(2 - \wl)(2 — lyl)-

Aufgabe 6 (3+5+3 = 11 Punkte)
Loésungsvorschlag:

(a) Es gilt

=, 1 In@+1)* °°1n19+1
X1—Z;)k19+1 o _19 19+1Z; = In(d +1).

=exp(In(9+1))=9+1

Alternativ kann auch argumentiert werden, dass es sich bei der gegebenen Verteilung um eine
Poissonverteilung mit Parameter In(1+1) handelt und der Erwartungswert der Poissonverteilung
dem Parameter entspricht. Auflerdem gilt
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Musterlosung

. o 1 In(@ 1)k
B[] =D e i —n

1 & (e“In(W 4+ 1))
P

k!
k=0

1 a
=971 exp(e®In(¥ + 1))

= (W +1)""L
(b) Sei z = (x1,...,x,) € Njj eine Stichprobe. Die Likelihood-Funktion ist dann

Lx(ﬁ) = ]P)ﬁ(Xl = T1y.-. ,Xn = :Ifn) Ungbh. HPﬁ(_XZ = xz)
=1

B ﬁ 1 In(@+1)% 1 [T, In(9 + 1)®
o+l (0 +1)n e z!

Die Log-Likelihood-Funktion ist folglich
In(Ly(9)) = —nln(@ + 1)+ Y a;In(n(@ +1)) = > In(x;!).
=1

i=1
Differenzieren nach 9 und Bestimmen der Nullstelle ergibt

1 n
< ¥ =exp <nle> —1.

i=1
Nach dem Hinweis handelt es sich hierbei um ein Maximum, sofern z := % Som i # 0 gilt. (Im
Fall £ = 0 ergibt sich ¢ = 0. Da sich die Log-Likelihood-Funktion in diesem Fall zu In(L,(¢)) =
—nIn(941) vereinfacht und streng monoton fallend in ¥ auf ganz © ist, handelt es sich in diesem
Fall bei 0 ebenfalls um ein Maximum.) Insgesamt ergibt sich wie behauptet der Maximum-
Likelihood-Schétzer

~ 1 <
v = — | -1
n(z) = exp - E x; 1
J=1
(c) Der Schitzer ist nicht erwartungstreu, denn es gilt

o {ﬁn(X)} — Ey [e% EEL:IXJ} 1

n
H erlzX"] -1

=1

n

Unabh. H 1x.

i (15, [ zD_l
(i:l

n

@ <H(q9+1)%—1> —1

=1
= (0 + 1) Vel g
>94+1—-1=1.
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