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Aufgabe T1 (Eigenschaften von WahrscheinlichkeitsmaBen)

Es sei (Q, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie die nachfolgenden Eigenschaften.
(a) Far Ereignisse Aq,...,An C Q, ne N, gilt
P(A1N---NAp) = P(A1)+...P(Ay) — (n—1).
(b) Far zwei Ereignisse A, B C Q gilt
P(AAB) =0 = P(A) =P(B).
Dabei ist die symmetrische Differenz A A B definiert durch

AAB = (A\B)U(B\A).

(c) Giltin (b) auch die Umkehrung?

Lésung

(a) Esgilt

P(AiN...NAy) = 11P<UAf) > 1-) P(A)
j=1

1—n+> P(A) = P(A) +...+P(An) — (n—1).
j=1

Alternativ lasst sich die Aussage auch durch Induktion Gber n € IN nachweisen. Gilt die Aussage fiir ein
n € N, so folgt

P(A1N...NANAn1) P(A1N...NAp) +P(Apr1) —P((A1N...NAR) UAp11)

(

P(A1N...NAp) +P(Apiq) —1
(A1
(

AVARWV

P(A;) +... +P(Ap) — (n—1) + P(Apq) — 1
P(A1) +...+P(Apst) —n,

wobei fir die zweite Ungleichung die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde.

(b) Aus
0=P(AAB)=P(A\B+B\A) =P(A\B)+P(B\ A)

—_——— ——
>0 >0

folgt IP(A\ B) =IP(B\ A) =0 und somit

P(A) =P(A\B)+P(AnB)=P(AnB) =P(B\ A)+P(An B) =P(B).

KIT — Universitdt des Landes Baden-Wirttemberg und

nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft WWW klt . ed U




(c) Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Wahle dazu
Q={1,2,, A={1}, B={2},
mit der Gleichverteilung IP auf Q. Dann gilt P(A) = P(B) = % aberP(AAB) =P(Q) =1.

Aufgabe T2 (Zahldichten)
Es seien Q = No, p € (0,1) und (pk)ken, Wie folgt festgelegt:

(@) px:= m

(b) px:=(1—p)p~.

(©) px:= e*""k—’; fur A > 0.

(d) px = (J)p*(1 —p)" K firk €{0,...,nfund px =0 fir k > n+1.

Zeigen Sie, dass dann jeweils durch p(k) := px, k € N, eine Zahldichte auf INg festgelegt ist.

Lésungsvorschlag:

Wir missen zeigen, dass p jeweils die Eigenschaften aus Satz 3.7 erflllt, also nur nicht-negative Werte annimmt
und

> plk) =1

kelNg
erfillt. Dass px > 0 fur alle k € INg in (a)-(d) gilt, ist offensichtlich und wir missen nur die zweite Eigenschaft

nachweisen.

(a) Wir beginnen mit einer Partialbruchzerlegung. Mit dem Ansatz

1 __A B
(k+1)(k+2) k+1 k+2

erhalten wir die Gleichung
1=(A+B) -k+2A+B.

Da obige Gleichung flr jedes k € INg gelten muss, ergibt ein Koeffizientenvergleich, dass A und B das
folgende Gleichungssystem I6sen miissen

A+B=0, 2A+B=1.

Dieses hat die eindeutige Lésung A =1, B = —1. Fir den Reihenwert betrachten wir zunachst die N-te
Partialsumme fir N € IN. Es gilt (Teleskopsumme)

N 1

SRR U R
S (k+)k+2) k1 =k+2 N+2

Damit ergibt sich
00 N
1 1 1
e —— e im (1o ) =1
kZ:O(k+1)(k+2) NToo}(Z:(J(k+1)(k+2) Ni“oo< N+2>

(b) Hier kdnnen wir den Reihenwert direkt unter Verwendung der Formel fiir die geometrische Reihe berech-
nen:

=1,
k=0 k=0 T=p
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(c) Mithilfe der Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion erhalten wir

50 )\7\k ?\50 Ak A QA
e E:e E:e -e :1
k=0 k=0
N——
—eA

(d) Da px =0 flr k > n+ 1 gilt, wird die Reihe zu einer endlichen Summe und wir kénnen den binomischen
Lehrsatz verwenden:

0 n

n
DN (k>p"(1 P =(pt1-p)=1"=1.
k=0 k=0

Aufgabe T3 (Kombinatorik)
Gegeben seien die 5 Buchstaben {A, B, M, N, S}. Ein Wort mit kK Buchstaben ist ein k-Tupel (ay,..., ax) mit
aie{AB,M,N,S}firi=1,... k.

(a) Wie viele verschiedene dreibuchstabige Wérter lassen sich aus diesen 5 Buchstaben bilden?

(b) Wie viele verschiedene dreibuchstabige Wérter lassen sich aus diesen 5 Buchstaben bilden, wenn kein
Buchstabe mehrfach auftreten darf?

(c) Wie viele neue Wérter lassen sich durch Umstellen der Buchstaben aus dem Wort ,ANANAS" gewinnen?

Lésungsvorschlag:
(a) |Per(mW)| =53 = 125.
(b) [Per3(oW)| =5-4-3 = 60.

(c) Betrachte die unterscheidbaren Buchstaben {Aq, Ny, Ao, N», A, S} statt den Buchstaben {A, N, S}. Durch
Umstellen lassen sich hiervon 6! (=|Perg(oW)|) verschiedene Buchstabenkombinationen bilden. Permutiert
man in jeder solchen Buchstabenkombination die A’'s (3! Mdglichkeiten) oder die N’s (2! Méglichkeiten), so
erhdlt man stets dasselbe Wort. Folglich gibt es

6!

neue Worter.

Alternativer L6sungsweg: Wir betrachten nacheinander die Positionierung der Buchstaben A, N und S.
Der Buchstabe A muss auf insgesamt drei der mdglichen sechs ,Platze” platziert werden. Dafir gibt es
(g) Méglichkeiten. AnschlieBend bleiben drei Platze Ubrig, wobei zwei davon mit einem N bestlickt werden

mussen. Dafir gibt es (g) Mdoglichkeiten. Fir den letzten Buchstaben S gibt es nur noch eine Méglichkeit.
Insgesamt ergibt das (abztglich dem urspriinglichen Wort ,ANANAS*)

DEGEREEa.

Méglichkeiten.

Aufgabe T4 (Skatspiel)

Ein gut gemischtes Skatspiel (32 Karten, davon 4 Buben) wird an drei Spieler verteilt, wobei ,zwei Karten in den
Skat kommen* (d.h. jeder Spieler erhalt genau zehn Karten, die verbleibenden zwei Karten werden zur Seite
gelegt).

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass

(i) ein beliebiger Spieler alle Buben erhalt?
(i) jeder Spieler genau einen Buben erhalt?

(b) Sie sind einer der Spieler und haben genau zwei Buben erhalten. (Sie kennen nur lhre eigenen Karten.)
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass jeder Gegenspieler genau einen Buben hat?
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Lésungsvorschlag:

(a) Wir wahlen als Grundraum

Q = {((w,..., wio), Wi, ..., wool, (War, ..., wagl, {War, wan)) | wj € {1,...,32), w; # wj, i # j}

und als WahrscheinlichkeitsmaB IP die Gleichverteilung auf Q. Dabei steht jede Zahl zwischen 1 und 32
far eine Karte des Spiels (welche Zahl fur welche Karte steht ist fir die Lésung der Aufgabe nicht relevant).
Die Menge {wjx, ..., wyo} reprasentiert die Karten des 1. Spielers, usw. Die Menge {ws1, ws,} reprasentiert
die beiden Karten im Skat. Mit der Multiplikationsregel gilt |Q] = (33)(33) (13) (3) = 1oraom-

(i) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A := ,Ein beliebiger Spieler erhélt alle Buben®.
Diese berechnen wir mit Hilfe der disjunkten Ereignisse A; := ,Spieler i erhalt alle Buben®, i = 1,2, 3.
Aus Symmetriegriinden und mit der Multiplikationsregel folgt

4\ (28 [22\ [12\ (2 28!
Al = 14| = 145 = (4)(6)(10) <1o> <2> ~ 610110121

Mit der Additionsregel erhalten wir

A A+ |As] + |As] 28!10! 10-9-8-7-3
== =3 = ~0,0175.
P(A) Q] Q] 3 6!321  32.31-30-29 ’

(i) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B := ,Jeder Spieler erhalt genau einen Buben®.

- 5= (1)) (D) (5) 6 QQ

1.Spieler 2.Spieler 3.Spieler Skat

Zur Erklarung: Der Faktor fur den 1. Spieler setzt sich beispielsweise zusammen aus der Wahl einer
der 4 Buben und 9 der 28 restlichen Karten. Damit erhalten wir
L

P(B) = o] ~ 0,056.

(b) Da die eigenen Karten bereits feststehen, modellieren wir die Verteilung der restlichen Karten auf die
verbleibenden zwei Spieler und den Skat durch

O ={(lwr,..., wioh (W1, ..., waol, (Way, wan)) | w; € {1,..., 22}, w; # W, i #j}.

Mit der Multiplikationsregel gilt dann |Q| = (33) (13) (3) = 75225 Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses C := ,Jeder Gegenspieler erhalt genau einen Buben“. Es gilt

o= (E) G 6)

1.Gegenspieler 2.Gegenspieler Skat

Damit erhalten wir c
P(C) = |-|| ~ 0,4329.

|Q

Aufgabe T5 (Efrons Wiirfel)

(a) Gegeben seien drei faire sechsseitige Wirfel (d.h. jede Seite eines Wirfels erscheint mit derselben
Wahrscheinlichkeit %), ein blauer, ein roter und ein griiner. Die Seiten des blauen Wirfels tragen jeweils
zweimal die Ziffern 2, 6 und 7, die Seiten des roten Wiirfels jeweils zweimal die Ziffern 3, 4 und 8 und
die Seiten des griinen Wiirfels jeweils zweimal die Ziffern 1, 5 und 9. Alle drei Wirfel werden gleichzeitig
geworfen.

Geben Sie einen geeigneten endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, IP) zur Beschreibung dieses Zufalls-
experiments an. Berechnen Sie dann die Wahrscheinlichkeit fir die folgenden Ereignisse:

A := ,Das Ergebnis des blauen Wiirfels ist kleiner als das Ergebnis des roten®,
C = ,Das Ergebnis des roten Wiirfels ist kleiner als das des griinen®,
D := ,Das Ergebnis des griinen Wiirfels ist kleiner als das des blauen®.
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(b) Nachdem Sie und Ihr Kommilitone Teil (i) gelést haben, bietet er Ihnen folgendes Spiel an: Sie dirfen
als erstes einen der drei Wirfel wahlen, anschlieBend wird er sich dann einen der beiden verbleibenden
Wiirfel aussuchen. Dann werfen Sie beide Ihren jeweiligen Wirfel. Derjenige, der die héhere Augenzahl
wdrfelt, hat gewonnen und wird vom Verlierer zum Essen eingeladen.

Wirden Sie sich auf dieses Spiel einlassen?

(c) Angenommen, ein weiterer Kommilitone kommt zu Ihnen hinzu und Sie wollen nun zu dritt ein &hnliches
Spiel spielen. Dazu wahlt sich jeder von lhnen einen der drei Wirfel aus, dann werfen Sie alle drei
gleichzeitig, und derjenige mit der h6chsten Augenzahl hat gewonnen.

Hatten Sie bei diesem Spiel irgendwelche Praferenzen flir einen der drei Wiirfel?

Lésungsvorschlag:

(a) Als Grundraum wéahlen wir
0O =1{2,6,7} x{3,4,8} x{1,5,9} = Bx Rx @G,

wobei in jedem Tupel zuerst das Ergebnis des blauen, dann das des roten und schlieBlich das des griinen
Wirfels notiert ist. Damit gilt |Q] = 27 (flr das Modell ist es unerheblich, ob wir einen sechsseitigen
Wirfel betrachten auf dem jede Zahl zweimal vorkommt oder einen dreiseitigen auf dem jede Zahl einmal
vorkommt). Da die Wrfel fair sind, ist jeder Ausgang gleich wahrscheinlich und als Wahrscheinlichkeitsma@
wéhlen wir die Gleichverteilung auf Q.

Des Weiteren sind die drei Ereignisse A, C, D gegeben durch

A={(2309)(249)(28,9)(6849),(7.89)|ge G},
C = {(b,3,5),(b,3,9),(b,4,5), (b, 4,9), (b,8,9)| b c B},
D = {(2,r,1),(6,1,1),(6,r,5),(7,r,1),(7,1,5)| r € R}.

Da jede der Mengen B, R und G die Machtigkeit 3 hat, besitzen die drei Ereignisse A, C, D jeweils die
Méchtigkeit 15 und somit gilt P(A) = P(C) = P(D) = 2 = 3.

(b) Wahlt man den blauen Wiirfel, so wahlt der Kommilitone den roten Wirfel und gewinnt mit Wahrschein-
lichkeit g. Wahlt man aber den roten Wiirfel, so wahlt er den griinen Wiirfel und gewinnt ebenfalls mit

Wahrscheinlichkeit g. Wahlt man schlieBlich den griinen Wirfel, so wahlt der Kommilitone den blauen

Wiirfel und gewinnt wiederum mit Wahrscheinlichkeit g. Man sollte sich also nicht auf das Spiel einlassen,
es sei denn, man ist unbedingt darauf aus zu verlieren.

(c) Egal welchen Wirfel man wahlt, man hat immer gegeniber einem der beiden anderen Wirfel eine
Gewinnchance von % und gegeniiber dem anderen eine Gewinnchance von %. Deshalb kénnte man
zunachst auf die ldee kommen, dass es egal ist, welchen Wirfel man wahlt.

Z&hlt man aber genau nach, so merkt man, dass der griine Wiirfel bei 11 von 27 méglichen Kombinationen
von Augenzahlen gewinnt. Dieses Ereignis ist ndmlich durch

E = {(br,9)|beB,reR}+{(23,5),(24,5)}

gegeben.
Der rote gewinnt gegen die anderen beiden in 8 von 27 Fallen, die zugehoérige Menge ist

F = {(b8,1),(b,8,5)|beB}+{(2,4,1),(2,3,1)}.

Der blaue gewinnt dann in den restlichen 27 — 11 — 8 = 8 Fallen. Sind also alle Warfel im Spiel, ist der
grine klar der beste.

Bemerkung: Wiirfel wie in dieser Aufgabe nennt man intransitiv, da aus ,Der griine Wirfel ist besser als der
rote” und ,Der rote Wiirfel ist besser als der blaue” eben nicht "Der griine Wirfel ist besser als der blaue”
folgt. Man kann auch ein Set von 4 intransitiven Wurfeln konstruieren, so dass es zu jedem der Wirfel einen
anderen gibt der ihn mit der Wahrscheinlichkeit % besiegt. Der Name Efrons Wirfel geht auf den amerikanischen
Statistiker Bradley Efron zurlck, der sie sich urspriinglich ausdachte.

www.Kkit.edu Lésungen zu Tutoriumsblatt 2



