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Aufgabe T1 (Roboter)

Gegeben sei ein ebenes ganzzahliges Gitter, das durch die Punkte A = (0,0) und B = (a, b) nach links unten
bzw. rechts oben begrenzt ist. Ein Roboter bewegt sich von A nach B, indem er zu jedem Zeitschritt entweder
einen Schritt der Lange 1 nach rechts oder nach oben macht.

(a) Auf wie viele verschiedene Arten kann der Roboter von Punkt A zum Punkt B gelangen?

(b) Gegeben sei nun konkret folgendes Gitter:
5B=(16,12)

C=(13,6)

A=(0,0) &

Jeder Pfad, den der Roboter von A nach B nehmen kann, sei gleich wahrscheinlich. Bestimmen Sie die
Wabhrscheinlichkeit, dass der zuféllige Weg des Roboters von A nach B Uber C flhrt.

Lésungsvorschlag

(a) Der Roboter benétigt insgesamt a+ b Zeitschritte, davon b Aufwartsschritte und a Schritte nach rechts.

Es gibt also (anb) Méglichkeiten die Zeitpunkte der Aufwértsschritte festzulegen. Damit stehen dann aber

auch die Zeitpunkte der Rechtsschritte fest. Also bleiben es (anb) Maoglichkeiten von (0, 0) nach (a, b) zu

gehen.
Andererseits gibt es (agb) Méglichkeiten die Zeitpunkte der Rechtsschritte festzulegen. Damit stehen

dann aber auch die Zeitpunkte der Aufwartsschritte fest. Folglich gilt fiir die Mdglichkeiten (31°) = (21°).

(b) Sei Q die Menge aller Pfade, die der Roboter von A nach B nehmen kann. Dazu braucht er 16 Schritte
nach rechts und 12 Schritte nach oben, es gibt also nach Teil (i) ('¢,5'%) = () Elemente in Q. Da
jeder Pfad gleich wahrscheinlich ist, haben wir es mit einem Laplace-Modell zu tun. Um die gesuchte
Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, missen wir also die Anzahl aller Pfade von A nach B bestimmen,
die Uber C fuhren. Die Frage ist also eigentlich, wie viele Pfade von A nach C beziehungsweise von C
nach B existieren. Von A aus benétigt der Roboter 13 Schritte nach rechts und 6 nach oben um C zu

erreichen, das sind also wiederum nach (i) ('33°) = () Maglichkeiten. Von C aus benstigt der Roboter 3

Schritte nach rechts und 6 nach oben um B zu erreichen, das sind also wiederum nach (i) (*1°) = (3)
Méglichkeiten. Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit
o (D) 112
IP(,Der Pfad von A nach B fiihrt Gber C*) = (28) = 7498 ~ 0,075.
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Aufgabe T2 (Geburtstagsproblem)

Aus einer Bevdlkerung, in welcher die Geburtstage der Personen gleichverteilt (iber die Tage eines Jahres sind,
werden durch ein Laplace-Experiment n Personen zuféllig ausgewahlt.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit p,, dass mindestens zwei von diesen Personen am selben Tag Geburtstag
haben? (Dabei schlieBen wir den 29. Februar als Geburtstag aus.) Man berechne insbesondere pio und pog.

Lésungsvorschlag:

Wir modellieren das Experiment durch den diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (Qp, IP,), wobei Qp, =

{1,2,...,365}" und IP,, die Gleichverteilung auf Q, sei. Jedes w = (wy, ..., wn) € Q, listet dabei die Nummern
der Geburtstage der (z.B. alphabetisch) geordneten Personen auf.
Apn={w € Qn|3i,je{1,...,n:i+#j, w; = wj}ist also das Ereignis, dass mindestens zwei verschiedene

Personen den gleichen Geburtstag haben. Nun gilt

A5l _, 365-364-....(365—n+1)

J— —_— — c - —_— f—
Pn =Pp(An) =1—-Pp(A;) =1 Q] 3657 )

also pig = 0.117 und pog = 0.411.

Aufgabe T3 (Zwei Miinzen)

(a) Zwei faire Mlnzen werden gleichzeitig geworfen. Im Anschluss werden die abgebildeten Symbole notiert.
Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum an, um das Experiment zu modellieren. Wie groB ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass beide Miinzen das gleiche Symbol aufzeigen?

(b) Zwei faire, sechsseitige Wirfel werden gleichzeitig geworfen und anschlieBend wird das Produkt der Au-
genzahlen gebildet. Geben Sie 2 verschiedene Wahrscheinlichkeitsrdume und passende Zufallsvariablen
an, die obiges Experiment modellieren. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fir ein gerades Produkt.

Lésungsvorschlag:

(a) Wir kénnen das Experiment mit

Q:={ZZ, KK, ZK,KZ}, A .= P(Q), P(w) = \(17| - %

modellieren. Wir schreiben hierbei K fiir Kopf und Z fir Zahl. Fir diesen Modellansatz miissen wir in
Gedanken die MUnzen markieren. Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

1

IP({ZZ oder KK}) = 1 +

1
5

FNJEN

(b) 1. Eine Mdglichkeit ist es, die individuellen Augenzahlen aufzunehmen und daraus das Produkt abzulei-
ten:

Q={,....62 A:="PQ), P{lw)) = ﬁ _ e,le'

Dies ist ein Laplaceraum und jedes Elementarereignis w € Q ist gleich wahrscheinlich. Das Produkt
ist dann eine Zufallsvariable X : Q — IN, X(w) = X(wq, ws) := wq - wo.

2. Eine andere Mdglichkeit ist es, direkt die mdglichen Produkte zu notieren:

0:={1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,16, 18, 20, 24, 25, 30, 36}, A := P(Q),

www.Kkit.edu Lésungen zu Tutoriumsblatt 3



und P gemaB folgender Tabelle zu definieren:

l

[ 36 P{w)) |

oo o s wh =€

—_
o
=N =MNDMNDN=NDNPAN=NNANDONON =

Die gesuchte Zufallsvariable ist dann einfach X : Q — IN, X(w) = w.

Aus obiger Tabelle liest man direkt die gesuchte Wahrscheinlichkeit von 36 =7 3 ab. Alternativ kann man
die Anzahl der gunstigen Mdglichkeiten auch direkt abzahlen und die Modellierung aus 1. benutzen. Das
Produkt der Augenzahlen ist genau dann gerade, wenn mindestens ein Wirfel eine gerade Augenzahl
zeigt. Das Ereignis ,der 1. Wiirfel zeigt eine gerade Augenzahl” enthélt 3 - 6 = 18 Elemente. Das Ereignis
.der 1. Wurfel zeigt eine ungerade Augenzahl und der 2. Wirfel zeigt eine gerade Augenzahl“ enthalt
3 -3 = 9 Elemente. Diese beiden Ereignisse sind disjunkt und ergeben zusammen das gewlinschte
Ereignis. Folglich ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 1§52 = 2.

Aufgabe T4 (Rechenregeln fiir Indikatoren 1)

Seien A, B C Q Ereignisse. Zeigen Sie, dass dann folgende Aussagen gelten.
(@) 1p=0,1g =1,
(b 113 =1g4,

(c

(d
(

e

)

)

)

) 1ang =14-1p,
) Laug =1a+1p—1ans,
)

() ACB=14<1pg

Lésungsvorschlag:

(a) Nach Definition gilt fir alle w € Q

A
Lalw) = {(1) i ;Aj

Daraus folgt direkt 1y(w) =0und 1 (w) =1, da w € @ fir kein w € Q und w € Q fir alle w € Q erfillt
ist.

(b) Die Aussage folgt direkt, da 12 = 1 und 02 = 0 ist.

(c) Wir machen eine Fallunterscheidung fiir w € Q. Ist w € A, so gilt T4c(w) = 0 und 14(w) = 1, also
1—1, = 0, sodass die Aussage fir alle w € Arichtig ist. Flir w ¢ Agilt T4c(w) =1 und 14 = 0, also
1 —1, = 1und die Aussage ist auch fir alle w ¢ A und damit fir alle w € Q Kkorrekt.

(d) Esgiltfiralle w e Q

lagng(w)=1 <— weAnNB <<= weAundweB
— la(w)=1undlg(w) =1 <= Ix(w)- -lIglw)="1.
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(e) Gilt w ¢ AU B, so sind beide Seiten 0, da w damit insbesondere nicht in den Mengen A, Bund An B
enthalten ist.
Fiar w € AU B gibt es drei Méglichkeiten zu beachten. Ist w € AN B, so gilt

Tasplw)=1=14+1-1=1p(w)+ 1g(w) —Larplw).

Ist w € A\B, so gilt
Taug(w) =1=1+0-0=14(w)+1g(w)—Lang(w),

und fir w € B\A gilt
Laug(w) =1=0+4+1-0=1xa(w)+ lg(w) —Lanp(w).
Damit gilt die Behauptung fir alle w € Q.
(f) Ist w € A, so gilt wegen A C B auch w € B. Daher gilt fir w € A
Ia(w)=1<1=1g(w).

Firw ¢ Aist
Ia(w) =0< 1g(w),

da 15 nur die Werte 0 und 1 annimmt und damit immer gréBer oder gleich 0 ist.

Aufgabe T5 (Rechenregeln fiir Indikatoren Il)
Es seien Q ein Grundraum und A, B, C C Q. Beweisen oder widerlegen Sie:

(@) Lang = min(l,4, 1g),

(b) (1a+1p)(1a—1p) = 1a—1p,

() Laug = 1a-1p+1a-lge+1pc-1p,

(d) Tauguc = 1a(1—1g) +1p(1—1¢g) +1c(1—14).

Lésungsvorschlag:

(a) Die direkte Anwendung der Definition der Indikatorfunktion liefert fir w € Q

min(lg, 1g)(w) =1 <= 1Igw)=1g(w)=1 <+<—= weAundweB
<~ weANB — 1png(w) =1.

Folglich ist auch
min(la 1g)(w) = 0 <= min(lg1g)(w) #1 <= Igplw)#1 <= lgqplw) = 0.
Hieraus folgt min(1 4, 15) = 1 415-
(b) Wegen 14 €{0,1} ist ]lf‘ = 14, analog flr B. Die dritte binomische Formel liefert
(Ia+1p)(1a—1g) =15—-15 = 14— 1p.
(c) Einerseits gilt

1, fallsw e AUB,
Taug(w) = d.h. falls w € Aoder w € B,
0, sonst.

Andererseits ist aber auch

0+1+0, fallswe AnBC,

1+0+0, fallswe ANB,

0+0+1, fallswe A°NB,
0, sonst.

{ 1, fallsw e (ANB°) U (ANB) U (A°NB),

Ta(w) - Ig(w) +Ta(w) - Tge(w) +1ge(w) - 1g(w) =

d.hfallsw e AUB,
0, sonst.

Damit folgt die Behauptung.
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(d) Seien ANBNC # 0P und w € An BN C. Dann gilt
Lavsuc(w) =1,
aber wegen 1x(w) =1g(w) =1g(w) =1 ist
La(w)(1—1pg(w)) +1g(w)(1 —Lg(w)) +Le(w)(1 —La(w)) = 0.
Somit ist die Behauptung d) im Allgemeinen falsch.

Aufgabe T6 (Einschluss-Ausschluss-Formel fiir Indikatoren)
Seien Ay, ..., An C Q. Dann gilt

n

k—1
Lau.om, =) (—1) > La,n..na;, -

k=1 1<ih<...<ig<n

Lésungsvorschlag:

Eine Mdglichkeit zum Beweis der Aussage ist die vollstdndige Induktion. Fir n = 2 gilt die Aussage nach
Aufgabe T4 (e). Nehmen wir nun also an, dass die Aussage fir beliebiges, aber festes n € IN gilt (IV) und
zeigen, dass sie dann auch fir n+ 1 gilt.

T4 (e)
Tau.ua, = Lau.va H1a, —Lau. uA)nA,.
I\ 4
v _q\k—1 o
=) (-1 Z Laynna, 14,0 = LAnAL1)U..U(AN AL )
k=1 1<ih<...<ik<n
v n n
v 4 k—1 _ 4 k—1
- ( 1 ) Z ]lA,'1 ﬁ...ﬂA,‘k + ]lA,H,1 Z( 1 ) Z ]lA,'1 ﬁ...ﬂA,’kﬂA,H,1
k=1 1< <...<ixg<n k=1 1< <...<ik<n
n+1 n
_ 4k—1 PRV
=) (-1 > lan.na t ) (1) > La,n.na,,,
k=1 1<ih<...<ik<n k=1 1< <<l g <N+
Ik#n+1 fkpr=n+1
n+1 n+1
_ _4\k—1 qk—1
- ( 1 ) Z ]lA,'1 ﬂ...ﬁA,’k + ]lAn+1 + Z( 1 ) Z ]lA,'1 ﬂ...ﬂA/k
k=1 1<ih<...<ixk<n k=2 1< <..<e<n+1
ixk#n+1 ixk=n+1
n+1 n+1
_ _4\k—1  qk—1
- ( 1 ) Z ]lA,'1 ﬂ...ﬂA,’k+ Z( 1 ) Z ]lA,'1 ﬂ...ﬁA/k
k=1 1<ih<...<ixg<n k=1 1< <..<e<n+1
ik #n+1 ix=n+1
n+1
_ 4 \k—1
- ( 1) Z 1Ai1 ﬂ...ﬁAik' ‘/
k=1 1<ih<...<ixg<n

Alternativ kann man direkt mit den Rechenregeln fir Indikatoren argumentieren:

U A ) n A¢
i=1 ! ,L:J1 Aj =1 !

I

1, =1-1 c=1—-1nr
()

n

=1-[Tta=1-TI00-1a)
i=1 i=1
=1— Y (1] 14

IC[n] iel
n
=12 (1) 1na
k=0 icin) €l
[|=k
n
RIS
k=1 ictn) i€l
=k

-
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