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Aufgabe T1 (Navigation im Zoo)

Tom will im Karlsruher Zoo zur Eisb&renanlage. Er kann hierfir nach rechts (richtiger Weg) oder nach links
(falscher Weg) gehen. Fragt er einen Besucher des Zoos mit Tageskarte nach dem Weg dorthin, so erhalt er mit
Wahrscheinlichkeit 2/3 die richtige Antwort und mit Wahrscheinlichkeit 1/3 eine falsche Antwort. Fragt er einen
Dauerkartenbesitzer nach dem Weg dorthin, so erhélt er stets die richtige Antwort. Antworten und Eintrittskarten
von verschiedenen Personen sind unabhangig. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig angesprochene
Person eine Dauerkarte besitzt, sei 1/10.

a) Tom fragt einen Besucher B1 nach dem Weg zur Eisbarenanlage. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt er
eine richtige Antwort?

b) Wie groB ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der Besucher B1 eine Dauerkarte besitzt, wenn er die
richtige Antwort gegeben hat?

c) Tom fragt einen weiteren Besucher B2 nach dem Weg zur Eisb&renanlage. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
geben B1 und B2 dieselbe Antwort?

Lésungsvorschlag: Es seien die Ereignisse R, F, T, D wie folgt definiert:

R := {Tom erhalt die richtige Antwort}
F := {Tom erhélt die falsche Antwort}
D .= {befragte Person ist Dauerkartenbesitzer}
T .= {befragte Person besitzt eine Tageskarte}

Die bekannten Wahrscheinlichkeiten sind dann:

P(R|T)=2/3, P(FIT)=1/3,
P(R|D) =1, P(F | D) =0,
P(D) = 1/10, P(T) =9/10.
a) Gesucht ist IP(R). Mit der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit erhalt man
2 9 1 7
P(R)=P(R| T)IP(T)+IP(R| D)IP(D) = 370 + 1 10 = 10"

b) Gesuchtist P(D | R). Mit der Bayes-Formel erhalt man

_H)(F?\D)H)(D)_1-1/10_1
POIR =—"3m =~ 710 ~7

c) Seien Ry, Ry, Fy, F» die Ereignisse, dass By bzw. B, die richtige bzw. falsche Antwort gibt. Dann ist
P(,gleiche Antwort) = P(Ry N Ro) + IP(Fy N F2) = (P(R))? + (IP(F))?

(TN (32
—\10 10 - 50’

da die Antworten verschiedener Besucher nach Vorraussetzung unabhangig sind.
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Aufgabe T2 (Defekte Schalter)

Eine Fabrik stellt ein Gerat her, welches unter anderem einen elektronischen Schalter enthalt. Dieser Schalter
wird von zwei Zulieferfirmen A und B bezogen, wobei 70% aller Schalter von A und 30% aller Schalter von B
stammen. Erfahrungsgeman sind 8% aller A—Schalter und 5% aller B-Schalter defekt. Die Endkontrolle der
Fabrik akzeptiert jeden intakten Schalter und félschlicherweise auch 5% aller defekten Schalter.

Modellieren Sie die Situation durch ein geeignetes mehrstufiges Experiment und bestimmen Sie in diesem
Modell die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gerét in den Verkauf gelangt und einen defekten Schalter besitzt.

Lésungsvorschlag

Wir wahlen Q = Q4 x Qs x Q3 = {A, B} x{D, G} x {M, V}. Dabei bedeutet w; = A, dass der Schalter von
Firma A kommt, w{ = B, dass der Schalter von Firma B kommt. w, = D bedeutet, dass der Schalter defekt
ist, wo = G entsprechend, dass der Schalter intakt (gut) ist. SchlieBlich bedeutet ws = M, dass der Schalter
aussortiert wurde (in den Mull geworfen wird) und w3 = V, dass der Schalter in den Verkauf gelangt. Wir
verwenden die Notation aus Definition 8.1 aus der Vorlesung und haben gegeben:

7 3 2 1 1
Pi(A) = 75, pi(B) = 55, P2(DIA) = ==, pa(D|B) = 55, pa(V|D.A)=pa(V | D,B) = 5.

Dann gilt C = {,Schalter gelangt in den Verkauf und ist defekt“} = {(A, D, V), (B, D, V)}. Mit Hilfe der Multiplika-
tionsregel rechnen wir:
7.2 1

NI =0,0028

P{{(A D, V)}) = p1(Ap2(D [ A)ps(V I D, A) = 5 5= 55 = 2500

—_

und

LI 3 = 0,00075,

P({B, D, V)}) = p1(B)p2(D | B)ps(V | D, B) = % 20 20 — 4000

also insgesamt P(C) = 525 + 2555 = 20055 = 0,00355.

Aufgabe T3 (Bedingte Wahrscheinlichkeiten)
Es sei Q ={1,...,10} und IP beschreibe die Gleichverteilung auf Q. Finden Sie Ereignisse A, B und C, sodass

0<PP(AB) <P(A) und 1>1P(AC)>IP(A)

gelten.

Lésungsvorschlag:

Wir wahlen A={6,...,10}, B={1,...,8}und C ={5,...,10}. Dann gelten

{6,...,10} 5 1 8 4 6 3
A —_ = i — T < == B = —— = = = — = —
PA {1,...,10} 10 2’1[)( ) 10 S’P(C) 10 5
Zudem erflllen die Ereignisse die gewlinschten Eigenschaften, denn
_ P(AnB) P({6,7,8}) 3/10 3 1
P(AB) = P(B 45 45 8 <3 =P(A),

P(ANC) _P(A) _1/2 5 1 _
P(C) P(C) 35 6 2

P(AIC) = P(A).

Aufgabe T4 (Bertrands Kastchenproblem)

Von drei K&sten mit jeweils zwei Schubladen wird einer rein zufallig ausgewéhlt und bei diesem eine rein zuféllig
ausgewahlte Schublade gedffnet. Man stellt fest, dass die Schublade eine Goldmiinze enthalt. Es sei bekannt,
dass jede Schublade entweder eine Gold- oder eine Silbermiinze enthalt, und dass die drei Késten Miinzen in
den Kombinationen Gold/Gold, Gold/Silber und Silber/Silber enthalten. Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthalt
die andere Schublade des gewahlten Kastens auch eine Goldmiinze?
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Lésungsvorschlag: 1. Lésungsmoglichkeit: Formel von Bayes

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass der erste Kasten die Kombination Gold/Gold, der zweite die Kombination
Gold/Silber und der dritte die Kombination Silber/Silber enthalt. Wir definieren die Ereignisse

K; .= “Kasten i wird gewahlt” fur i=1,2,3,
B := “die gewahlte Schublade enthalt Gold” .
Es qilt
P(K;) = % fur i=1,2,3,
1
P(BIKi) =1, P(BIKz) = 5 P(B|K3) = 0.
Die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit IP(Kj | B) ergibt sich mit der Formel von Bayes zu

_ PBIK)P(K) 3 2
PHIE = =5 paikpK)  S+it0) 8

2. Lésungsmaéglichkeit: Modellierung auf 2-dim. Grundraum
Die Aufgabe lasst sich auch ohne Verwendung der Formel von Bayes |6sen.

Sei
Q:={(i,)):ie{1,2,3},je{1,2}}

und IP die Gleichverteilung auf Q.
Die erste Komponente in einem Ergebnis (i, ) € Q gibt dabei den gewahlten Kasten, die zweite Komponente
die gewdhlte Schublade an. Dann ist

Ki={(i,1),(i,2)}, i=1,2,3,
B={(1,1),(1,2),(2,1)}
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich zu
IKinBl 2

P(Ki | B) = B 3

Aufgabe T5 (Zur Unabhéngigkeit I)
Ein fairer Wirfel wird zweimal hintereinander geworfen. Es seien die folgenden Ereignisse gegeben:

A = {,Die Augenzahl beim ersten Wurf ist gerade."}
B = {,Die Summe der beiden Augenzahlen ist gerade.”}
C = {,Beim zweiten Wurf fallt eine Primzahl.“}

Zeigen oder widerlegen Sie:

a) A, Bund C sind paarweise stochastisch unabhéngig.

b) A, B und C sind stochastisch unabhangig.

Lésungsvorschlag:
Das zweimalige Werfen eines fairen Wiirfels entspricht der Gleichverteilung auf dem Ereignisraum

Q= {(i,))]ije{1,....6}} ={1,2,...,6)%
Dies ist ein Laplace-Experiment, also sind die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A, B, C
P(A) = P({(i,j) € Q|i€24,6}}) = %6 _ %
P(B) = P({(i,j) € Q|i+jist gerade}) = g = %
P(C) = P({(i,j) € Q|j€{2,8,5}}) = %3 = %
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a) Wir Oberprifen die Ereignisse A und B auf Unabhé&ngigkeit.

P(ANB) = P({(i,j) € Q|i€{2,4,6},i+ ] =gerade})
= P({(ij)eQ|ic (24,6, 246}})
3:3 _1

= % =4 —PA-P(B

Die Ereignisse A und B sind unabhangig.
Far die Ereignisse A und C gilt:

P(ANC) = P({(i,j) € Q|i€{2,4,6},j €(2,3,5)})
3.3 1
= % =z —PA-P©)

A und C sind also unabhangig.
SchlieBlich gilt fir die Ereignisse B und C:
P(BNC) = P({(i,j) € Q|j€{2,3,5},i+j = gerade})
=P ({(i,j)) e Q|(j=2undie{2,4,6}) oder (j€{3,5}und i€ {1,3,5))})
1.3+2-3 1
B IP(B)-P(C)

Auch diese Ereignisse sind also unabhangig.
Insgesamt sind die Ereignisse A, B, C paarweise unabhéangig.

b) Wir sollen Uiberpriifen, ob die Ereignisse A, B und C unabhangig sind.

P(ANBNC) = P({(i,j) € Q|i€{2,4,6},j €{2,3,5},i+j=gerade})

— P({(2.2),(4.2),(6,2)}) = % - 11—2 aber
P(A)-P(B)-P(C) = %%%:%

Die beiden Resultate sind nicht gleich und damit sind die Ereignisse A, B und C nicht unabhangig. Diese
Aufgabe zeigt also, dass aus paarweiser Unabhangigkeit von drei Ereignissen nicht folgt, dass auch alle
drei voneinander unabhangig sind.

Aufgabe T6 (Zur Unabhéangigkeit Il)

Es sei Q = {1,...,8} und P beschreibe die Gleichverteilung auf Q. Weiter definieren wir die folgenden
Ereignisse:
A=B=1{1,2,3,4}, c=1{1,5,6,7}.

Zeigen Sie, dass P(AN BN C) =P(A) - P(B) - IP(C) qilt, A, B, C aber nicht stochastisch unabhangig sind.
Lésungsvorschlag:

Es it P(A) =P(B) =P(C) = % da |A = |B| = |C| = 4, |Q] = 8 und IP die Gleichverteilung auf Q beschreibt.
Weiter gilt

ANBNC={1}
und daher ] D1
P(ANBNC) = 8-2 322 =P(A)-P(B)-P(C)
A und B sind aber nicht unabhéangig, da
P(ANB) =P(A) = % * % =P(A)-P(B)

Daher sind A, B, C nicht stochastisch unabhangig.
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