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Losungen zu Tutoriumsblatt 7

Aufgabe T1 (Unkorreliertheit und Unabhéngigkeit)

Es sei X eine gleichverteilte Zufallsvariable auf {—1,0, 1} und die Zufallsvariable Y sei definiert durch Y := X?2.
PrGfen Sie X und Y auf Unkorreliertheit und Unabhé&ngigkeit.

Léungsvorschlag: Wir berechnen zunachst die fir die Kovarianz bendtigten Momente von X und Y:

ie{—1,0,1} je{0,1}
=—1-1.PX=-1)+0-0-P(X=0)+1-1-P(X=1) =0.

Daraus folgt
C(X,Y)=E[X -YI—-E[X]-E[Y]=0-0-

Allerdings sind X und Y nicht unabhangig, denn

P(X=1,Y=1)=P(X=1) =

Aufgabe T2 (Unabhéngige und verteilungsgleiche Zufallsvariablen)
Seien X, Y stochastisch unabhangige reelle Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,IP) und X’, Y’ stochastisch unabhangige reelle Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q',P"). Weiter gelte X ~ X’ und Y ~ Y. Zeigen Sie:

(@) Esgilt (X,Y)~ (X', Y").

(b) Esgit X+ Y~ X +Y.

Hinweis: Verwenden Sie Teil (a), um die Aussage (b) zu beweisen.

Lésungsvorschlag:
(a) Ziel ist es zu zeigen, dass fiir alle M C RR? gilt
PXY) (M) = PXY) (M),
Wir wissen bereits aus X ~ X’ und Y ~ Y’, dass fiir alle Ny, N> C R gilt

PX(Ny) = PX (Ny), PY(Np) =PY (Ny).
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P (M)

Ny ={(x,y) e R?: x+y =2z

-

Dies gilt insbesondere flr einelementige Mengen Ny, N>. Somit erhalten wir

- M”( U {wmg
(x,y)EM:
P((X,Y)=(x,y))>0
= Z P((X,Y) = (x,y))
(x,y)EM:
P((X,Y)=(x,y))>0
e > PX=xP(Y=y
(x.y)EM:
P(X=x)>0AP(Y=y)>0
= Z P'(X = x)P' (Y
(x.y)eM:
P/ (X' =x)>0AP/ (Y'=y)>0

P'((X",Y') = (x,y))

2

(x,y)EM:
P/ ((X",Y")=(x,y))>0
(x.y)eM:

lp(X',Y’) (
P/ ((X",Y")=(x.y))>0

PXY (M),

U

{(X,J/)}>

mit z € IR. Somit folgt fiur M C IR

]PXJrY(M) :IleJrY( U {Z})
zeM:
P(X+Y=z)>0
= Z PX+Y=2)
zeEM:
P(X+Y=z)>0
= ) PYIAY
zeM:
PX.Y) (Nz)>0
= Y PYYIN

M:
(X’ \z/’e)
PAST I (NZ)>0

>

zeM:
P/ (X'+Y'=2)>0

P'(X + Y =2)

— ]PX +Y U {Z})
zeM:
P/ (X' +Y'=2)>0
_ IPX’—O-Y'(M).

y)

(b) Teil (a) kénnen wir nun nutzen, um die zweite gewlinschte Aussage zu zeigen. Hierzu definieren wir
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Aufgabe T3 (Fortsetzung von Aufgabe T3 auf Blatt 6)

Es seien X eine Zufallsvariable mit Werten in {—1,1,2} und Y eine Zufallsvariable mit Werten in {0, 1}. Die
(gemeinsame) Verteilung von X und Y ist in der folgenden Tabelle dargestellt:

j AT T I P(Y =)

1 1 1 7

0 | 5 |22 22

1 1| 17

12 2 8 24
vo=k | § |34

(a) Bestimmen Sie die Erwartungswerte E[X], [E[Y].

(b) Bestimmen Sie die Kovarianz C(X, Y) von X und Y.

Lésungsvorschlage:

(a) Esqilt
2 1 1 5
E[X] = '54‘(—1) 64‘2'6 5’
17 17
EVi=124=2
(b) Zunachst ist
1 1 1 2
]E[XY]f(—1)~E+1 §+2.§7§_

Daher gilt
C(X,Y)=EXY]-E[IX]E[Y] =

Aufgabe T4 (Eine obere Schranke flir die Varianz von beschrankten Zufallsvariablen)
Es seien a, b € R mit a < b und X eine diskrete Zufallsvariable mit a < X < b. Zeigen Sie:

(b—a)?
Y

V(X) <

Zeigen Sie weiter, dass "=" genau dann gilt, wenn P(X = a) =P(X = b) = 1/2.
Hinweis: Der Abstand von X zum Mittelpunkt des Intervalls ist hchstens gleich der halben Intervallbreite.

Lésungsvorschlag:
Der Mittelpunkt des Intervalls [a, b] ist %b. Da X im Intervall [a, b] liegt, gilt

a+b| b-a
x- 22 < B2 (1)

Wenn wir beide Seiten quadrieren und anschlieBend den Erwartungswert bilden, erhalten wir
2 _ )2
(X . a er b) < (b—a) .

E <
4
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Nun folgt aus den Eigenschaften der Varianz mit t = %b:

vmj:vw—nzmﬁx—nﬂ—mw;]Z
a+b
(X‘z>

< (b—a)zl
4

— WM?gE“X—ﬂﬂ:E

a+b\?
(%)
Damit Gleichheit gilt, muss in beiden Ungleichungen von (2) Gleichheit gelten.
In der ersten Ungleichung gilt genau dann Gleichheit, wenn

Insgesamt erhalten wir

V(X)<E

mmzﬁgf

gilt. In der 2. Ungleichung gilt genau dann Gleichheit, wenn in (1) IP-fast Gleichheit sicher gilt. Das bedeutet, es

muss ol b
a+ —a
P(px--%) -

gelten. Wenn der Abstand zum Intervallmittelpunkt immer gleich der halben Intervallldnge ist, muss X also mit
Wahrscheinlichkeit 1 einen Randwert annehmen:

X —

P(X = a)+P(X =b) =1.

Wir kombinieren die beiden Bedingungen und erhalten

ElX|=a-P(X=a)+b-P(X =b) = g g

— a 1—I[’(Xza) +b<—1PX b)
2 L=
—1—P(X=b)

— a(; ]P(X_b)>+b<]PX b>

= (3-P(X=b))(a—b) =0,

was aufgrund der Voraussetzung a < b genau dann der Fall ist, wenn P(X = a) =P(X = b) = % gilt.

Aufgabe T5 (Existenz von Zufallsvariablen mit kleinem Erwartungswert und groBer Varianz)
Beweisen oder widerlegen Sie: Es existiert eine nicht-negative Zufallsvariable X mit den Eigenschaften

1
< — > .
EX < 1000 und  V(X) > 1000

Lésungsvorschlag:

Eine solche Zufallsvariable existiert. Die Idee ist es, die Wahrscheinlichkeitsmasse auf méglichst wenige Punkte
(also idealerweise nur 2) zu verteilen, die zudem weit auseinander liegen sollten. Um den Erwartungswert zu
driicken, legen wir einen GroBteil der Masse auf die 0, denn dann tragt diese nichts zum Erwartungswert bei.
Konkret sei also

P(X=0)=1—p und P(X=n)=pflireinne N undeinpe (0,1).

Damit gilt ELX] = np und E[X?] = n®p, also V(X) = E[X?] —E[X]? = n’p—n?p? = n’p(1 — p).
Damit E[X] klein wird, wenn n groB ist, muss p entsprechend stark in n fallen. Beispielsweise ergeben sich
mit p = n—3 die Gleichungen EX = ﬁ und V(X) = v/n(1 — n—%) (Nebenbemerkung: Um die Bedingung zu
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erfiillen kann p = n¥ mit k € (—2,—1) gewahlt werden, da genau fiir solche Exponenten die Varianz monoton
wachsend und der Erwartungswert monoton fallend ist in n). Fur die konkrete Wahl von p gilt nun:

1 3 6
LN > — n>
E[X] < 1000 vn>10 n>108.

Wahlt man beispielsweise nun n = 108 + 1, so ergibt sich V(X) = v/108 + 1(1 — (108 + 1)~ 2) ~ 1000, 0005

und die zweite Bedingung ist ebenfalls erfillt wie gewlinscht. Man beachte, dass dann p = (108 +1)~ : ~
9,99 - 1010 gilt. Fast die gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse liegt also tatsachlich auf der 0.

Aufgabe T6 (Eigenschaften der Kovarianz)

Es existiere fUr jede der Zufallsvariablen X, Xi, ..., X», Y, Y1, ..., Ym das zweite Moment, wobei n, m € IN gelte.
Zeigen Sie fir «, g, a1, ..., an, B, b, by, ..., bm € R die folgenden Eigenschaften der Kovarianzfunktion:

(@) C(X,Y) = C(Y,X),
(b) C(X,X) = V(X),
(c) C(X+aY+b) = C(X,Y),
(d) C(aX,BY) = «pC(X,Y),
(e) C(Xi+ Xo, Y14 Y2) = C(X, Y1) +C(X, Y2) + C(Xz, Y1) +C(Xz, Y2),
\Y% (ix,) Zv J+2 ) CX, X)),
j=1 1<i<j<n

n

(Z ai X, Z b; Y) => > abC(X;,Y)).
i=1 i=1 j=1

Lésungsvorschlag:

Aufgrund der Symmetrie der Kovarianzfunktion kénnen die Beweise in den Aufgabenteilen (c), (
nur in einem Argument gefiihrt werden. Zudem ist klar, dass aus Aufgabenteil (f) auch (d) und
rechnen direkt nach mittels der Definition der Kovarianzfunktion:

d), (e), (f) auch
(e) folgen. Wir

(@ CX,Y)=E[(X—EX)(Y-EY) =E[(Y-EY)(X—EX)] = C(Y, X).
(b) C(X,X) =E[(X—EX)(X—EX)] =V(X).
(c) Hierflr verwenden wir die Linearitat des Erwartungswertes

C(X+aY+b) =E[(X+a—EX+a)(Y+b—E(Y+b))]
—E[(X —EX)(Y —EY)]
—C(X,Y).

(d) An dieser Stellte gilt

ClaX,BY) = El(aX —E(aX))(BY —E(BY))]
= aBE[(X—-EX)(Y—-EY)]
=afC(X,Y).

(e) Es ergibt sich

C(Xy +Xo, Y1+ Yo) = E[( Xy + Xo —E(X7 + X2))(( Y1 + Y2) —E(Y7 + Y2))]
=E[(Xy —EX; + Xo —EX2)) (Y1 —EY; + Y2 —EY2))]
=C(Xy,Y1)+C(Xq, Yo) +C(Xo, Y1) +C( X5, Yo).
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(f) Wir berechnen

S VY Cxx) = Y2 T

i=1 i#f i=1 1<i<j<n

(9) Hier gilt

—E ZZa,-bj(X,-—]EX,-)(Yj—IE Y,-)]

Li=1j=1

=) ) abC(X;, ).

i=1 j=1

N\
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