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Losungen zu Tutoriumsblatt 12

Aufgabe T1 (Verteilungsfunktionen diskreter Verteilungen)
(i) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion

(a) einer geometrischen Verteilung mit Parameter p € (0, 1).
(b) einer diskreten Gleichverteilung auf der Menge {n,n+1,...,n+ m} mit n,m € Nj.

(ii) Fertigen Sie zu der Verteilungsfunktion aus (b) eine Skizze an mit den Parametern n=1, m = 3.

(iii) Betrachten Sie die Verteilungsfunktion

0, x <0,

1

=X, 0<x<1,
F)=31s 1<x<3

§X+§, \X\ ]

1, 3 < x.

Es sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Zeigen Sie, dass es sich um eine Verteilungsfunk-
tion handelt und bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P (% <X<2).

Lésung

(i) (a) Wir betrachten zunachst / € IN. Dann gilt

1-(-p

—1-(1—-p/*, JeN.
—-p P

/ /
F(l) =P((—c0, )= > P({k)=p-) (1—p)=
k=0 k=0

Die Verteilungsfunktion ist fiir beliebige reelle Funktionsargumente definiert, obwohl die geometrische
Verteilung nur flr natiirliche Zahlen positive Wahrscheinlichkeiten aufweist. Flr x < 0 gilt offensichtlich
F(x)=0undflirx >0

L]
F(X)=P((—o0,x)) = Y p(1-p)f=p) (1—pf=1-(1—plI+.

Insgesamt erhalten wir also
Fx) = (1-00=p)1) 10
(b) Fur die Gleichverteilung auf {n, ..., n+ m} gilt

0, k<noderk>n+m

, keNNp.
n<k<n+m 0

m+1°

P({k}) = {
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Far | € IN ist die Verteilungsfunktion von IP dann

I 0, I<n
F()=P((~oo, 1) = Y P(k) =< =m1 n<i<n+m, IeN.
k=0 1, n+m</|

Analog zu (a) kdnnen wir die obige Funktion mit Hilfe der unteren GauBklammer auf die reellen
Zahlen fortsetzen und erhalten fir x € R

0, x| <n, 0, x<n,
F(x) = % n<|x|<n+m, ;= % n<x<m+n+1,
1, |x] >m+n, 1, Xzm+n+1.

(ii) Die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung fiir n = 1, m = 3: (an den Sprungstellen ist jeweils der rote
Punkt der Funktionswert):

Yq
1 F(x)
+ &0
+ &———0
+ &0
—— ——
3 2 4 o0 1 2 3 4 5 6 7 8 XER

(iii) Die definierenden Eigenschaften einer Verteilungsfunktion (Monotonie, rechtsseitige Stetigkeit, Xﬂnj F(x)=
0, XILm F(x) = 1) erflllt F nach Konstruktion. Die folgende Darstellung der Funktion zeigt ebenfalls, dass
die drei Eigenschaften erflillt sind:

Zudem gilt

Aufgabe T2 (Verteilungsfunktionen)
Die Zufallsvariable X sei auf dem Intervall [a, b], a < b, gleichverteilt.

(i) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von X.

(i) Es seienjetzta=0,b=1und
Y .= min{X,1— X}

der Abstand von X zum Rand von [0, 1]. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Y. Welche Verteilung
besitzt Y?

-
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Lésung

(i) Nach Vorlesung besitzt X die Dichte f(x) := ﬁ]l{a < x < bl. Fir die Verteilungsfunktion F von X

erhalten wir
X 1 05 X<a,
F(X)—J plas<t<bldl=(§=2 a<x<b,
1, b < x.

(i) Da X nur Werte im Intervall [0, 1] annimmt, kann Y nur Werte im Intervall [0, %] annehmen. Somit gelten

P(Y

N

t)=0 firt <0,

1
PY<t)=1 f[]rt>§.
Fur t € [0, 3] gilt

P(Y < x) =P(min{X,1— X} < x)
=1—P(min{X,1— X} > x)
=1—-PX>x, 1—X>x)
=1-Px<X<1—x)

1—x
:1—J 1dt

X
=1—(1—x—x)=2x.
Da2x =f=2fira=0,b= % gilt, folgt aus Aufgabenteil (i), dass Y eine Gleichverteilung auf [0, ] besitzt.
Alternativer L6sungsansatz: Fir x € R gilt nach Teil (i)

]P(Ygx):]P(X\1—X X<X)+PX>1-X,1-X<x)

=P(X<EHLX<x)+P(X >3, X>1-X)
=P (X< mln{x,z})+ (X = max{1—x, 1})
0, x <0,
x+1—(1-x), 0<x< 3,
1,1 1
2T 2 X>3
0, x<0,
={2x, 0<x<3,
1, x> 3.

Insgesamt ergibt sich wieder nach Aufgabenteil (i), dass Y eine Gleichverteilung auf [ ] besitzt.

Aufgabe T3 (Dichte mit einem Parameter )
Es sei o0 > 0 und

fix)=c-e X, x € R,
fir einen Parameter ¢ € R.
(i) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass f eine Dichtefunktion ist.
(ii) Bestimmen Sie die zu f gehérige Verteilungsfunktion F.

(iii) Es sei IP das zu f gehdrige WahrscheinlichkeitsmaB. Bestimmen Sie IP(A) und IP(B), wobei

A={xeR|2<|xl}, B={xeR||x—5|<2}.

~
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Lésung

integrierbar und
J f(x)dx =1
—0o0

gelten. Wir berechnen also das obige Integral und erhalten

) 00 0 -
J f(x)dx = C~J' e "¥dx=c (J e dx+J e X dx)
o . N )

(e o]

2c 1|
0 ()_

o 1
=c~2-J e “Ydx =2c [—Ge‘”‘] =1.

0
Somit muss ¢ = J gelten. (Beachte, dass ¢ dann insbesondere nichtnegativ ist.)

(ii) Wir berechnen die Verteilungsfunktion F mittels

Zunachst sei x < 0. Dann gilt

o 0 X _ 1 0 _ X
Fix) =3 (Jm e‘”’derJ0 e Ydy| = 5 ([e"y],oo +[—e Gy]())
=1- %e*‘”‘

Insgesamt ist also
leox x<0
F o 2 bl ~X bl
L0 {1— e %, x>0

(i) Es gilt
A= (—00,—2]U[2, )
und daher

2)+1—-F(2)
_26+1 (1 _ ;e—20'> — 9—20'-

Die Menge B kdnnen wir wie folgt umschreiben
B = (8,7).

J x)dx = J f(x)dx + Eo f(x)dx
F
1

l\)

Somit erhalten wir

Aufgabe T4 (Dichte mit einem Parameter Il)
Wir betrachten die Dichte

fir ein geeignetes ¢ € R und bezeichnen mit IP das zugehérige Wahrscheinlichkeitsmalp.

-

(i) Da eine Wahrscheinlichkeitsdichte nichtnegativ sein muss, muss ¢ > 0 gelten. Zudem muss die Dichte
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(i) Bestimmen Sie c so, dass f tatsachlich eine Dichte ist.
(i) Bestimmen Sie die zugehdrige Verteilungsfunktion.

(iii) Berechnen Sie P([3,4]).

Lésung

(i) Da f(x) > 0 far alle x € R gelten muss, muss auch ¢ > 0 gelten. Des Weiteren muss die Bedingung

erfallt sein, d.h.

Damit folgt ¢ = Z.

(i) Mit

berechnet sich F zu

[Scdt+cfie2t-3dt=c+S- (1 - e—z("—3)) =1-Je 23 x>3,
Fx) =1 [3cdt=2-(x—2), 2<x<3,
0, X < 2.
(iii) Es gilt
5 4 5 1, 1 2 1 5

Aufgabe T5 (Verteilungsfunktion von Maximum und Minimum unabhéangiger Zufallsvariablen)

Es seien Xj,..., X, n € N, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen und F;(x) := IP(X; < x) die Verteilungs-
funktion von X; flr j € [n].

(i) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von M, := 1r2a<x X.

(ii) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von my := 1@2 X;.

Lésung

(i) Esgilt

Hierbei gilt (x) wegen der Unabhangigkeit der X;.

-
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(ii) Es gilt

Fm,(x) =P(mp < x) :IP< min Xj<x> =1-P <1mjn Xj>x>

1<j<n <jgn
n n
1—J[PX>x)=1-T](1 - F(x)).

j=1 j=1

=1-P(X3 >x,...,Xn > X) )

Hierbei gilt (x) wieder wegen der Unabhangigkeit der X;.

Aufgabe T6 (Erwartungswert und Varianz der Exponentialverteilung)
Es sei Z ~ Exp(A) exponentialverteilt mit Parameter A > 0. Berechnen Sie E[Z], V(Z).

Lésung
Die Dichte von Z ist fz(u) = Ae—7‘“]1{u>0}. Mit partieller Integration erhalten wir

* A Pl Aal® [T A 1 *
E[Z] =J ure M du= [—ue* ”] +J e Mdu= [——e"”] = —.
0 o Jo A o A
Ahnlich berechnet man
2_002 —AUu Pl o —au]™ © AU _E _3
E[Z]_Jouke du—[ u‘e }0 +2J0 ue du—}\lEl[Z]—)\2

und somit V(Z) = E [Z2] — (E[Z])2 = 5.

-
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