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Losungen zu Tutoriumsblatt 13

Aufgabe T1 (Transformation von Zufallsvariablen)
(i) Es sei X ~Exp(1) und A > 0. Zeigen Sie:
%X ~ Exp(A).

(i) Essei Y ~Uq;y)undA > 0. Zeigen Sie:
—% log(1—Y) ~ Exp(A).

(i) EsseiZ~Upqyund T := e™ fiir A > 0. Berechnen Sie Dichte und Verteilungsfunktion von T.

Lésung
(i) Die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung mit Parameter y lautet

1—e Y fallst>0,
0, sonst.

Damit ergibt sich fir t > 0
P <1X < t> =P(X<At)=Fx(At) =1—e M
und far t < 0 gilt

P (;\X < t) = Fx(At) =0.

Die Behauptung folgt, da die Verteilungsfunktion die Verteilung festlegt.

(ii) Die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf (0, 1) ist gegeben durch

0, t<0,
Fy(t) =<t O0<t<,
1, t>1.

Damit ergibt sich fir t > 0
1 —At —At —At
_ _ — — > = <1— =1—
1[’( }\Iog(1 Y)gt) 1[’(1 Y>e ) ]P(Y\1 e ) 1—e 7,
da hier 0 < e < 1 gilt. Fir t < 0 folgt e > 1 und daher
1 —At
< < = 0.
]P< }\Iog(1 Y)\t) ]P(Y\1 e ) 0

Also besitzt —1 log(1 — Y) eine Exp(A)-Verteilung.
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(iii) Die Zufallsvariable Z ist gleichverteilt Gber (0, 1), besitzt also die Verteilungsfunktion

0, z<0,
Fz(z) =<z, 0<z<H1,
1, 1<z

Die transformierte Variable T = e nimmt Werte aus (1,e") an. Fir t < 1 = &0 ist daher die
Verteilungsfunktion Fr(t) = 0, fiir t > e = eM ist Fy(t) = 1 und dazwischen gilt

Fr(t) =P(T <t) =P(eM < 1) =P(Z < log(t)) = Fz(1log(t)) = Llog(t), 1<t<er
Die zugehdrige Dichte finden wir durch Differenzieren:
0 1

fr(t) = a*tFT(l‘) =3 L ctcery-

Bemerkung: Alternativ kénnten wir in dieser Aufgabe mit der Dichtetransformationsformel (Satz 19.9) arbeiten.

Aufgabe T2 (Unabhéngige Wartezeiten)

Sie stehen im Supermarkt als zweiter an der Kasse. Unter der Annahme, dass jeder Kunde an dieser Kasse
unabhé&ngig von allen anderen eine (mit A > 0) Exp(A)-verteilte zufallige Zeit bedient wird: Wie wahrscheinlich
ist es, dass lhr Vordermann mehr als doppelt so lange bedient wird wie Sie?

Lésung
Es sei X Ihre eigene zuféllige Bedienzeit und Y die lhres Vordermanns. Nach Annahme gilt X, Y ~ Exp(A) und
X und Y sind unabhangig. Daher ist die gemeinsame Dichte

foyv(X,y) = fx(x) - fy(y) =22 e ) 1{x > 0 und y > 0}

beider Wartezeiten gerade das Produkt der einzelnen Exponentialdichten. Wir interessieren uns fiir das Ereignis
{Y > 2X]}, dass lhr Vordermann mehr als doppelt so lange bedient wird wie Sie. Nun gilt

P(Y >2X) = fx,y(x,y)d(x,y)
{(x,y)ER?| y>2x}

(00

- J f.y(x,y) dy dx
0 2X

00 )
= A (J' )\e_”dy) e Mdx
2x

= u:O?\ [—e_}‘y}

o0
e Mdx
y=2x

00
= e 3Mdx
JO

— __1e—3}\x}

!

3

und diese Wahrscheinlichkeit ist sogar unabhangig von der konkreten (durchschnittlichen) Bediengeschwindig-
keit.

(o]

0

Aufgabe T3 (Additionsgesetz fiir die Normalverteilung)
X und Y seien unabhéangige Zufallsvariablen mit X ~ N(y, 02) und Y ~ N(v, t2). Zeigen Sie:

X+Y~Np+v,o?+12).
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Hinweis: Uberlegen Sie sich zuerst, dass (und warum!) Sie 0.B.d.A. 1 = v = 0 betrachten kénnen.

Lésung

Aus der Vorlesung wissen wir, dass X — i~ N(0, 0?) und Y —v ~ N(0, T2) gilt. Haben wir die Aussage also fiir
den Fall u = v = 0 gezeigt, so folgt die Behauptung durch Addieren der Konstanten. Also sei 0.B.d.A. u =v =0.
Wir berechnen nun die Dichte von X + Y mit Hilfe der Faltungsformel:

eyl = | iyt dt
1 (x—1? dt
27[\/02 2 12
ex l —%er—z dt
27:\/02 P Tz @ T2
C
1 2 x2 x \?
— — dt
vl exp( 2((’*/5 ea) += (2% >>
2
—1exp( 1X2>r° exp —10 t—i dt
21V 0212 212402 00 2 &T,i
=:d
1 (_1)(2> V2
- om/o212 P 2w +02) (¢

Fir die letzte Gleichheit wurde verwendet, dass FI exp (—éc(t— d)z) dt = 1 gilt (Integral Gber die

Dichte einer N(d, 6)-Vertellung). Wegen /¢ = V\ij% folgt daraus die Behauptung, denn wir haben am Ende

gerade
P S BN G B
v e 27(02 + 12) P\T2e2va2)

die Dichte einer N(0, 02 + t2)-Verteilung.

Aufgabe T4 (Gleichverteilte Zufallsvektoren)
(i) Der Zufallsvektor (X, Y) besitze eine Gleichverteilung auf der Menge

B:{(X,}/)E[0,1]2’)(—%<ygx+%}_
Bestimmen Sie die Dichten der Randverteilungen von X und Y. Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(i) Der zweidimensionale Zufallsvektor X = (Xi, Xo) besitze eine Gleichverteilung auf dem Einheitskreis
2= {x € R? | ||x|| < 1}, wobei ||x|| = y/x2 +x2 die euklidische Norm von x = (xy,X) € R? ist
Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von || X||.
Hinweis: Verwenden Sie Polarkoordinaten.

Lésung

(i) Zuné&chst eine Skizze:
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Bezeichne A2(B) den Flacheninhalt (d. h. das Lebesgue-MaB) von B. Die gemeinsame Dichte von X und

Y ist dann f(x, y) = ﬁ]l,;(x, y) und wir wollen zunéchst A2(B) bestimmen. Dazu sei B = [0,1]2\ B =

{(x,y)€[0,1%:y > x+ } odery < x—1}.
Der Flacheninhalt von B ist damit

2111
2 - 4
N(B)=55+55=7

und es folgt A%(B) = %. Die gemeinsame Dichte von X und Y ist also

f(x,y) = 316(x,).

Wegen f(x, y) = f(y, x) folgt, dass die Randverteilungen von X und Y gleich sind. Bezeichne mit f; die
zugehorige Dichte, die wir nun berechnen wollen.
Definiere dazu

g(x) :==max {0, x — 1} und h(x) := min{x + %, 1}.
Dannist B= {(x,y) € [0,1]2 : g(x) <y < h(x)} und somit

h(x) X+%fx dy=%.(x+1), og<x<1
ﬁ(x)—j flxy)dy = g "INy =g fer2), s x<z
g(x) Jxopfoyldy =33 —x),  z<x<1.
X und Y sind nicht stochastisch unabhangig, da f(x, y) # fi(x) - f1(y).
(ii) Flrt > 0 qilt
1
<t) = \/ X2+ x2 < mi
P(|X]| <) 7TLRZ]I{ X2+ x2 < mln{t,1}} d(xq, x2)
1 min{t,1} p27
= r dedr
7TJ0 Jo ?
min{t,1} ; 2
2" ror= 2R UE _ minge, 12
0

Aufgabe T5 (Transformationssatz fiir Erwartungswerte)
Es sei X gleichverteilt auf [0, 1] und Y := e fiir ein A > 0.
(i) Berechnen Sie die Dichte und die Verteilungsfunktion von Y.

(i) Bestimmen Sie E[Y] sowohl mit Hilfe der Dichte von Y als auch Uber die Transformationsformel (Satz
18.24).

-
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Lésung

(i) Die Zufallsvariable X ist gleichverteilt Gber [0, 1], besitzt also die Verteilungsfunktion (vgl. Aufgabe T2 von
Tutoriumsblatt 12)
0, x<0,
Fx(x)=4¢x, 0<x<1,
1, 1<x.

Die transformierte Variable Y = e nimmt Werte aus [1,e] an. Fir y < 1 = €0 ist daher die
Verteilungsfunktion Fy(y) =0, fir y > e* = M1 ist Fy(y) = 1 und dazwischen gilt

Fy(y) =P(Y < y) =P(eM <y) =P(X < 1log(y)) = Fx(1log(y)) = L log(y), 1 <y < €.

Die zugehdrige Dichte finden wir durch Differenzieren:

0 1 A
= — = —. <y< )
fy(y) ava(y) Ay 1{1<y<e'}
(ii) Der direkte Ansatz liefert
BV = [y i —Jex Ly - &
7fooy yly yf1y}\y y = X
Alternativ kdnnen wir Y auf X zuriickfiihren und die Transformationsformel anwenden:
00 1 1 e —1
E[Y] = E[eM] :J' eM - fy(x) dx :J eM . 1dx = [%e)‘x} = .
—0 0 x=0 A
Aufgabe T6 (Cauchy-Verteilung)
Die Verteilung mit Dichtefunktion
f(x) B x € R,

~ B+ (x—)?)’

heiBt Cauchy-Verteilung mit Parametern § > 0, « € IR.

(i) Es sei W ~U4). Zeigen Sie, dass T := tan(ntW) eine Cauchy-Verteilung mit Parametern § = 1 und
o = 0 besitzt.

(i) Es seien X, Y unabhangige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass % eine Cauchy-
Verteilung mit Parametern f = 1 und « = 0 besitzt.
Hinweis: Verwenden Sie dafiir die Darstellung von Folie 19.27 fiir unabhangige standardnormalverteilte
Zufallsvariablen.

(iii) Die Zufallsvariable Z besitze eine Cauchy-Verteilung mit Parametern $ > 0 und « € R. Zeigen Sie, dass
[E[Z] nicht existiert.

(iv) Berechnen Sie die Quantilfunktion einer Cauchy-Verteilung mit Parametern § =1 und o« = 0.

Lésung

(i) Aus dem Verlauf des Graphens der Tangensfunktion auf dem Intervall (0, 7t) ergibt sich fir x > 0

1 1 1 1
P(T<x) = > +P (W < 7_[arctan(x)) =5 + ;arctan(x).
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Da auBerdem T ~ —T qilt, folgt fir x < 0

Ableiten liefert die Dichte

1
fr(x) = m,

wodurch sich die Behauptung ergibt.

(ii) Sind U, V ~ U g 1) unabhéngig, so sind nach Vorlesung (Folie 19.27) die beiden Zufallsvariablen
(0,1)

v—=2InUsin(2nV), v—2InUcos(2nV)
unabhangig und standardnormalverteilt. Also gelte 0.B.d.A.
X = v=2InUsin(2nV), Y = v—2InUcos(2nV).
Dann folgt

X  sin(2nV)

v = cos(@nV) tan(2ntV) ~ tan(ntV),
wobei im letzten Schritt die n-Periodizitat des Tangens verwendet wurde. Die Behauptung folgt jetzt aus
Aufgabenteil (i).

(i) Da « ein Lageparameter ist, betrachten wir 0.B.d.A. « = 0 (warum?). Es gilt

E[X] :J x| f(x) dx

o B
>Jo X )
_B1 2, .27 _
_n[zlog([ﬁ + X )L = 0.

(iv) Wir berechnen zunachst die Verteilungsfunktion F und erhalten

x 1 1 X 1 1
F(x) = J_mm dt == [n arctan(t)} = 7;arctan(x)+§.

o0

Da diese Funktion stetig und streng monoton wachsend ist, erhalten wir die Quantilfunktion F~' als
Umkehrfunktion

F~'(p) = tan (n(p—3)), pe<(0,1).

-
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