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Losungen zu Tutoriumsblatt 14

Aufgabe T1 (ZGWS von de Moivre-Laplace)

Seien Aq, ..., Ap unabhéngige Ereignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit p.
Zeigen Sie, dass flr jedes K mit 0 < K < oo gilt

lim P (
n—oo ;

Z]I{Aj}n-p’ > K) =1.
j=1

Lésungsvorschlag:

Wir betrachten die Zufallsvariablen 1{A;}, j € [n]. Durch die Unabhangigkeit der Ereignisse Ay, ..., Aj sind auch
die Zufallsvariablen 1{A+}, ..., 1{An} unabhé&ngig. AuBerdem gilt

P(L{A}=1) =p =1-P(L{A}=0), jeln.

Wir befinden uns also gerade in der Situation des zentralen Grenzwertsatzes von de Moivre-Laplace. Fir
gegebenes K > 0 und ¢ > 0 wéhle n groB genug, sodass

K
np(1—p)

/A

gilt. Dann erhalten wir

~K Y LAY —n-p K )
=1-P < <
np(1—p) np(1—p) np(1—p)
>1-P(—-e< 21 AY—n-p < s) )
np(1—p)

Grenzwertbildung auf beiden Seiten liefert schlieBlich mithilfe des ZWGS von de Moivre-Laplace

S uA} - n~p‘ > K) >1—0(e) + O(—e).

liminf P (
n—oo
j=1

Fir ¢ — 0 folgt dann die Behauptung.
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Aufgabe T2 (Parameterabhédngiges Konvergenzverhalten)

X1, Xo, ... seien stochastisch unabhangige, je Bin (1 , %)—verteilte Zufallsvariablen. Weiter sei S, := Xy + ...+ Xp,
n €N, und x € [0,1]. Zeigen Sie:

0, a< %
||m ]P(Sn< (Xn) — %, X ==
n—oo %
1, o> PR
Lésungsvorschlag:
Wegen X; ~Bin (1, 3) ist E[X;] = 3 und V(X;) = 7.
@ Fall < %:
P(Sy<an) = P(S,—2<n 1
nx & = n 5 S %4 2
1 & 1
- ]P<nZX,-—]E[X1] < oc—z)
i=1 ———
<0
1 1
< P ( 2 Xi—EXl >3- oc) "% 0 (Schwaches Gesetz groBer Zahlen).
i=1

w Fall o>

= 1 —1P<1ZX,-—1E[X1] > a_;>
n i=1 ——
=0
> 11— P 1£X-—]E[X]> 1 =0 4
= n — I 1l 2 & > .
22%° 0 (Schwaches Gesetz groBer Zahlen)
w Fall o=}
P(Sp, < an) = JP(Sng g) - ]P(S,,—g go)
n
= P (ZX,‘—H‘]E[XH < 0)
i=1
n
= L= Xi—n EIXi] 3 0(0) = 1 (ZGWS von de Moivre-Laplace).
n W(X1) 2

Aufgabe T3 (Fehlerkontrolle)

In einer Fabrik sind 25% aller von einer Maschine produzierten Teile defekt. Bei einer Kontrolle werden insgesamt

1200 rein zufallig und unabhéngig voneinander ausgewahlte Teile kontrolliert. Wir interessieren uns fir die Zahl
X der defekten Teile in dieser Stichprobe.

(a) Welche Verteilungsannahme ist sinnvoll fiir X? Geben Sie den Erwartungswert und die Standardabwei-
chung von X an.

(b) Schatzen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 275 und héchstens 325 Teile defekt sind, sowohl
mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes als auch mit der Tschebyscheff-Ungleichung ab.
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(c) Geben Sie, ebenfalls unter Verwendung des zentralen Grenzwertsatzes, eine Schatzung fur die Anzahl
von bendtigten Ersatzteilen an, um mit einer Wahrscheinlichkeit von 96% alle gefundenen defekten Teile
reparieren zu kénnen.

Lésungsvorschlag:

(a) Weil die Teile rein zufallig und unabhangig voneinander ausgewahlt werden und jeweils mit der selben
Wahrscheinlichkeit defekt sind, kénnen wir

1200
X =) 1{,tes Teil ist defekt"}
j=1

schreiben. Es gilt dann X ~ Bin (1200, }) . Damit ist E[X] = np = 300, V(X) = np(1 — p) = 225 sowie
0:=+/V(X)=15.

(b) Mit dem zentralen Grenzwertsatz schatzt man folgendermaBen ab:

X

<X < =
P(275 < X < 325) 11’( 15 S A 15

_ P<_5<X—Em<5>

275-300 _ X—E[X] _ 325—300)

37 JV(X) 3
ZGWS 5 5
= (s)“b (—3)
5
= 20 <3) —1

~ 2-0.9525—-1
= 0.905.

Mit der Tschebyscheff-Ungleichung erhalten wir die Abschatzung

IP(275 < X < 325) =P (275 —300 < X —E[X] < 325 —300)
=P (X - E[X]| < 25)
=1-P(X—-E[X] > 26)

,_VX)
- 262
225
=1—-— ~ 0.667.
262

Bemerkung: Man kann die gesuchte Wahrscheinlichkeit natirlich auch exakt berechnen. Daraus ergibt
sich IP(275 < X < 325) ~ 0.911.

(c) Bezeichne mit s die Anzahl benétigter Ersatzteile. Wir suchen das kleinste s € IN, sodass IP(X < s) > 0.96

gilt. Wegen
— — — !
P(X<s) =P X ]E[X}gs 300 zews . (s 300 L 0.96
o(X) 15
e 37390 5-1(0.96)~ 176

15 =
<~ §2>15.1.76+300 = 326.4

ist das gerade fir s = 327 Ersatzteile minimal erflllt.

Aufgabe T4 (Bias-Varianz-Zerlegung)

Es sei X = (Xi, ..., Xn) ein Zufallsvektor, dessen Komponenten unabhangig und identisch verteilt seien zur
Verteilung Py, wobei 9 ein unbekannter Parameter ist. Weiter sei T ein beliebiger Schétzer fir 9. Zeigen Sie:

MQA7(9) = Vy(T)+ (br(9))?.
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Lésungsvorschlag:
Wir erhalten durch direkte Rechnung mit T = T(Xj,..., Xn)

MQAT(®) = Ep[(T—9)?]
= Eg[T?] — 29E[T] + 92
= Ep[T? — Ep[T1? + Ep[T]? — 20E[T] + 92
= Vo(T) + (Ep[T] —9).

Bemerkung: Fir erwartungstreue Schétzer gilt also insbesondere MQAT(9) = V(7).

Aufgabe T5 (Momentenschétzer)
(a) Es seien Xj,..., Xy ulv N(u, 02) mit unbekannten Parametern u € R und ¢? > 0. Bestimmen Sie den
Momentenschatzer (fi(x), 52(x)) basierend auf einer entsprechenden Stichprobe x = (x1, ..., Xn).

(b) Es seien Xi,...,Xn v Nb(r, p) mit unbekannten Parametern r € IN und p € (0, 1). Bestimmen Sie den

Momentenschatzer (7(x), p(x)) basierend auf einer entsprechenden Stichprobe x = (xy, ..., Xn).

Lésungsvorschlag:

(a) Wir stellen die Schatzgleichungen basierend auf den ersten beiden Momenten auf:

mi(x) =E Xi] =,

=E(, 02
mZ(X) = ugz [X1] uoz (X1)+IE (1,02) [X1] —O‘2+u2.

Der Momentenschatzer 1 fiir w ist also einfach das erste Stichprobenmoment
1 n
~n DX
j=1

Fir den Momentenschétzer fiir 6° stellen wir die zweite Schatzgleichung nach o2 um und setzen das
erste und zweite Stichprobenmoment ein:

(b) Zunachst erinnern wir uns daran, dass der Erwartungswert und die Varianz einer Nb(r, p)-verteilten
Zufallsvariablen X gegeben sind durch

Das zweite Moment ist daher gegeben durch

1— 1-p)?
EIX?) = V(X) + EXP = 1 P 21— P)
P P
Wir erhalten somit die Schéatzgleichungen
~ 1—p
my(x)=r ,
1 p
_ 1—p  o(1—p)?
me(x)=r 2 +r 2

Die erste Gleichung stellen wir nach r um und erhalten
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Einsetzen in die zweite Gleichung liefert dann

mxp 1-p  m(x)?p? (1-p)? _ m(x)
1-p  p? (1—p)2 p? p

mo(x) =

Umstellen nach p liefert den Momentenschatzer

far r.

Bemerkung: Der Parameter r der negativen Binomialverteilung muss eine nattrliche Zahl sein. Der
bestimmte Momentenschétzer erfillt dies i.A. nicht. Dies zeigt nochmal auf, weshalb in der Definition
eines Schatzers (Def. 21.1) eine Obermenge © bendtigt wird, in die der Schéatzer fir 9 abbildet. Um den
Schatzwert fur r verwenden zu kénnen, wirde man vermutlich auf die nachste natiirliche Zahl runden.
Es ist allerdings zu beachten, dass es sich i.A. bei dem gerundeten Ergebnis dann nicht mehr um einen
Momentenschatzer handelt (im Sinne der Definition aus der Vorlesung).

Aufgabe T6 (ML-Schatzer fiir die Poisson-Verteilung)

Es sei X = (Xi,..., Xn) ein Zufallsvektor, dessen Komponenten unabhangig und identisch poissonverteilt seien
mit unbekanntem Parameter A > 0.

(a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schatzer flr A.
(b) Zeigen Sie, dass der ML-Schéatzer An aus Aufgabenteil (a) erwartungstreu ist und dass fir alle € > 0 gilt

lim Py (An—Al > €) = 0.

Lésungsvorschlag:

(a) Der Maximume-Likelihood-Schatzer ergibt sich wie folgt:

a Likelihood-Funktion:

n X1+ X
_n}\}\ 1 n

AXi
LN =]]e =™ =r—.  x=(x.....%) e Nj.
i X;! ]__an1 X;!

a Log-Likelihood-Funktion:

n n
L(A) = —nA + <Z x,-) log A — log (H x,-!)
i=1 i=1
a Ableiten und Nullstellen bestimmen

dix(A) _ n YiiXi1 _ Y1 Xi
dA A n
® Maximumseigenschaft tberprifen

i, XX
= v

Also ist A = X der gesuchte Maximume-Likelihood-Schéatzer fir A.
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(b) Zunachst gilt
Ex ﬁ\n} ZEA = E\[Xi] =

Damit ist A, erwartungstreu fur A.
Die zweite Aussage folgt direkt aus dem schwachen Gesetz der groBen Zahlen.

Aufgabe T7 (Maximum-Likelihood-Schétzer)

Es seien Xj, ..., X, stochastisch unabhangige, identisch verteilte Zufallsvariablen

(a) Die Zufallsvariablen besitzen die Dichte

oAxe M, x>0,
hX) =1, X <0

wobei der Parameter A > 0 unbekannt ist. Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schatzer fiir den
Parameter A.

(b) Die Zufallsvariable Xj sei diskret mit Zahldichte

1 /9—1\K
fy(k) = (k+1)192 (19) , k € Ny,

mit dem unbekannten Parameter 9 € (1, co). Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schatzer fiir 9.

Lésungsvorschlag:

(a) Fir x = (x4, ..., Xn) € (0,00)" ist die zu maximierende Likelihood-Funktion

(A) = Hz)\x,- exp (—Ax,?) = (2A\)" - exp < )\Zx ) .Hx,-.
i=1 =

Statt die Likelihood-Funktion zu maximieren, maximieren wir die Log-Likelihood-Funktion:

I(A) =In(Lx(A)) = nln(2)) ?\Zx +Zln X).

Es ist
C%Ix(?\ ; ;X L0 = A= anz
i=
Wegen
%/xm - —Aﬁz <0,

handelt es sich bei dem Extrempunkt um ein Maximum. Somit ist der Maximum-Likelihood-Schatzwert fir
A gegeben durch

>)

(b) Fir x = (x1,...,xn) € IN{ ist die Likelihood-Funktion gerade

91 Shyx N
fo, —o (55) 7 T+,

i=1
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Die Log-Likelihood-Funktion ist daher gegeben durch

K(®) =1InLe(®) = —2nIn®) + (IN®—1) —In(®)) Y x+ > In(x+1).

i=1 i=1

Es qilt

d 2n < 1
goh(® == T 2% (3=~

D] =

> - (19—11)19 (—2n(8—1)+ZX,-> Lo
i=1

+1.
Da 5 positiv ist, gilt

d S 11
g5 ® 0 «— 9! = EZXHJ =
> i=1

d.h. I(9) ist unterhalb von £ + 1 steigend und danach fallend. Also ist 9(x) = % + 1 die (einzige)
Maximumstelle. Damit ist der gesuchte Maximum-Likelihood-Schatzer fiir & gerade

N X

1 n
— B:%;xﬂﬂ =

+1,

AV
N i

N X

=2 +1.

-
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