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Wahrscheinlichkeitsraum ﬂ("'

a Endlich viele Marktzustdnde: Wahrscheinlichkeitsraum (Q), 7, IP) mit
Q endlich und F = P(Q) (Potenzmenge). Weiter sei P({w}) > 0 fur
alle w € Q.

m Endlich viele Handelszeitpunkte: / := {0,1, ..., T}
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Stochastische Prozesse ﬂ("'

Definition 1
a) Eine Familie (X;)tes von Zufallsvariablen X; : QO — R heif3t
stochastischer Prozess.

b) Eine Familie (F};)¢c; von Teil-o-Algebren F; C F heifB3t Filtration, falls
firalle s < t, s, t € lqilt Fs C Fi.

c) Ein stochastischer Prozess (X;):c; heiB3t adapiert beziglich der
Filtration (Ft)sc), falls X; Fi-messbar ist fir jedes t € .
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Filtrationen AT

(St)tey : stochastischer Prozess, der den Preisverlauf einer Aktie
darstellt.

a ]_‘;9 = O'(So, 81 ..... St) =
={(So,..., S;)~1(B) | Bc R**" messbar }.

w (FP)ie ist eine Filtration (von Fr =: F)
u (S;) ist adaptiert bzgl. (F?)
a (]—"ts)te, nennt man auch nattrliche Filtration.
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Beispiel: Filtrationen AT

[81 (w1) = Si(wz) = Sy(w3) ]

AN
A
3
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2.1 Der Finanzmarkt

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



Finanzmarkt ﬂ(".

Q) ist endlich.

P({w}) > 0 furalle w € Q.

F ist die Potenzmenge von Q).

Filtration (F})c, ist gegeben.

Fo = {@, O} ist die triviale o-Algebra und Fr = F.
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Finanzmarkt ﬂ(".

Der Finanzmarkt besteht aus d + 1 Anlagemdglichkeiten:

a ein risikoloses Wertpapier mit deterministischem Preisprozess
(Bt) = (BO ..... BT), wobei BO =1 und Bt+1 > Bt > 0 fir
t=1,..., T.ZB.Bi=(1+r)mitr>0.

w d risikobehaftete Wertpapiere mit stochastischen Preisprozessen
(Sk)y=(Sk, ..., SK), k=1,..., d mit S¥(w) > 0 fir alle k, t und w.
Wir setzen firt =0,1,..., T

Si:=(S},..., s9).

Die Prozesse (SK) seienfiralle k =1,..., d adaptiert bezlglich der
gegebenen Filtration (77), d.h. 7 C Ft.
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Handelsstrategie ﬂ(".

Definition 2

Eine Handelsstrategie oder ein Portfolio ¢ = (¢, ..., ¢T_1) istein
R9*+1-wertiger, (F;)-adaptierter stochastischer Prozess, d.h., ¢; ist
JF-messbar und

Dabei ist
m j; = Stiickzahl des risikolosen Wertpapiers in [t, t + 1).
® o= (af,....af) und af = Stiickzahl des risikobehafteten

Wertpapiers kin [t, t+1).
Wir setzen ‘B = (‘Bo ..... ,BT—1) und « := (0&0 ..... 067'_1).
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Riickblick: Stochastik AT

Theorem 3 (Faktorisierungssatz)
Sei (Q), F) ein Messraum und X, Y : QO — R Zufallsvariablen. Dann sind

folgende Aussagen dquivalent:
a) Xist(c(Y),B)-messbar.
b) Es existiert eine messbare Abbildung h: R — R mit X = h(Y).

Ist eine Handelsstrategie (]:f)-adaptiert, bedeutet dies nach dem
Faktorisierungssatz, dass ¢ = B¢(So, - . ., St) und ak = ak(Sy, ..., St).
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Wert einer Handelsstrategie

Definition 4
Der Wert der Handelsstrategie ¢ zum Zeitpunkt t =0, ...,
gegeben durch

d
VY = BB+ Y akSf =: BBy +ar- St
k=1

AuBBerdem setzen wir V? = Br_1 Br+ar_1-St.
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Selbstfinanzierende Handelsstrategie

Definition 5
Eine Handelsstrategie ¢ heif3t selbstfinanzierend, falls

Bt-1Bt+at 1St = ptBr +ar- S
furt=1,2,..., T —1 gilt.
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Definition A ﬂ(".

Im Folgenden sei

die Menge der Investitionsstrategien in die risikobehafteten Wertpapiere.
Bei vorgegebenem Anfangsvermdgen kann jedes a € A selbstfinanzie-
rend erganzt werden.
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Bestimmung von g aus « und

Es sei AX; := X; — X;_1. Weiter sei: Aa; := (Aa],..., Aad).

Lemma 6
Sei ¢ eine selbstfinanzierende Handelsstrategie. Dann gilt

t Sn ¢ t Sn
ﬁ[:ﬁo—ZAanE:VO—ZAang
n=1 n n=0 n

firt=0,1,..., T —1, wobei Auf :=aff firk =1,....d.
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Beweis ﬂ(".

Sei t = 0. Dann ist ngﬁo+ao-%und50:vg_ao.%_

Seinunte {1,2,..., T —1}: Da (a, B) selbstfinanzierend ist, gilt
BBt +at- St =Br1Br+ar1- St
& (Br—Bt-1)Br=—(at —ar1) - St

St
ABt = —Aa;- =
< Bt Kt B,
Damit erhalten wir nun:
t t S S t S
Bt = Pot ) OPn=Ppo— ) dan-g = V] —Axo- g — ) Aun- 5
n=1 n=1 n 0 p=1 n

_ V‘P d Sn
= Vo — ) Aap: B
n=0 n

und wir haben die Behauptung gezeigt. O
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Diskontierte Preise

Definition 7
Es ist "
~ S
k. St
St = B,

der diskontierte Preis des k-ten risikobehafteten Wertpapiers zur Zeit t.
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Diskontiertes Vermogen

Lemma 8
Sei ¢ eine selbstfinanzierende Handelsstrategie. Dann gilt

vy t N
?t = Vg) + Z Xpn_1 - ASn
t n=1
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Beweis ﬂ(".

Firn=1,..., T qilt, da ¢ selbstfinanzierend ist,
Ve o vy 1 1
Bif; - B:_1 = gn(ﬁan +an-Sp) — B, (Bn—1Bn—1+ap_1-Sp1)

1 1
= E(ﬁn—15n +&pq- Sn) - T(ﬁn—1Bn—1 +tap_q- Sn—1)
n n—1

S S,_ ~
= (Bn-1—Bn-1) +ap1- (B: - B:l) =ap_1-ASh.

Daher gilt mit By = 1

VfP V‘P t V(P V@’ t .
t o 0 n n—1 _y?
—_ = — 4+ — = =V’ + &p_q-ASp,
Bt BO r; (Bn Bn—1 0 r; n—1 n

womit wir die Behauptung gezeigt haben. O
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Gewinnprozess ﬂ(".

Definition 9
Den Prozess (Gf) fir a € A, der durch G§ := 0 und

definiert ist, bezeichnen wir als Gewinnprozess von «. Es gilt dann fir
eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ = («, f):

th) 4
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Arbitragestrategie ﬂ(".

Definition 10
Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ wird als Arbitragestrategie
bezeichnet, falls

Vi =0 P(Vf>0)=1 und P(V{>0)>0.
Wir sagen, dass eine Arbitragemdglichkeit existiert, falls eine Arbitrage-

strategie existiert. (NA) bedeutet, dass keine Arbitragemdglichkeit gege-
ben ist.
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Bemerkungen ﬂ(".

a) DaP({w}) > 0 firalle w € Q, gilt:
P(V¥>0)=1% Vi(w) >0 Yw

und
P(V¥>0) >0« JweQ Vi(w)>0.

b) Fur eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ = («, B) gilt:
VA4
T _y?
By ~ Vy + GT.

Daher liegt eine Arbitrageméglichkeit genau dann vor, wenn eine
selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ existiert mit

Vi =0, P(Gy>0)=1 und P(G}>0)>0.
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Lokale=globale Arbitragefreiheit AT

Theorem 11
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) Es gibt eine Arbitragestrategie.
b) Esgibteinte {1,..., T} und einen F;_1-messbaren Zufallsvektor
n:Q — RY, sodass

P(I’]'(St—st,ﬂZO):‘l und ]P(17~(St—3t,1)>0)>0.

Beachte: n hdngt von t ab.
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Beweis ﬂ(".

a)=Db):
Sei ¢ = (a, B) eine Arbitragestrategie mit (V;”), und sei

t:=min{meN:P(Vj>0)=1und P(V} >0) > 0}.

Dannist t < T und entweder P(V,’ ; = 0) = 1 oder P(V,” ; < 0) > 0.Im
ersten Fall folgt (vgl. Beweis letzte Vorlesung)

N _ Ve v? ve

a 1-(8 -8, )=t _ =1 _ "t
Setze jetzt 7 := a;_4, und die Behauptung folgt. Im zweiten Fall setze
ni= [Xt_11{v<p1<0}. Dann ist 7 F;_4-messbar und

17
. . ve vy vy
1 (8= 80 = (g~ g ) Vw0 = B vy <0 2 0

Die linke Seite ist auBerdem mit positiver Wahrscheinlichkeit strikt positiv.
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Beweis ﬂ(".

b) = a):
Sei 17 wie in b) und definiere eine Handelsstrategie ¢ = («, ) durch

n, fallsm=t—1
Am =
0, sonst.

Dann kann a mit Vg’ = 0 selbstfinanzierend erganzt werden (siehe letzte
Stunde).

4 ~ ~
Da ;—; =1-(S5t— St_1) gilt, ist ¢ eine Arbitragestrategie. O
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Beispiel ﬂ(“.

Gegeben sei ein Finanzmarkt mit T = 2, einem risikolosen Wertpapier
mit By = By = B> = 1 und einer Aktie, die sich wie unten entwickelt.

7

So(uy, p) = 8

\. J

7

So(u1,0p) =5

\. J

/
\

\ /ksz(d1,U2)=4‘
~—

7

Sy(dy,db) =2

\.
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Beispiel ﬂ(".

Hier: Q = {uy, di} x {uo, do}. Wir priifen mit dem letzten Satz nach, ob
der Finanzmarkt arbitragefrei ist. Betrachte erst t = 1. Hier ergibt sich

S oy n(6—4)=2y falsy =u
1S - = { 1T ZRN B =

Es kann kein 7 # 0 gewahlt werden mit 17(Sy () — Sp) > 0 fur alle y;.
Sei nun t = 2. Wir betrachten den oberen Knoten

7(ur)(Sz(w, y2) — St (w)) = { Z%ZS Eg :g% i Z_ZEZB IZ”: }}2 z 52

Hier haben wir wieder verschiedene Vorzeichen. Unterer Knoten:

7(dy)(Sa(dy, y2) — S1(dy)) = { Z%ZB Eg:gg _ 17,(7?11)1) IZ:E ﬁ _ 52

Gleiche Situation. Also ist der Finanzmarkt arbitragefrei.
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2.2 Optionen
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Zahlungsanspruch ﬂ(".

Mathematisch ist eine Option durch ihre Auszahlung charakterisiert. Im
Falle einer europaischen Option findet diese Auszahlung immer zum
Auslibungszeitpunkt T statt.

Definition 12
Ein Zahlungsanspruch ist eine Fr-messbare Zufallsvariable H mit
Werten in R.

Ist H sogar F ?-messbar, so ist nach dem Faktorisierungssatz
H=h(Sy, Sy, ..., St) fur eine Funktion h.
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Beispiele ﬂ(".

w Europdische Call-Option mit Basispreis K: H = (St — K)*.
Européische Put-Option mit Basispreis K: H= (K — St)*.
m Future: Nehmen wir an, der heute festgelegte Referenzpreis eines

Wertpapiers ist K und der Liefertermin T. Dann findet aus Sicht des
Kéufers zur Zeit T die Zahlung H = St — K statt.

w Digital-Call-Option mit Basispreis K: H = 1,5 k1.
@ Down-and-Out-Call mit Basispreis K und Barriere B:

w Asiatische Call-Option: H= (St — + ©[_; Sp)™.
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Volistandige Markte ﬂ(".

Definition 13

a) Ein Zahlungsanspruch H heif3t erreichbar, wenn es eine selbstfinan-
zierende Handelsstrategie ¢ gibt mit V¥ = H. Dann heiBt (H) := V{
ein Preis von H und ¢ eine Hedging-Strategie von H.

b) Ein Markt wird als vollstdndig bezeichnet, wenn jeder Zahlungsan-
spruch erreichbar ist.
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Eindeutigkeit des Preises ﬂ("'

Lemma 14

Es gelte (NA). Dann ist der Preis rt(H) fiir erreichbare Zahlungsan-
spriche eindeutig bestimmt und damit unabhéngig von der Wahl einer
Hedging-Strategie.
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Beweis

Sei H ein erreichbarer Zahlungsanspruch und ¢ = (a, ) bzw. § =

zwei Hedging-Strategien fur H. Es folgt dann
vi H Ve

Vi +Gs =L =22 = L=V +GE

Br Br By
Wir nehmen an, dass d := V — V¢ > 0. Dann gilt

0 = VJ-VJ-Gy+GY

T T
= —d-Gi+Gy=-d— ) d,1-AS+ ) ap1-AS,

n=1 n=1

= G5 > 0.Alsoisty = (a,
Dles |st ein Widerspruch zu (NA).
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Beispiel ﬂ(“.

Gegeben sei ein Finanzmarkt mit T = 2, einem risikolosen Wertpapier
mit By = By = B> = 1 und einer Aktie, die sich wie unten entwickelt.

7

So(uy, p) = 8

\. J

7

So(u1,0p) =5

\. J

/
\

\ /ksz(d1,U2)=4‘
~—

7

Sy(dy,db) =2

\.
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Beispiel

Fur H = 1;5,>5) berechne eine Hedging- Strategie und den Prels D|e
Auszahlung der Option ist gegeben durch

So(uy, up) =8
H(U1,U2) =1

ETED

So(uy,0p) =5
H(uy, dp) =1

\ J

~\

So(dy, up) =4

\
H(di, u) =0

So(dy, dp) =2
H(dy, o) = 0

\.
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Beispiel ﬂ(".

Fir eine Hedging-Strategie ¢ = (, ) muss V¥ = H gelten. Wir
betrachten f = 2, den oberen Knoten:

8aqi(u)+p1(ur) = 1=~H(us u2)

Sai(ur) +B1(ur) = 1=H(uy, o).
Lésung: aq(uq) =0, B1(uy) = 1 und
VY (ur) =6 aq(uy) + B1(ur) = 1.Wir betrachten t = 2, den unteren
Knoten:

4o1(dy) +B1(dy) = 0=H(dy, u)
2aq(di) +B1(dy) = 0=H(dy do).

Losung: a1(dy) =0, B1(dy) = 0und V{(dy) = 0.
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Beispiel

Si(uy) =6
V1(P(U1) =1
Si(dh) =3
v (dy) = 0
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So(uy, up) =8
H(U1,U2) =1

\ J

So(ug,dp) =5
H(U1,d2) =1

\ J

~\

So(dy, up) = 4
H(d1 , U2) =0

Sy(dy,db) =2

H(d;, db) = 0
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Beispiel ﬂ(".

Wir betrachten noch t = 1:
6ag+po = 1=V(w)
S3ag+po = 0=V/(dh)

LéSUﬂgZDcO:%,‘B():—1 und V80:4[X0—|—/30 !

I
wl

Somit haben wir eine Hedging-Strategie ¢ = («, ) bestimmt, und fir den
Preis der Option ergibt sich 7t(H) = }.
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Beispiel ﬂ(".

~

So(uy, up) =8

H(U1,U2) =1
S1‘P(u1) =6 / L J
V (U‘I) = 1 ' N
1 \ So(uy,0b) =5
H(uy, dp) =1
h ‘ J
o =3

~\

So(dy, up) = 4
H(d1 , U2) =0

V1q)(d1) =0

Sidy=3 | _—
\

Sy(dy, db) =2
H(dy, dp) = 0
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