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3. Das Cox-Ross-Rubinstein Modell
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3.1 Einperiodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell
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Das Modell AT

m Essei T =1,Q = {u,d} und Fr = F die Potenzmenge von Q.
m Weiter seien By =1und By =1+ rmitr > 0.
a Wir nehmen an, dass Sy > 0 gegeben ist und

| uSy, fallsw=u,
Si(w) := { dSy, fallsw =d

fir Faktoren 0 < d < u.
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Arbitragefreiheit ﬂ(“.

Theorem 1
Gegeben sei das einperiodige Cox-Ross-Rubinstein-Modell. Dann gilt:

(NA) = d<1+r<u.
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Beweis

Offenbar gilt:

d<1i+r<u

=

=

=

d u

— <1<

14r 14-r

dSo USO

Tor <15,

dSO USO
Tr 0<0<3 7%
S1(d) S1(u)
1—|—I’_SO<O<1—|—I’_SO

S1(d)—80<0<-51(U)—80.

Egal wie wir 7 # 0 wéhlen, 3w € Q mit 5(S;(w) — Sy) < 0 und somit ist
nach dem Satz letzte Stunde Arbitrage ausgeschlossen.
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Vollstindigkeit und Preisbestimmung AT

Theorem 2
Es gelte (NA). Dann ist das Cox-Ross-Rubinstein-Modell vollstédndig.

Insbesondere ist die Hedging-Strategie flir den Zahlungsanspruch H
gegeben durch

H(u) — H(d)
(u—d)So

uH(d) — dH(u)
(u—d)(1+r)

Xpg =

und By =

und damit der eindeutige Preis 7t(H) von H

_ uH(d) — aH(u) | H(u)— H(d)

"= —aasn T w=a
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Beweis ﬂ(".

Damit ¢ eine Hedging-Strategie ist, muss zum Zeitpunkt T = 1 gelten:
VY = Bo(1+r) +a9S; = H. Da Q = {u, d}, erhalten wir

Bo(1+r) +agS;(u) = H(u),
Bo(1+4r) +agSy(d) = H(d)

und daher

‘30(1 +f) + aquSy = H(U),
‘50(1 —|—f> +060d80 = H(d)

Auflésen nach B, ag und entsprechendes Umsortieren liefert die
Behauptung.
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Bemerkung ﬂ(".

Die Preisformel kann umgeschrieben werden zu

H(u)1+r—d+H(d) 1_1+r—d
1+r u—d 1+r u—d /)’

n(H) =

Setzen wir nun g := =€ so gilt 0 < g < 1, da wegen (NA) fur die
Parameter d < 1 + r < u gilt. Dann folgt

H(w) ,  H(d)

mH) =19 1,

(1-9).

Wir definieren ein Wahrscheinlichkeitsmaf Q auf (), F7) durch
Q({u}) = qund Q({d}) = 1 — q. Also kdnnen wir schreiben

mm:EQ[H},

1+r
wobei IEq den Erwartungswert bezliglich des MafB3es Q bezeichnet.
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Bemerkung ﬂ(".

Fir den diskontierten Preis S; = % gilt

USO dSo

Eq[8i] = ]IEQ{&} = 81(1U) J(1-q) = 1+,q+1+,(1—q)

Si(d

B,
—SL+ v 4y, d
= 2o\ 7,9 1+r 14r 1+r) 141

+r—d/u—d
_S°< u_d <1+r)+1+> So = So.

Q ist das einzige WahrscheinlichkeitsmaB mit IEg[S;] = S,, denn

So = (@S1(u) +(1—-9)Si(d)) = (quSy + (1 —q)dSp),

s 14r

fuhrt auf 1 +r = qu + (1 — q)d. Diese Gleichung hat die eindeutige
Lésung g = 2.
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3.2 Mehrperiodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell
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Das Modell AT

@ SeiTeNundf=0,1,..., T-—1.
@ Seir>0undfirt=0,1,..., T—1:
Biii=(1+rB=(1+n"" By=1,

w O:= {d u}', F:= Potenzmenge von Q. Dabei ist

w= ..., yr) € Qmity; € {d,u}furte {1,..., T}.
® WahrscheinlichkeitsmaB IP mit IP(w) > O fur alle w € Q.
m Zufallsvariablen Y; : QO — {d, u} mit

Yt(w) = Yt((}’1 ..... yT)) =Vu t=1,..., T.

m Der Preisprozess S = (S;) ist dann gegeben durch

t
S=S[[Yn t=12.., T.
n=1
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Preisentwicklung ﬂ(".
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Filtration

Die Informationen im Markt werden durch die folgende Filtration
modelliert:

.7:0 = {@, Q},

Fri=0(Yy, ..., Y;) =o(Sy, ..., Si) = Ffirte {1,..., T
fTZ—f



Arbitragefreiheit

Theorem 3
Im T-periodigen Cox-Ross-Rubinstein-Modell gilt:

(NA) = d<1+r<u.
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Beweis ﬂ(".

Wir verwenden den Satz Uber die lokale Arbitragefreiheit. Sei 5 eine
Fi_1-messbare Zufallsvariable und

St St1y _ YiSt-1 St
17<Bt BH) B <(1 +1)Bt1 BH)'
Also ist v
(8 -58_1)>0 < 17(1_:,_—1)20.
1 ist unabhangig von Y;. Weiter haben £ — 1 und #j’r, — 1 genau dann

unterschiedliche Vorzeichen, wenn~d <1+r<u. Nur in diesem Fall
kann kein i gewahlit werden mit (S;(w) — St—1(w)) = 0 fur alle w € Q)
und 77(St(w) — S¢_1(w)) > 0 fur mindestens ein w. O
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Das kiinstliche WahrscheinlichkeitsmaB AT

Wir definieren Q wie folgt:

Q{w}) :=Q{(W1.,.--.¥y1)}) ==y -~ Qyr,

mit
L q falls y; = u, 1+ r—d
Qy,-—{ 1—gq, fallsy;=d, und q:= u—d
wobei wir voraussetzen,dass d < 1+r < u.
Unter Q sind die Zufallsvariablen Yj, ..., Y7 unabhangig und identisch

verteit mitQ(Y; =u) =qg=1-Q(Y; = d).
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Vollsténdigkeit und Preisbestimmung AT

Theorem 4

Es gelte (NA). Dann ist das T-periodige Cox-Ross-Rubinstein-Modell
vollstédndig. Der Preis eines Zahlungsanspruchs H ist gegeben durch

H(w H
n(H) =BoBo+aSo= ), qy .m'quE(?T):HEQ [BT:| _
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Beweis ﬂ(".

Sei H ein beliebiger Zahlungsanspruch. Der Preis von H und die
Hedging-Strategie ¢ kénnen rekursiv im Binomialbaum ermittelt werden.
Da ¢ = («, B) selbstfinanzierend ist, gilt fur t =1, ..., T

Vi = Br1Bi+a1St (1)
VP, = BBt + 1Sk (2)

Beginne mit t = T. Setze V¥ = H und fixiere hr_1 := (y1,..., Yr_1).
Dann erhalten wir

Vi(hr_y,u) = H(hr_y,u)
= Bro1(hr—1)Br +ar_1(hr_1)St_1(hr_1)u
Vi(hr_1,d) = H(hr4.d)

Br-1(hrt—1)Br +ar_1(hr_1)St_1(hT_41)d.
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Beweis ﬂ(".

Dieses lineare Gleichungssystem ist eindeutig I6sbar, und die Lésung
(0&7‘_1 , ﬁT—1) in Abhang|gkelt von hT—1 = (y1 ..... yT_1) ist

H(hr—1,u) — H(hr_1.d)

ar_1(hr_1) = Tt
Br-1(hr—1) = UH(hT1(vL‘Ij)__d;j:T(hT1,U).

Mit (2) und Einsetzen von a7_1 und Br_4 folgt dann

Ve (hr—1) = Br—1(h7—1)Br_1 +ar_1(hr_1)ST_1(h1_4)
= (M0 + (1 - @)H(hr 1. d)).

FiGr T > 1 kann der Schritt firt =T — 1, t = T — 2 usw. rekursiv
wiederholt werden. ]
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Spezialfall H = h(St) AT

Es gelte (NA) und es sei H = h(Sr). Ist ¢ eine Hedging-Strategie, so gilt

VI(St_qu) = h(Sr_qu) = Br_1(St_1)Br +a1_1(S1-1)Sr_1U
VI(Sr_1d) = h(St_1d) = Br_1(S7_1)Br +a7_1(S1_1)ST_1d.

Beachte; a7_4 und B7_1 hadngen von hr_4 nur Uber St_4 ab. Das
Gleiche gilt auch fir Vy_4:

Ve 1 (St—1) = Br—1(S7-1)Br—1 + a7_1(Sr—1)S71_1.

Durch Induktion: a;, B und V;” hangen nur von S; ab.
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Spezialfall H — h(S7) AT

Weitergilt
V(P S, u 7VqJ S, d
“t 1(St 1) {(t(1))§(111)
UV(p Si_1d —qu) Si_qu
ﬁt*1 (St71) t( : E”_) d)B;( = )

AuBBerdem erhalten wir
1

Ve 4(Set) = 15 (0 (Seaw) + (1 - @)V (S 0) ).
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Spezialfall H = h(St) AT

Corollary 5
Sei H = h(St). Dann ist der Preis gegeben durch

i
() =Tq |G| = 51 ((7)a'(t - o) h(souta™)
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Beweis ﬂ(".

a Esgilt
.
Sr=8]]Y
t=1

m Dabher ist die Anzahl der ,ups* bis zur Zeit T binomialverteilt mit
Parameter T und g.

® Die Auszahlung von H = h(St) ist also bei jeweils (I) Pfaden gleich.
m Diese Wahrscheinlichkeiten, werden hier zusammengefasst. O
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Beispiel ﬂ(".

m EsseiT=10,u=1,1sowie d=0,9und r =0,02und Sy = 100.

m Bestimme den Preis einer Call-Option mit Basispreis K = 220 zur Zeit
t = 0 sowie die Anfangsinvestition («xg, Bo) der Hedging-Strategie.

a g=0,6.
® Nurw = (u,...,u) liefert H(u, ..., u) = Sou'® — K = 39,37 > 0.
® Damit ist der Preis zur Zeitt =0

n(H) = Eq [;T} = (1 jr)mH(u ..... u) =0,195.
w V(d)=0und V! (u) = (%H)(BH(U ..... u) = 0,332.
m Loése
aoSou+ BoBy = 0,332
wgSed + BBy = 0.

@ Ergebnis: ap = 0,0166 und Bg = —1,464.
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3.3 Grenziibergang zum Black-Scholes-Modell

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26

IT



27

T

institut f Technologie.

Wir nehmen jetzt an, dass wir ein festes Zeitintervall [0, T] in n Teile der
Lange Ap := % teilen und eine Folge von Cox-Ross-Rubinstein-Modellen
mit speziellen Parametern ady, up, ry betrachten.
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Unterjahrige Verzinsung ﬂ("'

Bei einer unterjéhrigen Verzinsung wird der Zins auf die Perioden
aufgeteilt und das Kapital mehrfach verzinst. Z.B. bei halbjéhriger
Verzinsung erhalten wir fir eine eingesetzte Geldeinheit am Ende

r r
(1+5)(0+5)=0+5)?2 r>0
Bei n Perioden .
(1 +E)n—>erf[]rn—>oo.

Tatsachlich wird BZ" — ¢t bei stetigen Modellen angenommen.
Wir wéhlen r, so, dass 1 + r, = e"n ist. Dann gilt nach t Perioden

steti
Bi=(1+r)"=e™n = BtAng
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Wahl der Parameter

Wir wahlen nun folgende Parameter

In = erA” — 1,

Un = exp(O’\/An
d, = u; = exp(—0+/Ap),

wobei o > 0. Wenn n groB3 ist, gibt es keine Arbitragemdglichkeit, da gilt:

e VA <1 4, < eVhn,

29 Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



30

Preis einer Call-Option ﬂ(".

Call-Option mit Auszahlung H = h(St) = (St — K) ™. Der Preis zur Zeit
t = 0 ergibt sich mit a, := min{k € Ng : Soukd] % — K > 0} zu:

1
(1 +rp)" P

é(>

(
LG

mit g — 1+m—dn

Un*dn .

el . 2 ( )qn<1 — gn)" K (SouSd — K)

) () -t (e -

an

7k n
Qnln n_ K N\ ko  _ \n—k
> ( 1+ fn) (1 + fn)nk_za,(k) qn(1 qn) '
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Der Preis der Call-Option konvergiert gegen den T
Preis im Black-Scholes Modell

Theorem 6
Es gilt

c8S := lim C\" = Sy@(d) — Ke T®(d — oV T),

lim
n—oo

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
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Bemerkung ﬂ(".

Die Formel fiir C5 ist die Formel von Black und Scholes (1973). Hier ist
m r: Zinsrate im stetigen Modell,

m o: Volatilitat des risikobehafteten Wertpapiers. Sie gibt an, wie stark
die Anlage schwankt,

m Sy: Preis des risikobehafteten Wertpapiers zur Zeit t = 0,
m T: Auslibungszeitpunkt der Option,
m K: Basispreis.
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Beweis ﬂ(“‘

Es gilt:

- (D)) (- 82) e B ()b

Definiere g, := {25, (beachte: g, (0, 1)) und

Bnp(x) := Zn: (Z)PkU —p)"‘k, xe{0,1,..., n},

k=x

so gilt
K

Cén) = SoBpg,(an) — mBn,qn(an)-
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Beweis ﬂ(".

Offenbar ist
_n T
(M+m) "= exp(frﬁn) = exp(—rT).
Wir miissen also zeigen, dass

lim Bpg,(an) = @(d),  lim Bpg,(an) = ®(d —oVT).

n—oo

(Wir zeigen hier nur die erste Aussage, die zweite geht analog.)
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Riickblick: ZGWS von Lindeberg-Feller AT

Theorem 7
Firn e N seien Xy, .. ., Xnr, unabhéngige ZV mit IE Xp =: ppx und
0 < Var(Xnx) =: 05, < co. Wir setzen o3 := 02, +...+ 03, . Wenn

1 1 4 .
lim — ) 1 [(Xnk - ﬂnk)21{\xnrynk‘>wn}} =0, firallee>0

n—oo a'n k=1

erfillt ist, dann gilt fir Sp := Xp1 + ... + Xpr, -
a) Iimn_>o<,1P( Sn—E Sy — x) = &(x), fiir alle x € R.

v/ Var(Sp)
mita < B, so gilt

, S,—ES, B ol
n|5n0011)(a,, < N < [3,,) = o(B) — D(a).
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Beweis ﬂ(".

Sei Z, ~ B(n, Gn). Dannist By, 4,(an) = P(an < Zy < n). Weiter sei

7 . Zn— HE[ZH] _ Zn — ngn
n:= = = =
\/ Var(Zp) V/nén(1 — an)

und wir erhalten

an — ngn <7 < n(1—qn)

VNan(1—4qn) — ngn(1 — @n) o

anSZnSn ~ Xp i —

Also ist

Brg,(an) =P(ap < Zy < n) = P(ap < Zy < Bn).
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Beweis ﬂ(“‘

a Wir bestimmen ap:

log (&) — nlog(dh)

log (%:)

Soukd K —K>0 < k>

=: an.

a Weiter gilt
og (£7) = 1o vt =20\/An und log(dn) = —o\/Ap
g dn - g _0’\/7 n g n) = n

. . " 1
B limpoeo Qn = limp_—eo Gn = 3,
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Beweis ﬂ(".

Wir erhalten:
lim ap = lim M
e n=e \/nGn(1 — gn)

log (Sﬁo) — nlog(dp) — Ngn20v/An
PGl - am2ov/A
g (s%) +onvBn (1 - 28n)
n—co V/NARGn(1 — Gn)2c
log (S%) —oT(£+9%)
% T20
Analog : limp—c0 Bn = +o0. Mit dem ZGWS (Vor. sind erflllt)
im B g, (@n) = @( lim fn) — @( lim an) = B(e0) ~ ®(~d) = D(d).

Analog zeigt man, dass limp_,c Bp,g, = ®(d — o/ T). O
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Konvergenz an einem Beispiel ﬂ(“'

institut f Technologie.

0.0262

0.0260

0.0258
C(n)

0.0256

0.0254

0.0252

40 60 B0 100 120 140 160 180 200

n

Preis im Black-Scholes-Modell ist hier 0, 0264.

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



Aktienkurs im Black-Scholes Modell
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