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4. Ruckblick:
Bedingte Erwartungswerte, Martingale und Stoppzeiten

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



Bedingter Erwartungswert ﬂ("'

Sei (O, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X € L', wobei

L'":={X:Q = R: Xisteine ZV auf (Q, F,P) mit IE|X| < co}.

Definition 1
Sei X € L'. Der bedingte Erwartungswert von X gegeben B € F mit
P(B) > 0 ist

E[X|B] = HEHL)((;;B] - ]1’(18) /BXd]P.
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Bedingter Erwartungswert ﬂ("'

Sei jetzt Q) endlich und P({w}) > 0 Vw € Q. Eine Sub-¢-Algebra G von
JF kann dann immer durch eine Zerlegung von Q) erzeugt werden, d.h.
JA, ..., Ap COmit AiNA; =@ flri# jund U?,A; = Q, sodass

G=c({Ar,..., An}):{u,-erA,-fiiralleTCﬂ ..... n}}.

Definition 2
Sei Q endlichund G = o({Aq,..., An}) eine Sub-o-Algebra von F. Der
bedingte Erwartungswert von X gegeben G ist die Zufallsvariable

n
E[X|G](w) := ) E[X|A]1a(w), weQ.
=
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Beispiel ﬂ(".

Sei=1{1,..., 10}, F = Potenzmenge von Q, P({w}) = Vw € Q.
Weiter sei X(w) = w und die Sub-c-Algebra G gegeben durch
G:={0 A A° O} mit A:= {1,2,3,4}. Dann gilt

IE[X|G] = E[X|A|14+ E[X|A|1 4c,

wobei
4
E[X|A] = JP(A)/ xaw =g (L) =5
] 10 /30 1 15
o0 1 _ 10 1 19
]]E[X|A]_]P(AC) AC 6 (/_5110> 2 .
Also folgt
5 falls w € A
E[X =3 & '
[X]G](w) { 1B, fallsw € AC,

Nicole Béuerle - Finanzmathematik WS 25/26



Bemerkung ﬂ(".

IE[X|G] kann als Approximation von X verstanden werden:

Fur G = {©, O} ist IE[X|G] = [E[X] die ,schlechteste” Approximation
von X. Mit G = F gilt IE[X|F] = X die ,beste” Approximation.

Ist Y eine diskrete ZV mit Werten y4, ..., ynauf Aq, ..., Ap, d.h.

A= {w : Y((U) = y,-}, i=1,..., n,

dannist IE[X|Y] := IE[X|G], wobei G = c({A1, ..., An}).
Es gilt also IE[X| Y] = g(Y) mit g(y) := S, E[X]Y = yi]1(,, (1)
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Bedingter Erwartungswert (allgemeine AT
Definition)

Definition 3
Sei X € L' und G C F eine Sub-c-Algebra von F. Eine Zufallsvariable Z
auf (Q, F,P) hei3t bedingter Erwartungswert von X gegeben G, falls gilt:

a) Zist (G, B)-messbar,
b) [,XdP=[,ZdPfiraleAcg.

Beachte: Der bedingte Erwartungswert ist I°-f.s. eindeutig.
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Theorem 4
Bei endlichem Q) stimmen beide Definitionen (iberein.

Beweis: Sei () endlich und Z := Y7 IE[X|Ai]14
a) Z konstant auf A; = Zist (G, B)-messbar.

b) Es genligt die erzeugenden Ereignisse A; der o-Algebra G zu
betrachten:

/ Z dP
Aj

/, i]]E[X|A,-]1Aid]P - /']]E[X|A/-]dIP - /A HE[X1JAf]

P(A))
- H£X1A /Xle 0
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Lemma 5 (Eigenschaften bedingter Erwartungswerte)
Seien X, Y € L' und G, H seien Sub-c-Algebren von F. Dann git:
a) E [JJE[X|g]} = E[X].
b) Falls X sogar G-messbar ist, gilt IE[X|G]| = X.
c) Linearitdt: IE[aX + bY |G| = alE[X|G] + bIE[Y|G], fir a, b € R.
d) Monotonie: X <Y = E[X|G] <E[Y|]].
e) Bedingte Jensen-Ungl.: Sei f : R — R konvex und f(X) € L'. Dann ist
E[f(X)|G] = f(IE[X|G]).
f) Turmeigenschaft: Ist H C G, dann gilt:
E[IE[X|G][H] = IE[IE[X|H]|G] = E[X|#].
0) Messbares Ausklammern: Sei Y G-messbar und YX € L', dann gilt
E[YX|G] = YIE[X|G].
h) Wenn X unabhéngig von G ist, dann gilt IE[X|G] = E[X].
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Martingale ﬂ(".

Definition 6
Sei (X;) ein (F;)-adaptierter stochastischer Prozess mit X; € L' fiir alle
t € Ng. Der Prozess (X;) heiBt (F;)-Martingal, falls gilt:

IE[X;|Fs] = Xs flralles <t.

Der Prozess (X;) hei3t Submartingal, falls IE[X;| Fs] > X fUr alle s < t,
und (X;) heiBt Supermartingal, falls IE[X;| Fs] < X fUr alle s < t.
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Bemerkungen ﬂ(".

a) Es gendgt, die Martingalgleichung fur Zeitpunkte t,f+ 1 € INg zu
prifen, denn: seien s < t mit t — s > 1, dannist s C F;_1 C F; und

IE[X;| Fs| = EE[IE[X;| Fi_1]|Fs| = E[X;_1|Fs] = ... = E[Xs|Fs] = Xs.

b) E[Xii1|Ftl =Xt & E[Xq — Xi|F] =0.
c) Sei X F-messbar. Dann ist X; := IE[X|F;] ein (F;)-Martingal.
(Doob-Martingal)
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Beispiel ﬂ(".

Seien Xi, X, ... € L' unabhéngige ZV mit IE[X;] = 0. Definiere Sy := 0
und St := YL, X, Weiter sei Fy:= o(Xq, ..., X¢) und Fy = {@,Q}.
Dann ist (S;) ein (F)-Martingal:

m Integrierbarkeit und Adaptiertheit sind klar.

m Seit e Np:
IE[St1|Ft] = IE[St+ Xipq|Ft] = IE[St|Fi] + IE[Xp 1| Fi]
= St + E[Xp41| Fi] =St + B[ Xp14]
= 5+4+0=3S;.
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Lemma 7
Sei (X;) ein (F;)-Martingal und f : R — R eine konvexe Funktion mit
IE |f(X;)| < co firalle t € Ng. Dann ist (f(X;)) ein Submartingal.

Beweis:
Fir s < tqilt:

HE[f(Xt”]:s] > f(HE[XtU:s]) = f(Xs)-

Die Integrierbarkeit ist bereits vorausgesetzt. O
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Vorhersagbarkeit ﬂ(".

Definition 8

Ein stochastischer Prozess (X;) hei3t vorhersagbar, falls X; bereits
Fi_q-messbar ist fir alle t > 1.
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Doobsche Zerlegung ﬂ("'

Theorem 9
Sei (X;) ein (F;)-Supermartingal. Dann gilt:

Xt =M+ A, t €N,
wobei (M;) ein (F;)-Martingal ist und (At) mit Ay = 0 ein fallender Pro-

zess ist, d.h. Ay 1 < A; firt € Ng. AuBerdem ist (A;) vorhersagbar. Die
Zerlegung ist P-f.s. eindeutig.
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Faire Spiele ﬂ(".

Betrachte ein Glicksspiel: Zu den Zeitpunkten t € IN wird gespielt, und
AZt = Zt — Zt71

sei der Nettogewinn im f-ten Spiel pro eingesetzter Geldeinheit. Es sei
.F[:: (T(Zo,Z-I ..... Zt)
m Falls (Z;) ein Martingal ist, ist das Spiel fair, da IE[AZ;| F;_1] = 0,

a falls (Z;) ein Supermartingal ist, ist das Spiel unvorteilhaft, da
E[AZ;|Fe-1] <0,

a und vorteilhaft, falls ein Submartingal vorliegt.
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Faire Spiele ﬂ(".

Kénnen wir nun durch geschicktes Variieren des Einsatzes einen
positiven erwarteten Gewinn erzielen?

Sei (C;) ein (F;)-adaptierter stochastischer Prozess.
@ C;_1 = Spieleinsatz im t-ten Spiel.

® Gewinnim t-ten Spiel: C;_1AZ; = Ct_1(Zt — Z;_1).
a Gesamtgewinn bis zur Zeit t:

t
Gi:= )Y Cr1(Zn—2Zp1), Go:=0.
n=1

Falls (Z;) ein Martingal ist, wird (G;) eine Martingaltransformation von
(Z;) genannt.
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Martingaltransformation bleibt Martingal AT

Theorem 10
Seien (Z;) und (Cy) jeweils (Ft)-adaptierte stochastische Prozesse,
sodass

t
Gt = Z Cnf1(Zn_an1)r teIN,Gp =0
n=1

integrierbar ist. Ist (Z;) ein Martingal, so auch (Gy).
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Beweis ﬂ(".

m Nach Voraussetzung ist Gy integrierbar.
m Adaptiertheit ist auch klar, da (C;) und (Z;) adaptiert sind.
m Betrachte fir t € IN:

E[Gt — Gt-1|Ft-1] = E[C1(Z& — Z-1)|Ft-1]
= G+ E[(ZL—Z-1)|Fi-1] =0,

also ist die Martingaltransformation (G;) ebenfalls ein Martingal. [
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Stoppzeiten ﬂ(".

(Q, F, (Ft),P) sei ein beliebiger filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 11
Eine (F;)-Stoppzeit ist eine Ng U {o0}-wertige Zufallsvariable 7, sodass

{weQ:1(w) <t} eF firallet € Ny.
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Stoppzeiten ﬂ(".

Lemma 12

a) T isteine (F;)-Stoppzeit < {T =t} € F; furalle t € Ny.
b) Sind t,o (Ft)-Stoppzeiten, so sind min{t,c}, max{t,c} und T+ o
(Ft)-Stoppzeiten.
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Beweis ﬂ(".

a) Seit (Ft)-Stoppzeit = {t <t} € Frund {t <t—1}° € F;_y C Ft.
Also {t=t}={t<t}n{r<t-1}°e F.
Sei nun umgekehrt {t =t} € F;fliralle t € Ny. =
{t <t} =Uk<{t =k} € Ftda{T =k} € Fx C Ft.

b) Es qilt fir t € Np:

{min{r, 0} <t} ={t<t}u{oc <t} € F

{max{t,0} <t} ={r <t}n{oc <t} e F,
und damit sind min{t, ¢} und max{t, o} Stoppzeiten.Weiter gilt:

{t+o<t}= O{r:k}ﬂ{agt—k}eﬂ,
k=0

woraus folgt, dass 7 + ¢ eine (F;)-Stoppzeit ist.
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Beispiele ﬂ(".

a) Eine konstante Zeit T = f; € INy ist eine Stoppzeit, da

{lwe:it(w)<tl={weQ:f{h <t} {Q 0}

b) Sei (S;) ein (F;)-adaptierter Preisprozess. Dann ist fir b € R
T:= inf{l‘ €Ng: St > b}

eine (F)-Stoppzeit, da {t < t} = Ux<{Sk > b} € Fi.
c) Sei (S;) wie in b). Definiere T := argmax;—g . 7 St. T isti.A. keine
Stoppzeit.

.....
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Doob’s Stopping Theorem ﬂ("'

Theorem 13
Sei T eine beschrénkte (F;)-Stoppzeit und (X;) ein (Ft)-Martingal. Dann
ist X¢ integrierbar und IE[X;] = IE[Xp].
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Bemerkungen ﬂ(".

a) Den letzten Satz kann man auch auf ein Supermartingal (X;)
anwenden und erhalt dann IE[X;| < IE[Xp].
b) Die Annahme, dass die Stoppzeit T beschrénkt ist, kann durch eine
der beiden folgenden Bedingungen ersetzt werden:
m (X;) ist f.s. beschrénkt (d.h., es gibt ein C mit P(|X;| < C) = 1 fur alle ¢)

und 7 ist f.s. endlich, d.h. P(t < o) = 1.
® [E7 < cound es gibt ein C mit P(|X; — X;_1| < C) =1 firalle t.
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Umkehrung von Doob’s Stopping Theorem ﬂ("‘

Lemma 14

Sei (X;) ein (F)-adaptierter stochastischer Prozess mit X; € L' fiir alle
t € Ng. Fir jede beschrénkte Stoppzeit T gelte IE[ X:] = IE[Xp].

Dann ist (X;) ein Martingal.
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Beweis ﬂ(".

Seien 0 < s< tund A € Fs. Dannist T := t14 + s1 4c eine beschréankte
Stoppzeit und es gilt

E[Xo] = IE[X:] = [E[Xs1ac + Xe1a] = IE[Xs1 gc] + E[X14].
Da ¢ = s auch eine beschrankte Stoppzeit ist, gilt

IE[Xo] = IE[Xs] = IE[Xs1c + Xs14] = IE[Xs1 c] +IE[Xs14].
Daher qilt fir alle A € Fs:

E[X14] = E[Xs14], d.h. //'\x,dnv:/;‘xsdu)

und damit IE[X;|Fs] = Xs . O
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c-Algebra der t-Vergangenheit ﬂ("'

Definition 15
Sei T eine (F;)-Stoppzeit. Die o-Algebra der T-Vergangenheit ist

Fr={Ac F: An{t <t} e F; furalle t € Ng}.
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c-Algebra der t-Vergangenheit

Lemma 16

a) Flir eine Stoppzeit T ist F; eine c-Algebra.
b) Seien o, T Stoppzeiten mito < t. Dann gilt F C Fx.
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Beweis

a)

Offenbar ist @ € F;. Sei A € F+. Dann ist
An{t<t}=(An{t<th)n{r <t} e F,

also ist A° € F;. SchlieBlich folgt mit Ay, As, ... € F; auch, dass
(UAk> N{r<ty=JAn{t<t}) e F,
k k

also ist UkAx € Fr.
Sei Ae F,.Dannist An{c < t} € F;. Wegen ¢ < 7 gilt
An{t <t} =An{oc<t})n{r <t} € Fr

Also folgt A € F=.
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Lemma 17
Sei (X;) ein (F;)-adaptierter stochastischer Prozess und T eine
(Ft)-Stoppzeit. Dann ist X; messbar beziiglich F.
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Beweis ﬂ(".

Zu zeigen ist: {X; € B} € F; fur alle B € B. Nach Definition von F ist
dies &quivalent zu

{XreBin{r<tle Fy & O{XSGB}M{T:S}EE,
s=0

was wegen Fs C F; flr s < trichtig ist.
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Doob’s Optional Sampling Theorem ﬂ("‘

Theorem 18
Sei (X;) ein (F;)-Martingal und seien t, o beschrénkte Stoppzeiten mit
o < 1. Dann gilt

E[X:|Fo| = Xo

und daher IE[X;] = IE[X;]. Ist (X;) ein Sub- oder Supermartingal, dann
gelten die entsprechenden Ungleichungen.
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Beweis ﬂ(".

T, 0 beschrankt = 3T € N, sodass 1(w), c(w) < T flr IP-fast alle w.
Wir zeigen zunachst: X; = IE[X7|F:|. Dazu genlgt, fir alle A € F: zu
zeigen, dass IE[X71,4] = IE[X:14]. Da {t =t} N A € F;, folgt:

.
E[X:14 = Y E[Xlr_pnal = ZHE[ (XTI Fi]1 (o= t}ﬂA}
=0
T
Y E[Xr1r_py1al = E[X714].
=0

Die gleiche Aussage gilt fiir . Damit erhalten wir:

Xo = E[X7|Fo) = E | E[X7| F)| Fo]| = E[X| Fo).
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