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5. Arbitragefreiheit und aquivalente Martingalmaile
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MartingalmaB ﬂ(".

Sei Q) endlich und P({w}) > 0 fir alle w € Q. (F}) sei eine Filtration mit
Fo = {2,Q} und Fr = F = die Potenzmenge von Q).

Definition 1

Ein WahrscheinlichkeitsmaB3 Q auf (QQ, F, (F;)) heiBt Martingalmal3 oder
risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaf3, falls die diskontierten Preispro-
zesse (SF) furalle k =1,..., d, (Ft)-Martingale bezlglich Q sind.
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MartingalmaB

M = {Q ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (), F) : Q ist ein MartingalmaB }
M* := {Q € M : Qistidquivalent zu P}
= {QeM:Q{w}) >0 Vwe Q}.
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MartingalmaB CRR-Modell

Wir betrachten zunachst das Cox-Ross-Rubinstein-Modell unter der
No-Arbitrage-Bedingung d < 1 + r < u. Dort hatten wir definiert:

Q({w}) =Q({ ..., ¥7)}) = Qyy - Gy

wobei w = (yy,..., y7) € {u,d}" und

q falls y =u
Qy:{1_q

fallsy = d
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MartingalmaB CRR-Modell AT

Theorem 2
Im Cox-Ross-Rubinstein-Modell gilt unter (NA):

a) (8y) ist ein Q-Martingal, d.h. Q € M.
b) Q ist das einzige Martingalmal3, d.h. |M| = 1.
c) Q ist dquivalent zu IP.
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Beweis
Es gilt
Eq[Si1 | Fil = [Eq {Y;;St | }-t]
= Bi:1 Eq[Yi1 | Fi]
St

St
= Eq[Yii1] = & -
B, el =5 137

Dabei ist zu beachten, dass 1 (ug+ d(1 —q)) = 1.

(ug+d(1—q)) =St

b) Notwendigerweise muss IEq[Y;1 | Ft] = 1 gelten. Daflir gibt es nur

eine Moglichkeit.
Fir c) beachte, dass g € (0, 1).
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Uberlegungen in allgemeinen Méarkten

Theorem 3
SeiQ € M und ¢ = (a, B) eine selbstfinanzierende Handelsstrategie.

14
Dann ist der diskontierte Vermdgensprozess (‘g) ein Q-Martingal.
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Beweis

Da ¢ selbstfinanzierend ist, gilt
t(p ¢ 4 J K
— 1)
B Vi + Gt =V +/; Z _ASE
‘P
Also ist < ) eine Summe von Martingaltransformationen der

Q-Martingale (SF) und damit ebenfalls ein Q-Martingal.
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Charakterisierung M

Theorem 4
Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (Q), F). Dann gilt

a) Q e M & fiirallex € A gilt: TEg[G5] = 0.
b) M* £ @ = (NA).
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Beweis

Teila)" = ": 5

Sei Q € M. Esfolgt: IEq[a;_1 - ASt|Fr_4] =0fart=1,...,

Wegen y 5
Eqlat—1-ASt] = Eq[Eqlat—1 - ASH|Fi-1]] =0

folgt damit
-

]]EQ[GDH = ]]EQ [ Z Kp_oq - Agt} =0,
t=1

was der Behauptung entspricht.
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Beweis ﬂ(".

Teila)” <":Seine {1,..., Thke{t,..., d}und B e Fp_;.
Definieren damit Handelsstrategie &« = (a;):

ok i=1p, ol =0fir(jt) # (k,n—1).
Dann ist « € A. AuBerdem gilt G% = 15AS¥, und
0 = IEq[G%] = [Eq[15ASK].
Da 1g auch F,_1-messbar ist, gilt
0 = Eq[Eq[15A8%| Fo_1]] = Eq[15Eq[ASE| Fo i)l

Wahle B := {IEq[ASK|F,_1] > 0} bzw. B := {I[Eq[ASK|F, 4] < 0}.
Dannist B € F,_ 1 und Q(B) =0, d.h., fir alle n und k gilt

Eq[ASK|Fn 1] =0, Q- f.s,
also Q € M.
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Beweis ﬂ(".

Teil b):
Sei Q € M*. Wegen (NA) qilt fir alle selbstfinanzierenden ¢ = (a, p):

Gr>0 = Gf=0.

Aus Teil a) folgt: IEq[GF] = O fur alle a € A. Ist aber G§ > 0 muss hier

X ,
T = 0 sein. O
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Trennungssatz ﬂ(".

Definition 5
K C R" heiB3t konvex, falls Vx,y € K, A € (0,1) gilt: Ax+ (1 —A)y € K.

Theorem 6
Sei K C R" nichtleer, abgeschlossen und konvex und Z ¢ K. Dann gibt
es eine lineare Abbildung f : R" — R und einy € R, sodass

f(x) <« firalle x € Kundf(Z) > 1.
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Beweis ﬂ(".

Sei 0.B.d.A. Z = 0 und betrachte
B :={xeR":|x| <r}.

Wahle r so, dass K N By # @.Sei x* := argminycknag, || x||. Wegen 0 ¢ K
ist ||x*|| > 0. Sei nun x € K beliebig. K konvex = ax + (1 —a)x* € K fur
alle « € [0, 1] und nach Definition von x*:

lax + (1 = a)x* |2 > [ x|
S (ax+(1—a)x*) (ax+ (1 —a)x*) —x*-x* >0
& a®(x—x*) (x—x")+2a(x—x*)-x* >0
& alx—x*) - (x=x")+2(x—x*)-x*>0.

Mit « | 0, folgt fir x € K: (x — x*) - x* > 0, d.h.
—x-x"<—(x*)-x*<0, xeK.
Wahle v := —x* - x* und f(x) = —x - x*, so folgt die Behauptung. O]
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Vorbereitung des ersten Hauptsatzes

Da Q) endlich ist, kbnnen wir annehmen, dass Q = {wy, ..., wm}.
Interpretiere eine ZV X auf Q) als Vektor, also (X(w1),..., X(wm)) € R™.
FUr X(wj) schreibe auch X;. Betrachte

L= {XelRm:X,-: GY(w;) firi=1,....m und«xEA}.

Da Gf linear in « ist, ist L ein linearer Unterraum des R™, der
abgeschlossen und konvex ist. Weiter sei

C:= {XG]Rm:X§ Y fiir ein YGL}.

Die Menge C ist ein abgeschlossener und konvexer Kegel.
Der Markt ist arbitragefrei < LNRT = {0} bzw. CNRT = {0}.
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Vorbereitung des ersten Hauptsatzes

Lemma 7
Fir jedes Z ¢ C gibt es ein Q € M mitIEq[Z]
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Beweis ﬂ(".

C abgeschlossen, konvex und Z ¢ C = (Trennungssatz) 3 f(x) = a- x
und v € R, sodass

m m
Z aiH <y < 2 a;Z;, foralle He C.
i=1 i=1
Aus 0 € C folgt insbesondere, dass
m
0<) az.
=1
Mit H € Cist auch nH € C fiir alle n € IN, da C ein Kegel ist. Damit gilt

m
nZa,-H,- <.

i=1
Da v < oo folgt, dass Y/  a;H; < 0. Also kénnen wir y = 0 wahlen.
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Beweis

Betrachte nun 1{ A% Es ist — { }< 0

< GY. Also ist =1,y € CVi.

(Trennungssatz mity =0) —g; < Ofuralle/ Somit gilt

2 aj >
i=1

0,

da (a;) # 0 wegen 0 < Y/ ; a;Z;. Definiere

Q({wi}) ==

Wir zeigen Q € M. Beachte, dass G5

’

a2
1
211

Eo[GY] =

Eq[-G7] =
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Zj 1a/

= GF" € C Va € A gilt. Somit
Z a;G%(w;) <0

Za/Gﬂ;' wj) <

J i
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Beweis ﬂ(".

Zusammen folgt also IEq[GY] = O fir alle «.
Also folgt (Theorem 5.4) Q € M.
AuBerdem gilt noch

und die Behauptung ist gezeigt. O
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Bemerkungen ﬂ(".

Mithilfe der Menge L kann M auch wie folgt charakterisiert werden:
QeM & Eg[X] =0, firalle X € L.
Aufgrund der Definition von C gilt auch:

QeM & IEg[X] <0, firalle X € C.
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Erster Hauptsatz der Preistheorie

Theorem 8
Der Markt ist arbitragefrei < M* # @.
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Beweis ﬂ(".

" <" Theorem 5.4. Wir miissen also nur noch ” =" zeigen.

Der Markt sei also arbitragefrei, d.h. CNRT = {0}.
Insbesondere gilt 1., ¢ C fir alle w € Q.

Letztes Lemma = 3Q., € M mit [Eq,, [1{.1] = Quw({w}) > 0.
Definiere neues Wahrscheinlichkeitsmaf3 durch

Q) = 7 - Qullwh)

@ Esgilt: Q({w}) > 0flralle w € Q.
Da Q eine Konvexkombination von Q,,, € M ist, ist Q € M.
a Alsoist M* # @. O
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