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6. Vollstandigkeit und aquivalente Martingalmalf3e
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Zweiter Hauptsatz der Preistheorie ﬂ("‘

Theorem 1
Es gelte (NA). Der Markt ist vollstdndig < |M*| = 1.
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Beweis ﬂ(".

" =" : Der Markt sei vollstéandig.

m Wegen (NA) gilt nach dem ersten Hauptsatz M* # @.
Seien Q1, Qo € M* beliebig. Zu zeigen: Q1 = Qo.

Sei H ein beliebiger Zahlungsanspruch und ¢ = (a, B) eine
zugehdrige Hedging-Strategie (ex. wegen der Vollstandigkeit).

Dann gilt 4= = Vg + GY.

Es folgt (Theorem 5.4) [Eq, [G}] = [Eq,[G5] = 0.
Also ]]EQ1 [H] = ]]EQ2 [H]

Da H beliebig ist, folgt Q1 = Q2 und |[M*| = 1.
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Beweis ﬂ(".

< " : Der Markt sei jetzt nicht vollstédndig. Zu zeigen ist |[M*| > 1.
Sei nun

L::{XERm:)(i:C+G"7‘—(w;) firi=1,..., m,CEIRundocEA}
L ist ein linearer Unterraum des R™.Wegen (NA) gilt M* £ @.

SeiQ e M*und Q({w;}) =:q;,i=1,..., m.
Fir Zufallsvariablen Z, Y auf Q) betrachten wir das Skalarprodukt

m
<ZY >= HEQ ZY ZZ,Y,q,
Nach Voraussetzung existiert ein nicht erreichbarer Zahlungsanspruch

H, d.h. Bﬂr € R™, aber B—HT ¢ L. Damit ist L ein echter Unterraum des R
und das orthogonale Komplement L+ ist nicht trivial.
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Beweis ﬂ(".

Also existiert ein Z € L+, Z # 0, mit

m
<Z Y>=) ZYq =0firaleY e L
i=

Da (1,..., 1) € L, gilt /"y Z;g; = 0. Wir definieren nun ein weiteres
WahrscheinlichkeitsmaB Q' # Q und zeigen Q' € M?*, also die
Behauptung. Sei

Q) = (145757 ) @ i= T

wobei ||Z|| = max{|Z;] : 1 < i< m}. Dann folgt, dass Q' # Q.
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Beweis ﬂ(".

AuBerdem ist Q' ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q), F), da
Q' ({w;}) > 0 fiuralle wj € Q und

Q) = Z(1+Z’ >q~—mq-+m< < )q-
- 2z} 57 m A\l

i=1 =1

1 m
+ =) Zigi=1.
2ljz]] &2

Il
—

Insbesondere gilt Q' ~ IP. Noch zu zeigen: Q' € M.
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Beweis ﬂ(".

SeinunY = (¢ + G} (wy), ..., ¢+ G%(wm)) € L beliebig. Dann gilt
m

c+Eg(Gr] = EglY]=)_ YQ({w})
i=1

vi(14+ -4 -—£Y~+£Y~ Z\g
! ZHZH ql - Iql = I 2HZH ql

i=1

I
s

1 m
= ; Yigi + M’; YiZiq; = Eq[Y]

= Eglc+GY =c

Daher gilt IEy [G%] = O firr alle &, und es folgt, dass Q" € M. Da Q' ~ P
ist, gilt auch Q" € M*. O
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Alternative Charakterisierung der ﬂ(“‘
Volistandigkeit

Theorem 2
Es gelte (NA), und es sei Q € M*. Der Markt ist vollstdndig < jedes
(Ft)-Martingal (M;) unter Q besitzt eine Darstellung der Form

t
Mi=Mo+ Y anq1-AS; t=0.1,..., T
n=1

fir einen (F)-adaptierten Prozess («).
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Beweis ﬂ(".

" =" : Der Markt sei vollstandig, und (M;) sei ein (F;)-Martingal unter
Q. Dann ist H := My By ein Fr-messbarer Zahlungsanspruch.
Da Markt vollstandig , existiert ein selbstfinanzierendes ¢ = («, §) mit

P

V.
Vi=H bsz—; = Mr.

Also gilt mit der Voraussetzung und da (V! B, ") ein Martingal unter Q

vy H
?tt:HEQ [Elfr} = Eq[Mr | Fi] = M;.
Und mit 0 .
V -
Ft = VO(P + G’X - V(;P + Z an71 . ASn,
t n=1

folgt die Martingaldarstellung.
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Beweis ﬂ(".

<" : Es gelte jetzt die Martingaldarstellung. Sei H ein beliebiger
Zahlungsanspruch und definiere

M,:—]IEQ[:Tm] t=01,...,T.

Dann ist (M;) ein (F;)-Martingal unter Q und V{ := My € R. Es existiert
also ein Prozess (a;) mit
V§”

M; = M0—|—206n1 ASn—Mo—JrGa*B
t

n=1

9
Insbesondere gilt B—"’T =Mr = g—;, und damit folgt die Vollstandigkeit. [
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Bestimmung von Martingalmaf3en
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Bestimmung von MartingalmaBen ﬂ("'

QZ:Q1X...XQT

Yf(w) =Vt fir w = (}/1 ..... yr) e
hi = (y1,---, y¢) = Vorgeschichte zur Zeit ¢
]:f = U(Y1 ..... Yl‘) :>St:St(Y1 ..... Yf)

Jedes Wahrscheinlichkeitsmaf Q auf (Q), F) I&sst sich schreiben als:

Q{w}) = a1(y1)q2(y2ly1) - - . qr(yrlhr—1).
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Bestimmung von MartingalmaBen ﬂ("'

Unter Q € M muss gelten:
Eq[ASK|F; 4] =0, firallet=1,..., Tundk=1,....d.

Nach Definition des bedingten Erwartungswertes heil3t das:
0 = /AAS#dQ fiiralle A € F;_4 und t und k
& 0 = Y ASf(h1.y)qYlh—1) . ()

ye,
firalle t, k und h;_1.
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Bestimmung von MartingalmaBen ﬂ("'

Daher kann man ein Q € M bestimmen, indem man firt=1,..., T die
g:(y|hs_1) aus folgenden LGS berechnet:

Y. a(ylh—1)ASf(h_1,y) =0, k=1,..., d
yeQy

Y. a(ylh—y) =1.

Ye

m Das LGS hat (d + 1) Gleichungen und |Q);| Unbekannte. Die Lésung
ist eindeutig, wenn (ASK(hy_1,y),y € Q) und (1,..., 1) € RO
linear unabhéngig sind und d + 1 = |(|.

m Giltauch g:(y|h;_1) > 0, so ist sogar Q € M*.

a Im CRR-Modell gilt |Q¢| =2. ((d/(1+r)—1)x, (u/(1+r) —1)x)
und (1, 1) sind linear unabhangig, falls d < 1+ r < u. Also |M*| = 1.
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Beispiel 1

Gegeben sei ein Finanzmarkt mit T =2, By = By = B, = 1 und

=
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Si(u1) =6

Si(dh)

3

/\

/\

So(u, up) =8

~
\ J

So(u1,0p) =5

So(dy, up) =4

r

Sy(dy, db) =2

\

WS 25/26



Beispiel 1 AT

Hierist O = {uy, di} x {2, do} und Q({y1,¥2}) = q1(¥1)G2(¥2l¥1)-
Betrachten wir t = 1, so ergibt sich:

a1(ur)(6—4)+qgi(dy)(3—-4) = 0
gi1(u) +a1(dy) = 1.

Als Losung erhalt man gy (uy) = 3, q1(dy) = &.
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Beispiel 1 AT

Betrachten wir den oberen Knoten flr t = 2, so bekommen wir:

Qo (u2]ur) (8 — 6) + G2(ck| 1) (5-6) = 0
Q(U2|uy) + go(da|uy) = 1.

Die Losung ist hier go(uz|u1) = 3, go(db|uy) = §. Betrachten wir den
unteren Knoten fur t = 2, so ergibt sich:

Qo (Us|01) (4 —3) + go(db|di)(2—-3) = 0
Go(Up|dy) + go(da|dy) = 1,

mit Losung go(Uz|dy) = %, go(db|dy) = 3. Daraus erhalt man insgesamt
Q({ur, te}) = g1 (ur)qa(uz|ur) =

Q({di t2}) = q4(dy)qe(Up|dy) =

Q({u1,do}) = g1(U1)g2(da|uy) =

Q({di do}) = g1(d1)q2(db|dy) =

W= ©Ol=
W= oI
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Beispiel 2 AT

Wir andern das vorige Beispiel etwas ab:

[32(U1.U2) =8 ]

Sy ( [82(u1,m2):7]

So(uy,db) =5

=

So(di up) = 4

S1(

2
S—
I
w

/N /IN

So(dy, do) =2
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Beispiel 2 AT

w Hierist O = {uy,di} x {uz, mo, d>}, wobei P({dy, m>}) = 0. Es muss
also auch Q({dy, m>}) = 0 gelten.

a Alternativ entfernt man das Element aus dem Grundraum.

@ Nur das LGS zur Zeit t = 2 im oberen Knoten &ndert sich:

G2 (U2|u1)(8 —6) + Go(ma|uy)(7 — 6) + g2(d|ur)(5—6) = 0
Go(Uz|uq) + qo(ma|uy) + Go(dafuy) = 1.

m Als Lésung ergibt sich
D (U|ur) = g, go(mo|ur) = 5 — 39, g2(db|ur) = § + %4, wobei
g € (0, %) sein muss, damit go(-|-) € (0, 1) ist.

Der Finanzmarkt ist also arbitragefrei aber nicht vollstandig.
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Beispiel 3

Karlsruher Institut fur Technologie

Gegeben sei ein Finanzmarkt mit T = 1, By = By = 1 und zwei Aktien:

Sl(u) =10, S?(u) =15

J

[53—5, s§—1o]

/

Sl(m) =5, S2(m)=8

N

J
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Sl(d) =2, $2(d) =12

~
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Beispiel 3 AT

Hier ist QO = {u, m, d}. Betrachten wir T = 1, so ergibt sich das LGS:

|
o

q(u)-(10-5)+q(m)-0+q(d)-(2-5)
q(u)-(15—10) +qg(m)- (8 —10) + q(d) - (12 —10)
q(u) +q(d)+q(m) = 1.

I
o

Lésung: 5 05 o
Q({u}) = 7.QUm}) = 77.Q({d}) = 7

Da das lineare Gleichungssystem eindeutig I6sbar ist und Q({w}) > 0
fur alle w € Q) qilt, existiert hier genau ein dquivalentes Martingalma.
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