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7. Risikoneutrale Bewertung von Zahlungsansprichen
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Risikoneutrale Bewertung ﬂ("'

Voraussetzung: Finanzmarkt ist arbitragefrei.
Fo=1{2,Q}.
Fr1 = F = Potenzmenge von Q.

Preis 7t(H) zur Zeit t = 0 eines erreichbaren Zahlungsanspruches H
ist gerade das Anfangsvermégen einer Hedging-Strategie.

m Ist ¢ eine Hedging-Strategie fur H, so gilt Vt"’ = Preis von H zur Zeit t.

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



Eindeutigkeit des Preises ﬂ("'

Lemma 1
Fiir jeden erreichbaren Zahlungsanspruch H und fiir selbstfinanzierende
Strategien ¢ und ¢ mit V¢ = H = V¥ gilt:

vy =V, firallet € {0,..., T}.

i (H) == Vt"’ ist also der (eindeutige) Preis des Zahlungsanspruchs H
zur Zeit t.
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Beweis ﬂ(".

Markt ist arbitragefrei = HQ € M*. Die diskontierten Vermdgens-
¢
prozesse (‘g ) und ( ) sind Q-Martingale. Also folgt fur t:

Ve ve H 74 VY
Y T _ s _ T _
B Eq BT’]:t Eq [BT’E] Eq BT’]:t B

Diese Gleichung gilt fir alle w € ), woraus die Behauptung folgt.
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Risikoneutrale Bewertungsformel ﬂ("'

Theorem 2
Sei H ein erreichbarer Zahlungsanspruch. Dann gilt fiir den Preis von H
zur Zeit t

H
m¢(H) = BtEqg [BT‘FT}

fir alle Q € M*. Insbesondere ist rt;(H) unabhéngig von der Wahl von
Q € M~
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Beweis ﬂ(".

Da H erreichbar ist, 3¢ = ) mit H = V“” Wegen (NA) gilt M* # @.
Sei Q € M*. Es folgt, dass <B’) ein Q-Martingal ist. Daher gilt

Ve H
7i(H) = V¢ = B Eq B—)ft — B Eq [Br’ﬂ]

und die Behauptung ist gezeigt. O]
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Spezialfall t — 0 AT

Corollary 3

Sei H ein erreichbarer Zahlungsanspruch. Dann gilt fir den Preis 7t(H)
von H zur Zeitt = 0:

o5 §]

fur alle Q € M*.

Beweis: Die Behauptung folgt wegen By = 1 und Fy = {@, Q} sofort aus
dem letzten Satz.
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Bemerkung ﬂ(".

Vorgehen in der Praxis: Zerlege H in einfachere Teile. Sei z.B.
H = A{H; + AxH», wobei Hy und H, jeweils erreichbar sind, mit

H; i S
B—;:Vé—kG"}’, i=1,2.

Dann gilt fir & := Ayaq + Apaz und Vg := A4 V] + A2 V2 die Gleichung
H (X

H ist also erreichbar, besitzt den Preis 7w(H) = Aq7t(Hy) + Aot(He) und
& = Aqaq + Asas kann zu einer selbstfinanzierenden Hedging-Strategie
erganzt werden.
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Put-Call-Paritat
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Put-Call Paritat: Portfolio A

Aktion zur Zeitt =0

Auszahlung zur Zeit t =T

Kaufe einen Call
Investiere KB;1 in das risikolose WP

(St—K)*
K

Kosten: C + KB
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Put-Call Paritat: Portfolio B

Aktion zur Zeitt =0

Auszahlung zur Zeit t =T

Kaufe einen Put
Kaufe eine Aktie

(K—=87)*
St

Kosten: P+ Sy

Gesamt: (K — St)™ + St

Die Auszahlungen von Portfolio A und B sind zur Zeit T gleich:

(ST— K)Jr + K= max{K, ST} = (K— ST)+ + St.

Also miissen die Preise der beiden Portfolios zur Zeit t = 0 gleich sein.
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Put-Call Paritat

Theorem 4
Es gilt die sogenannte Put-Call-Paritat:

C+KB;' =P+ 8.

Allgemeiner gilt zur Zeit t:

B
Ci+ K=t =P+ S;.

Br
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Spreads AT

institut f Technologie.

Ein Spread kombiniert zwei Call- oder zwei Put-Optionen mit verschiedenen Rest-
laufzeiten (Horizontal Sp.) oder Basispreisen (Vertical Sp.) auf die gleiche Aktie.

Netto — Ausz.
77:587’ T s m -

Ko Aktienkurs St
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Exotische Optionen ﬂ(".

Puts und Calls werden auch Plain Vanilla-Optionen genannt.
Standardbeispiele fiir exotische Optionen sind

a) Up-and-in-Call-Option
HCH]]I — (ST - K)+, faHS maXOStST St 2 B’
Ui 0 sonst .

b) Up-and-out-Call-Option
Hcall — 0, falls maXOStST St Z Bv
uko (St — K)*™ sonst.

c) Lookback-Put-Option Hiay = maxg<;<7 St — St-
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Einschub: Symmetrische Irrfahrten AT

Definition 5

Eine Folge von ZV (Z;) mit Zy := 0 und Z; := Y4 _ Xk, wobei Xy, Xa, . ..
u.i.v. ZV sind mit P(Xx = 1) = P(Xx = —1) = } heiBt symmetrische
Irrfahrt auf Z.

a Wir betrachten die Irrfahrt nur bis zum Zeitpunkt T.
m Jede Realisierung (xq, ..., x7) € {=1,1}T = Qvon (Xi,..., Xt) hat
die gleiche Wahrscheinlichkeit (1)

m Jede Realisierung (xq, ..., x7) bestimmt eindeutig einen Weg
(Zy,..., Z7) der Irrfahrt, sodass dieser Weg ebenfalls die

Wahrscheinlichkeit () T pesitzt.
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Einschub: Symmetrische Irrfahrten AT

Lemma 6
FirTe NundbeZ mit—T <b< T gilt:

N, T . . iy e .
P(Zr = b) = { (5) (rib), falls T, |b| die gleiche Paritét besitzen.

2
0, sonst.

Gleiche Paritét bedeutet, dass die Zahlen beide gerade oder beide
ungerade sind.
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Beweis ﬂ(".

m Seib>0.

m Umvon (0,0) zu (T, b) zu kommen, muss es b mehr Aufwartsbewe-
gungen als Abwartsbewegungen geben, d.h., es muss zb Abwarts-
bewegungen und 152 + b = T3P Aufwartsbewegungen geben.

® Dazu missen T und b beide die gleiche Paritat besitzen.

a Die Anzahl der Wege von (0,0) zu (T, b) ist (é) = (%Tb).

m Fir b < 0 gilt eine entsprechende Argumentation. O
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Spiegelungsprinzip

Sei jetzt My := max{Zy, Z1, ..., Z;} das laufende Maximum.

Lemma 7 (Spiegelungsprinzip)
Fir k € N und m € Ny gilt:

]P(MTZK,ZT:k—m):IP(ZT:k—i—m).
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Spiegelungsprinzip ﬂ(".

gespiegelte Irrfahrt

Irrfahrt

) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 CZeitt
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Beweis ﬂ(".

® Zu jedem Weg von (0,0) zu (T, Zr = k — m) mit My > k gehdrt ein
eindeutiger Weg von (0,0) zu (T, Z7 = k + m) (mit M1 > k).
® Somit sind beide Wahrscheinlichkeiten gleich. O]
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Bewertung exotischer Optionen ﬂ("'

Spezielles CRR-Modell:
md=ludl<t1+r<u

® Sei (Z;) die klassische Irrfahrt auf Z.
m Fir den Preisprozess gilt dann:

vz =%

t 7 -
Si=S[[Yn=Swuzdz =Suz z = Sout.
n=1
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Beispiel: Up-and-in-Call-Option ﬂ(“'

Die Auszahlung der Option hat hier die Form
Hfl?gléll = (ST - K)+1 {maxoggr StZB}

Dabei ist K > 0 der Basispreis und B > max{ Sy, K}. Bestimme

I Higi
ca u&i
7-[( u&i) = 1EQ (1 +r)T :

Es qilt:

HEQ[HE‘(lglﬁll] = ]]EQ[(ST - K)+1 {maxogt{r S[ZB}}
= Eq[(St — K)1{s;>8y| HEQ[(ST — K) " imaxg. .1 5,>B.57<B} -
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Hilfslemma AT

Lemma 8
Unter Q gilt fir die Irrfahrt (Z;) auf Z und My := max{Zy, Z3, . . ., Zi} fur
k € N und m € Ny, falls T und k + m die gleiche Paritét besitzen,

a)

T T+k—m T—k+m
Q(Mrzk.zrzk—m)=(r+k+m>q*2 (1-q) 2",
2
b)
TH+1\k+m+1 T+k—m T—ktm
o(Mrzk,zrzk—m>=(T_k_m)T1q ERUE
. -
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Beweis ﬂ(".

a) Die diskrete Dichte von Q beziiglich IP ist gegeben durch

Q({w}) T T+ZT( w) T-Z7(w)
=2". 1—-q) 2 .
P({w}) 1-9
Daher folgt mit dem Spiegelungsprinzip und dem ersten Lemma
QMr >k Zr=k—m) = Y Q({w}) =
{w: My(w)=k, Zr(w)=k—m}
_ 2T-qT+k m(1_q)T k+m Z ]P({(U})
{w: Mr(w)>k, Z7(w)=k—m}
_ 2-,—.qT+k m(1 _q)T k+m]P<MT Z k, ZT:k—m)
_ 2T_qT+k m(1 _q)r k+m P(Zy = k + m)

T T+k m T k+m
(T+g+m> (1-q) :
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Beweis ﬂ(".

Far b) gilt (beachte: T und k + m+ 2 haben die gleiche Paritat, wenn
dies fur T und k + m der Fall ist),

Q(MT:k,ZT:k—m):
= QMr >k Zr=k—-m) —QWMr>k+1, Zr=(k+1)—(m+1))

T Tik—m T—k+m T Tik-m T-ktm
= <T+g+m)q = (1-q 2z - <T+k+m+2> (1-9)

T+H1\k+m+1 Tikom T—kem
T—g—m

was genau der Behauptung entspricht. O
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Optionsbewertung: Up-and-in-Call-Option AT

Sei B = Syufemit k, € INy. Es gilt dann
Sr<B < SoUZT < Sonb & 2t < ky
und

max{Sy, S1. ..., Sr} > B & SuuMr > Syufe = My > k.
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Optionsbewertung: Up-and-in-Call-Option AT
Flr den zweiten Teil der Bewertungsformel (T und m + kg, besitzen die
gleiche Paritat, wenn T + m + k;, gerade ist) folgt:

T—k,
Eq[(Sou“™ K) ™ (My >k, Zr<ky) Z]IE'Q (Sot“T=K) ™M (i1 5k, 21—k —m) )

T+m+k b gerade

T—k
= Zb (Sou*o™™ — K)*Q(Mr > Ky, Zr = kyp — m)
T+mflz1gerade
- (s K" (rugen)a” (19 F
T+mflz,1gemde 2
q kp T—kp Km . T T—kp—m T+kpt+m
:(ﬁ) n; (Sou™®™ ™ — K) (Tkzbm)q 2 (1-q)

T+m-+kp, gerade
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Optionsbewertung: Up-and-in-Call-Option AT

Substituiere n := T*sz’*m und erhalte mit #:= max{n € Np : n < T’Zk"} :

_ (.G \e{ oky—T+2n gt [T\ angq  \T—n
—(1_q) n;)(soub K"\, )" —a" "

Insgesamt erh&lt man mit n:= min{n € Ny : n > %}:

1~

w40 T( LS T-K) (a1 - )T "

T) q"(1-q)7").

n

(520" n

] Il
NagERE
o

(SO u2n— T+2ky K)+ (
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Optionsbewertung: Up-and-out-Call-Option

Die Auszahlung der Option hat hier die Form

peall _ { 0, falls maxg<t<7 St > B,
u&o (St — K)™  sonst.
Dabei ist K > 0 der Basispreis und B > max{Sy, K}. Sei
Hel = (St — K)+
mit Preis 7r(H!'). Wegen Hll = Heall '+ Heall gilt

r(Hitlo) = me(H) — e (HE).
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Optionsbewertung: Lookback-Put-Option AT

Der Preis ist gegeben durch

Si— S maxg<t<T St
Hputx —E maxo<t<T Ot Tl —E 0<t< .
7'[( ma ) Q (1+r)7’ Q (1+r)T 0

Wir berechnen nur den Erwartungswert:

Zt — maxo<t<T 4] — Mr
]]EQ[O?;’?(TS;] ]]EQ[OgtaSXTSoU ] ]]EQ[S()U } ]]EQ[S()U ]

T T
:ZSOU”Q(MT:n):ZZ Q(Mr =nZr=n—1).

Die auftretenden Wahrscheinlichkeiten haben wir bereits bestimmt.
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Bewertung in unvollstdndigen Markten
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Superhedging A“(IT

a Wir setzen (NA) voraus.
@ Der Finanzmarkt kann unvollstandig sein.

Definition 9
Sei H ein Zahlungsanspruch. Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie
¢ heiBt Superhedging-Strategie fiir H, falls V§ > H gilt.
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Superhedging A“(IT

a Im Folgenden sei

i (H) = inf{V{: ¢ ist eine Superhedging-Strategie fur H}.
w Wegen VJ + G% = gllt dass 77+ (H) > IEq[4L] fur alle Q € M.
m Analog sei
n_(H) = sup{V{ : ¢isteine s.f. Strategie mit V¥ < H}.
w Hier gilt 7 (H) < Eq[4 —| firalle Q € M.
a Offensichtlich ist 7_(H) < t (H).
.

Es gilt: m_(H) < infgem EEq [ } < supgem [Eqg [ H] < i (H).
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Preisintervall

m Ein Preis von H muss in (t_(H), 74 (H)) liegen!!
w SeizB. n(H) > ny(H): Dann 3¢ mit VJ = 4 (H) und V¥ > H.

Aktion zur Zeitt =0

Auszahlung zur Zeit t = T

Verkaufe Option
Investiere in ¢.

—H
v

Gewinn: (H) — . (H) >0

Gewinn: V¥ —H >0

® Und 3w € Q mit V¥(w) > H(w) (sonst wére ¢ Hedging-Strategie).
® Analog: m(H) < m_(H) erzeugt Arbitrage.

35 Nicole Béuerle - Finanzmathematik
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Charakterisierung erreichbarer
Zahlungsanspriche

Theorem 10
Ein Zahlungsanspruch H ist erreichbar < 1t_(H)

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26

7T+(H).



37

Beweis ﬂ(".

Sei Q € M* und H nicht erreichbar, d.h.

H
— ¢ LCR™
B, ¢LC

Weiter gilt: BﬁT =H +ZmitZe L Z#0undH, € L. Wie im Beweis
vom 2. Hauptsatz sei Q' € M* definiert als

Q({wi}) = (1+ 2HZH) {wi}), i=1,...m

9
Wegen H, € Lgilt H;, = g—; fir ein ¢, und wegen
< Z,H, >=TEq[H Z] = 0gilt Eq [H,] = Eq[H.] = V{.
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Beweis ﬂ(".

Weiter ist
m 2
EqglZ] = Y. ZQ ({wi}) = BqlZ) + 222~ mg|z)
i=1 HZH
Daraus folgt
T (H) < IEq [:T} — Eq[H. + Eq[Z] < Eg/[H,] + Eq|Z]
= Eg [BHT} < 14 (H).

Ist H erreichbar, so folgt aus FEq [B—HJ < nm_(H) < 4 (H) <Eq [BﬁT}

dass 7ty (H) = m_(H) qilt. O
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Charakterisierung erreichbarer ﬂ(“‘
Zahlungsanspriiche

Corollary 11
Folgende Aussagen liber einen Zahlungsanspruch H sind dquivalent:

a) H isterreichbar.
b) TEq[4L] ist konstant fir alle Q € M*.

c) TEq[AL] ist konstant fir alle Q € M.
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Beweis ﬂ(".

w Ist H erreichbar, so folgt, dass [Eq[A- ~| konstant ist fiir alle Q € M*.

m Ist H nicht erreichbar, so 3Q, Q" € M* mit [Eg [B—’ﬂ < IEgy [BL’T}

Damit sind a) und b) &quivalent. Fiir die Aquivalenz von b) und c):
a Jedes Q € M kann man durch Q, € M* approximieren mit

Qp:=

Q* € M existiert wegen (NA).
w Giltb), so ist IEq,[4-] und auch limp— [Eq,[5-] = Eq[4] konstant.
a Die Umkehrung ist offen3|chtI|ch. O
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Darstellung der Preisschranken ﬂ("'

Theorem 12
Sei H ein beliebiger Zahlungsanspruch.

a) Es gilt folgende duale Darstellung von rty.(H) und t_(H):

H H
) = gaEalg] = g Folg
_ H _ H
) = ginBa[g| = i Bo ;]
b) 74 (H) =min{a: Esgibteina € Amita+ G% > £

>
n_(H) =max{a: Esgibteina € Amita+ G% < 3
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Erinnerung ﬂ(".

Betrachte
L= {XE R™: X; = G%(w;) fiiri=1,...,m unda € A}_
und

C:= {XE]Rm:X§ Y fiir ein YEL}.

Lemma 5.7: Fiir jedes Z ¢ C gibt es ein Q € M mit [Eg[Z] > 0.
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Beweis ﬂ(".

a) Beweis nur flr 7ty (H). Sei H ein beliebiger Zahlungsanspruch und

7T = sup ]IEQ[H]

QeM Br
Es gilt 7 < 7t (H). Wir zeigen nun: 1 (H) < 7rt. Sei dazu
H

Offenbar gilt IEq[Z] < 0 VQ € M und damit Z € C. Also gibt es nach
Definition von C bzw. L ein a* € A mit Z < G+, d.h.
H .
Bir <n+Gt,
und damit gilt, dass 74 (H) < 7. Also insgesamt
H
n+(H) = sup Eg |=|.
+( ) QE,/Q/I Q {BT]
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Beweis ﬂ(".

Wir zeigen jetzt die zweite Gleichung. Jedes Q € M kann durch
(Qn) € M* approximiert werden und es gilt:

Eq, [;T} - Eq {:T}
Daher folgt

5% 5] = g %o ;)

Beachte noch, dass M kompakt und Q — IEqg [Bﬂr} stetig ist.

b) Im Beweis von Teil a) haben wir gesehen, dass da* € A mit

L i (H)+ G¥,
Br

d.h., zu 4 (H) gibt es eine Superhedging-Strategie fir H. O
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Beispiel AT

Gegeben sei ein Finanzmarkt mit T =2, By = By = B, = 1 und

[32(U1.U2) =8 ]

[82(u1,m2) = 7]

/N /IN

Si(

So(uy,db) =5

=

S1(

So(di up) = 4

2
S—
I
w

So(dy, do) =2
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Beispiel ﬂ(".

Der Markt ist nicht vollstandig und M™* ergibt sich zu

Q({uy,ux}) = q1(u1)q2(u2\u1):%q
1

Q({ur, ma}) = aqi(uy)qa(maluy) = % — 34
Q({u1,do}) = g1(u1)ga(daluy) =%+%q
Q({di o}) = @g1(d1)q2(u2|dy) = % =Q({dj, dx})

mit g € (O, %). Betrachte eine Call-Option mit K = 7, dann gilt VQ € M*:

Bo[ (757" < Bo[(6r 7] = .

Damit erhalten wir fir die arbitragefreien Preise das Intervall:

(- (H), 7 (H) = (0,3).
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